Corrigé des Exercices d’approfondissement du chapitre 3.

Exercice 3.8. On vérifie facilement que d est une distance. Soit (u,) une suite de
Cauchy. Il existe un rang ng tel que, quels que soient p et ¢ supérieurs ou égaux a ny,
on ait d(up,u,) < a, ce qui entraine que d(u,,u,) = 0, soit encore que u, = u,. La suite
(uy,) est donc stationnaire, et donc convergente.

Exercice 3.9.

1. Des parties completes sont fermées, et toute intersection de fermés est fermée.
Comme une partie fermée d’un espace métrique complet est complete, on en déduit
qu’une intersection de parties completes est une partie complete.

2. Pour les réunions finies, la preuve est la méme. Pour une réunion quelconque, c’est
faux. Par exemple QQ est réunion dénombrable de singletons qui sont donc des parties
completes de R, mais Q n’est pas complet.

Exercice 3.10. On définit la suite (f,,) pour n > 3 de la maniere suivante :

( 11
fo = 0 sur [0, —} ,
2 n
f n 1 n 1 1 11 + 1
\ = — — — — T R -
n 5 X B o su 5 n, 2 ,
1 1
o = 1 sur + -1
\ 2
Si m > n, alors f, et f,, coincident sur [0, ] — —] U3+ ] De plus, f, et f,, prennent
des valeurs entre 0 et 1. Et donc,
! 2t R iy
/ | fin — ful :/ | fn — fml| < / (fon+ fm) < / 2=— — 0.
0 -1 i-1 11 N, n—+00

La suite (f,) est donc de Cauchy dans L!. Supposons que (f,) converge vers f € E pour
la norme || - [|;. Nous allons montrer que f = 0 sur [0, 5[ et que f =1 sur |3,1].

Tout d’abord, on remarque que si une fonction f est positive et continue sur un
intervalle [a, b] et si fab f =0, alors f =0 sur [a,b]. En effet, si f est continue, la fonction
F :[a,b] 2 z — [’ f est dérivable, de dérivée f > 0 donc F est croissante. Comme
F(a) = F(b) =0, on en déduit que F vaut 0 sur [a, b] et donc que f = F' =0 sur [a b].

Montrons maintenant que f = 0 sur [0, 2[ Soit € > 0 strictement inférieur a 5. Il
existe un rang n. a partir duquel Uintervalle [0, % —g] C [O,% — EL ceci quel que SOlt
n > n.. On a alors, pour tout n > n,,

/Oéglfn—flzfoéElflé/ollfn—fh

Le membre de droite tend vers 0 quand n — 400 car la suite (f,,) converge vers f dans

L'. Et donc 1
5—5
[ =0
0
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pour tout € > 0. Cela montre que f vaut 0 sur [0, %[ On montre de méme que f vaut

1 sur ]%,1]. Comme [ € E, f est continue, et donc lim%_f =0= lim%+f = 1. Clest
absurde.

Exercice 3.11. Montrons que ¢y est fermé. Soit (z,) une suite d’éléments de ¢y qui
converge vers z € £>°. Nous allons montrer que x € ¢y. Soit € > 0. Il existe un rang N
tel que,

Vn > N, |z — zp||oo < e.

En particulier, ||z — zx. |~ < e. Comme xy. est dans cg, si zn. = (. ,)p, alors il existe
un rang p. tel que,
Vp2ps  fang Se

Et donc,
Vp 2 p-, |2p| < 2N pl + |2Np — Tl S e+ [l —an o < 26

Ceci montre bien que x € ¢y, et donc que ¢y est fermé.

Montrons maintenant que c est fermé. Soit (z,) une suite d’éléments de ¢ qui
converge vers x € £°°. On va montrer que z € c. Tout d’abord, si pour tout n € N, £,
désigne la limite lim,, . (z,,,) de la suite z,, alors la suite (¢,) est de Cauchy. En effet,
la suite (x,) est de Cauchy dans ¢>°, et donc

Ve > 0, dN, e N, VYm,n > N, |Tm — xn||oo < €,
soit encore
Ve > 0, dN. e N, VYm,n > N, Vp € N, |Tmp — Tnpl < e,
et donc, en faisant tendre p vers 400, on a :
Ve > 0, aN. € N, VYm,n > N, [ — Cn] < e.

Comme K est complet, la suite (¢,), est donc convergente. Soit ¢ sa limite. Montrons
que la suite x converge vers £. Soit € > 0. Comme la suite (¢,,) converge vers ¢ et que la
suite (z,,) converge vers x dans {, il existe n € N tel que

0 —0,| <e et |z — zp]|00 < €.
La suite z,, converge vers £, et donc il existe un rang p. tel que
Vp2pe, oy — | <e
En particulier, comme
Vp €N, |70 — 2| < |7 — 20|00 e,

on a

Vp > p-, |z — €] <|zp — Zpp| + |Tnp — ln| + [ln — €| < e+e+e=3e.
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Ceci montre bien que x converge vers ¢ et donc que x € c.

Montrons maintenant que ¢ est complet. Soit donc (z;,) une suite de Cauchy dans
¢>. Pour tout p € N, la suite (x,,), est une suite de Cauchy de K car

Znp = Tmpl < [|Z0 — Tl oo-
Comme K est complet, on en déduit que, pour tout p € N, la suite (x,,), est une suite
convergente. Notons x, sa limite, et soit z = (x,). On est donc ramené au probleme
habituel suivant : montrer que x € £*° et montrer que (x,) converge vers x dans £*.
Montrons donc que x € £*. On a
Ve > 0, N e N, VYm,n > N, |Tn — Tmleo < e,
soit encore
Ve > 0, aN €N, VYm,n > N, Vp € N, |y — T p| < €.

Fixons €, N, n et p et faisons tendre m vers +00. On obtient

Ve >0, N e N, Vn > N, Vp € N, |z — xp| <e. (%)
En particulier, si on fixe ¢, N et n, on obtient

Vp €N, [Ty —mp| <6 = xy| < wppl +e < H@n]loo + 6,

ce qui montre que = € ¢*°. Enfin, la proposition (x) se réécrit

Ve >0, IN e N, Vn > N, |zn — ]| <,
ce qui montre que (z,) converge bien vers x pour la norme || - |[». On en déduit que ¢>°
est complet. Comme ¢y et ¢ sont fermés dans £ pour la norme || - ||, on en déduit que
les espaces ¢ et ¢y munis de la norme || - ||, sont complets.

Exercice 3.12.
1. Tout d’abord d(f,g) est bien définie car

1™ = g™

Vn € N,
L4 [0 — gl =

et Yo" 5 est finie. Si d(f,g) =0, alors en particulier, || f — g|lc =0 et f =g. Il

est clair que d(f, g) = d(g, f). La fonction ¢ : R* 5 x + = est continue, dérivable

de dérivée ¢/ (z) = ﬁ strictement positive, donc ¢ est strictement croissante. De

plus, ¢ est sous-additive car

T+y £ Y £ Y
Pz +y) 1+z+vy 1+x+y+1+x+y_1+x+1+y @) +ely)
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Enfin, si f, g, h sont trois fonctions de classe C'*°, alors

If = Al _ e(If = hllo) < @UIf = glloc + 19 — Rll)

If = 9lloo g — Il
S — 00 + —h o0) = + :
PUIF = glle) + (g = ) = T2+ I

1
o

d(g,h) < d(f,g) +d(g,h),

et donc d est bien une distance.
2. Soit (fx) une suite de Cauchy pour d. Pour tout n € N, on a

Multipliant ces inégalités par 5: et en les sommant, on obtient

1A = £ s
N N |

< d(fk7 ff)?

et donc

n n 27Ld f 7f

150 = e < it S
1-2 d(fkv fe)

et donc, pour tout n € N, la suite (f,gn))k est de Cauchy. Comme (C([0,1],R), |- |ls)

est complet, on en déduit que la suite ( f,gn)) r converge pour tout n uniformément
vers une fonction g,.

si Qnd(fk, fg) < 1,

Nous allons montrer par récurrence sur N la proposition suivante : “ Si (fj) est une

suite de fonctions de classe CVV telle que, pour tout n € {0,1,..., N}, la suite (f,gn))k
converge uniformément vers une fonction g,, alors la fonction gy limite de la suite (f;)
est de classe CV et, pour tout n € {0,1,..., N}, on a g(()") = gn.”

Grace au théoreme indiqué, la proposition est vraie au rang N = 1. Supposons la
proposition vraie au rang N, et montrons la au rang N + 1. Soit donc (f;) est une suite
de fonctions de classe CV*! telle que, pour tout n € {0,1,..., N + 1}, la suite (f,gn))k
converge uniformément vers une fonction g,. En particulier, si on applique ’hypothese
de récurrence vraie au rang N a la suite de fonctions (f} ), la fonction g; est de classe
C¥ et pour tout n € {0,..., N}, ggn) = gn+1. La proposition au rang N = 1 appliquée a
(f) nous donne que gg est de classe C! et que g = g1. Et donc, on en déduit que gy est
de classe OVt car g; est de classe C¥ et, pour tout n € {0,1,..., N +1}, g(()") = g,. On
a donc bien prouvé par récurrence sur N la proposition énoncée.

On a donc prouvé en particulier que la suite (f;); converge vers une fonction f de

classe C™ et que pour tout n € N, la suite de fonctions ( f,g”))k converge vers la fonction
f™ uniformément. Il reste & vérifier que

pour conclure. Soit € > 0. Tout d’abord, il existe un rang N tel que

1
2n
1

<

DN ™

n>N+
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Ensuite, comme les fonctions ( f,in))  convergent uniformément vers f pour tout
n€{0,1,..., N}, on en déduit que

vn € {0,1,...,N}, 3k, Vk e N, >k, = ”f]gm — | < Z,
En particulier, si K = max(ko, k1,...,kx), on a
N 1 %9 1
vkeN, k=K = d(fif) <) IR - rMet Y 5
n=0 n=N-+1
N
< l§+§<f+fzg
SLmg 22 2 T

On a donc le résultat.

Exercice 3.13. Une idée par exemple est de prendre une fonction f(x) = = + ()
avec ¢ une fonction qui ne s’annule pas. Si on veut d(f(z), f(y)) < d(x,y), il suffit que
—1 < f' < 1, soit encore que —2 < ¢’ < 0. Prenons par exemple ¢’ = _Tlge? avec A = R.
Enfin, si ¢ = § — arctan z, alors ¢ ne s’annule pas. En conclusion, la fonction

flx)=x+ g — arctan x

est définie sur A = R qui est complet. Pour tout = € A4, f'(x) =1— ﬁ est strictement
inférieur a 1 en module, et donc

Ve,ye A, Aeelnyl,  f@) - fWI= 1Ol -yl <]z -yl

Enfin, f n’a pas de point fixe dans A car f(r) = z si et seulement si arctanz — § = 0 ce
qui est impossible.

Exercice 3.14.

a. Tout d’abord f? est une contraction donc admet un point fixe unique . Montrons
que f(z) = 5. Bn effet, f2(z) = f2(f(z)) et 271 (z) = F(7(x)) = f(x) car
fP(x) = x. On en déduit que fP(f(x)) = f(z), ce qui montre que f(x) est aussi
point fixe de fP. Comme le point fixe de f? est unique, on en déduit que f(x) = =
donc f admet un point fixe z. Si maintenant f admet un autre point fixe y, alors
f(y) = y et donc fP(y) = y ce qui montre que y est point fixe de fP et donc que
x =1y. f admet donc un unique point fixe.

b. Si n € N, on fait la division euclidienne de n par p que 'on écrit n = pq, + r,
avec 0 < r, < p—1. Si zy est donné et si z, = f(x,_1), alors z,, = fP¥(x, ).
En particulier, si n tend vers +oo, ¢, tend vers +oo car n — pg, < p — 1 implique
pgn > n—p+1. Comme z,, € {xo,z1,...2,-1} et que pour tout k € {0,...,p—1},
la suite (f?)% (xy) converge vers x quand g, tend vers 400, on en déduit que la suite
f™(x) converge vers z.

Exercice 3.15. Il suffit de montrer que la fonction F' est une contraction sur l’espace
de Banach E. Pour cela, on remarque que

F@M@—F@mwzfﬂﬂmmm—fwmm»%

o
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et donc

Plo (@)~ Fla@)] < [ 17(.0n) = el < [ My 0) = o)

1
< / Mllg: — gallocdt = i1 — gallo,
) 4

et donc

1
1F'(g91) — F(92)lc < ~1lg1 — 92/l 00-

Exercice 3.16. Posons

Réso

b
F:Clabs f )\/ K (s, 6) f(£)dt + g(s).

udre I’équation proposée revient a trouver un point fixe de F. Comme Cfa, b] est

complet, il suffit donc de montrer que F' est une contraction.

donc

Or, si f1, fo € Cla,b], on a

b
F(f) — F(f2) = A / K(s,0)(f1(t) — falt))

b
|F(f1) = F(f2)llso < |lf1 = folloo| Al / | K (s,t)]dt.

En particulier, si on pose M = supy, ;o5 | K| et si on choisit A tel que A(b—a)M < 1,

alors F' est une contraction.

Exercice 3.17.

1.

O,, est dense dans F, il suffit de montrer que pour tout

on (ﬂ 0n> # ()
neN

Comme Oy est dense dans F, on en déduit que Oy N O est un ouvert non vide. Soit
donc ag € Oy N O et ry tel que B(ag,m9) C Op N O. Quitte a prendre un ry un peu
plus petit, on peut supposer que g < 1 et que

Pour montrer que ()
ouvert O,

neN

B(QQ,TQ) C OgNO. (*)

On continue le procédé. La boule B(ag, ) coupe Oy car O; est dense. Et donc,
il existe a1 € B(ag,r9) N O1 et r1 > 0 tel que B(ai, 1) C Blag,ro) N O;1. Quitte a
prendre un r; un peu plus petit, on peut supposer que r; < % et que

B(CLl,Tl) C B(ao,ro) N O;. (**)

On construit comme cela une suite de boules B(a,,r,) telle que, pour tout n € N,
Ty < 7—1L et
B(ani1,m041) C B(an, ) N Opiq. (s * %)
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La suite de fermés (B(ay, r,)), est une suite de fermés emboités dont le diametre 21,
tend vers 0. D’apres le théoreme des fermés emboités, l'intersection de ces boules
est un singleton {z}. Cet élément = est dans toutes les boules, donc dans tous les
ouverts O, d’apres (k%) et (x % x). Cet élément x est aussi dans O d’apres (x), et

donc
0m<ﬂoa¢w

neN

. Siun fermé F' est d’intérieur vide, alors son complémentaire O est un ouvert dense
car

O=E\F=E\F=E\0=E.

En particulier, la suite d’ouverts O,, = E \ F,, est une suite d’ouverts denses dans
E. D’apres la premiere question, l'intersection des O, est dense dans F. Comme
N O, = E\ JF,, on en déduit que E \ |J F), est dense dans FE, et donc que

E\|JF, =E.

Mais comme

E\UFR=E\(UR) .
alors (U F,)° = 0.

. Si F, =Vect{eg,...,e,}, alors |JF, = E. En effet, si « € E alors il existe
A, A €Ket ky, ...k, € N tels que

p
T = E i€k, -
i=1

En particulier, si N = max{ki,...,k,}, alors z € Fy. Comme E est d’intérieur
non vide, il découle de la question précédente qu’il existe ny € N tel que F),, soit
d’intérieur non vide. En particulier, il existe g € E et g9 > 0 tel que B(z,&0) C F,,.
Comme F,,, est un sous-espace vectoriel, on en déduit que B(0, ) C F),,, puis que
B(0,1) C F,, et enfin que E C F,,,. Si E est de dimension infinie, c¢’est absurde.

. K[X] est de dimension infinie et admet pour base la famille (X"), qui est
dénombrable. Donc d’apres la question précédente, K[X] ne peut pas étre un espace
de Banach.



