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Résumé. Soient M une variété CR localement plongeable et ® C M un fermé. On donne des
conditions suffisantes pour que les fonctions L},, qui sont CR sur M\® le soient
aussi sur M tout entier.

Local envelope of holomorphy of CR manifolds
and removable singularities for integrable CR functions.

Abstract. Let M be a locally embeddable CR manifold and ® C M be a closed set. We give
sufficient conditions in order that Lj,, functions on M which are CR on M\& are
CR on M.

Abridged English Version. Let M be a locally embeddable CR manifold, dimgrM = m,
codim M =n,dim M =d=2m+n and ® C M a closed set. We give various conditions in order
that ® is L'-removable, i.e.

Llloc(M) n Llloc,CR(M\q)) = Llloc,CR(M) (1)

Let H* denote k-dimensional Hausdorff measure.

THEOREM 1. — If M is C*, a function f € Ly,,(M) is CR if and only if f|o belongs to Lj,, ;r(O)
for almost every CR orbit O.

COROLLARY 1. — If ® = U,ca O, is of zero d-dimensional measure, then (1) is satisfied.
Theorem 1 reduces the problem to the case where M is a single CR orbit, i.e. M is globally

minimal [5)].

THEOREM 2. — Let M be C>%, 0 < a < 1, dimggM = m > 1. Every closed subset E of M such

that M and M\E are globally minimal and such that H® 3(E) < oo is L*-removable.

loc

The notion of wedge (W-)-removability is defined here in higher codimension.

THEOREM 3. — Let M be C¥, dimcgM = m > 1. Every closed set E C M such that M and M\E
are globally minimal and such that H*=2(E) = 0 is W- and L'-removable.



2 Elimination des singularités pour les fonctions CR

THEOREM 4. — Let M be C>%, m > 1, and let N be a C? connected submanifold of M such that
M and M\N are globally minimal.

(i) If codimp N > 3, then N is W- and L'-removable;

(ii) Ewvery closed set ® C N is W- and L'-removable if ® # N, codimy N = 2 and m > 1;

(iii) N is W- and L'-removable if N is generic at one point, codimy N = 2 and m > 2.

A set S C M is called a C* peak set, 0 < A\ < 1, if there exists a nonconstant function
w € CAr(M) such that S = {w = 1} and |w| < 1.
THEOREM 5. — Let M be C** globally minimal. Then every C* peak set S satisfies H*(S) = 0
and is L'-removable.

COROLLARY 2. — Let M be C3. Then a C* peak set S is L'-removable if H{(Upcs0) = 0.

1. Enoncés

Soient M une variété CR localement plongeable, de dimension CR dimggM = m, de codimen-
sion codim M = n, de dimension dim M =d = 2m + n et soit ® C M un fermé de M. Dans ce
travail, on cherche des conditions, portant sur M et ®, pour que l’on ait

Llloc(M) N Llloc,C’R(M\q)) = Llloc(M)‘ (1)

Si (1) est vérifiée, on dira que ® est L!-éliminable. D’aprés Trépreau [10], toute variété CR M
est réunion disjointe (en général transfinie) de sous-variétés CR immergées connexes M = U;c7O;,
O; C M, appelées orbites CR de M, qui sont caractéristiques, i.e. dimeogrQ; = dimggM et
minimales pour 'inclusion et cette propriété. Un premier résultat concerne ces variétés. Il a été
démontré par B. Jéricke dans la classe C°(M) [2] et dans L} (M) si M est une hypersurface de

loc
classe C? [3]. Enfin, le second auteur I’a étendu & L, (M) en codimension quelconque dans sa
these [9].

THEOREME 1. — Si M est de classe C, une fonction f € L} (M) est CR si et seulement si f|o,

loc
appartient o L} 0;) pour presque toute orbite CR O;, au sens de la mesure sur M.
loc,CR

La restriction f|o, est bien définie et appartient & L], .(0;) pour presque toute orbite O;. Nous

renvoyons le lecteur & [9] ou [7] pour une preuve compléte.
COROLLAIRE 1. — Si ® = Uyeca O, est de mesure d-dimensionnelle nulle, alors (1) est vérifiée.

Le théoreme 1 réduit ’étude de (1) au cas ou M = O; est une seule orbite. L’aspect central de
notre travail consiste justement & replacer ’étude de (1) dans le contexte de la théorie des orbites
CR et de I'extension des fonctions CR, bénéficiant en cela des travaux de Trépreau, Tumanov et
Joricke. Lorsque M est une hypersurface, le probleme (1) est traité par Joricke et Chirka-Stout
[1].

Bien entendu, les orbites sont aussi localement plongeables. Soit M générique dans C™*". Dans
ce cas, un ouvert connexe Wy sera appelé wedge attaché & M\® s’il existe une section continue
n: M\® — TpC™*"\{0} du fibré normal & M telle que Wy contient un wedge W, d’edge M en
(p,n(p)) (¢f. [11], p-3), pour tout point p € M\®. Cette notion a un sens local lorsque M est
localement plongeable. Le probléme (1) fait intervenir la géométrie des wedges attachés.
DEFINITION 1. @ est dit W-éliminable si, pour tout wedge Wy attaché & M\®, il existe un wedge
W attaché & M tel que les fonctions holomorphes dans W, se prolongent holomorphiquement &
W.

On note H*(E) la mesure de Hausdorff k-dimensionnelle de E, pour une métrique fixée sur M.
H? g’identifie & la mesure de Lebesgue. Enfin, on dira qu’une variété CR est globalement minimale
si elle consiste en une seule orbite CR. Le fermé ® sera noté E, N ou S, suivant le contexte.
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THEOREME 2. — Soit M de classe C*, 0 < a < 1, dimgprM = m > 1. Tout fermé E de M tel
que M et M\E sont globalement minimales et tel que H >(E) < oo est L'-éliminable.

loc
Par exemple, sous ces hypotheses, toute sous-variété N de codimension au moins trois, est
L'-éliminable. Le résultat suivant ([8]) s’applique & l’extension des fonctions CR méromorphes.

THEOREME 3. — Soit M de classe C¥, dimcrM =m > 1. Tout fermé E C M tel que M et M\E
sont globalement minimales et tel que HY2(E) = 0 est W- et L' -éliminable.

Le cas de singularités plus massives est traité dans [7]:

THEOREME 4. — Soient M C>®, m > 1. Soit N une sous-variété connexe de M, de classe C? telle
que M et M\N sont globalement minimales. Alors

(i) N est W- et L*-éliminable si codimy N > 3.;

(ii) Tout fermé ® de N est W- et L'-éliminable, si ® # N, codimy N =2 et m > 1;

(iii) N est W- et L'-éliminable si N est générique en au moins un point, codimy N = 2 et
m > 2.

Remarque. L’élimination L' de compacts K CC N de variétés N C M génériques de codimen-
sion un apparait dans les travaux de B. Joricke [3] pour n =1 et dans [9] pour n > 2.

Une version plus faible du théoréme 4 est contenue dans [6] dans le cas de I’élimination W.
L’hypothése d’orbite sur M et M\N est essentiellement nécessaire : si elle n’est pas satisfaite,
il existe des exemples simples de M, N et de distributions CR de support une sous-variété car-
actéristique fermée S de M\ N qui ne se prolongent pas holomorphiquement & un wedge au-dessus
de N. Enfin, les hypotheses géométriques sur N et ® sont calquées sur celles qui rendent les
théoremes 2,3 et 4 connus lorsque M est un ouvert de C™, i.e. n =20.

Maintenant, un sous-ensemble S de M est dit ensemble pic hdldérien s'il a la forme {w = 1},
avec w € C (M) non constante pour un v, 0 < v < 1 et |w| < 1. Gréce au théoréme 1 et aux
techniques de déformation de disques, on généralise les résultats de [4].

THEOREME 5. — Soient M C>% globalement minimale. Tout ensemble pic héldérien S de M wvérifie
H4(S) =0 et est L'-éliminable.

COROLLAIRE 2.— Soit M C3. Un ensemble pic héldérien S est L' -éliminable si H*(Up, 5 O,) = 0.

1
loc

p
loc

Enfin, puisque L}, . se plonge dans L], . pour p > 1, tous ces résultats sont valables dans L} .

2. Preuves.

Nous allons donner ici un résumé des preuves des théorémes 2,3,4 et 5. Les preuves rigoureuses
sont contenues dans [7], [8], [9]. Le théoréme 1 pour f € C2r(M) est démontré dans [2] et dans
[9] pour f € L}, op-

C’est B. Joricke qui a eu l'idée d’utiliser l'inégalité de Carleson sur des familles régulieres
de disques analytiques attachés & M pour déduire I’élimination L' de I’dlimination W, dans le
cas hypersurface. Dans ce travail et dans [7], [8], nous raffinons les résultats de [6] pour la W-
élimination et les étendons & L' comme dans [3]. Mentionnons enfin que la technique dite de
jibalayage par des wedges;; utilisée dans [3], [1], [9] ne s’appliquerait qu’en dimension CR m > 2;
c’est pourquoi nous utilisons ici les déformations de disques analytiques et le principe de continuité.

On traite le cas L', le cas WV sera démontré en cours. La technique consiste en un grand nombre
de déformations de M dans des ouverts obtenus en attachant des disques analytiques & M et & ses
déformations. En particulier, nous décrivons une partie de ’enveloppe d’holomorphie d’ouverts de
type wedge attachés & M\®, assez étendue pour procéder ensuite & ’élimination L!.
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Etape 1. Gréce au théoréme d’extension de Trépreau-Tumanov généralisé ([5], [6]) et au théoréeme
de Ijjedge of the wedge;,;, on peut prolonger holomorphiquement f € Llloc,C r(M\®) & un wedge
W attaché & M\@®. Pour le contrdle en norme L' de I’extension, on utilise de jjbonnes;; familles
de disques analytiques attachés & M. Soit A le disque unité dans C, bA son bord.

DEFINITION 2. — On appelle famille réguliére en p de disques analytiques attachés & M une
application C?#, B < a, A : SxV x A - C™" (s,v,() = A,,(¢), holomorphe en ¢, ot
(0e)S c Rm+n=1 (0 €)YV C R* ! sont des ouverts, telle que Ag (1) = p et que

1) L’application S x bA — M, (s,() — As(¢) est un plongement, ¥V v € V;

2) Le vecteur 1 := —0A0,0/0¢(1) & T, M et rang(v = pry, cm+n /(1, MorRn)(—0A0,0/0¢(1))) =
n—1.

Toute famille réguliere définit un wedge Wa,p en (p,n) par Wa,, = {4;,(() € C™*" :
(s,v,0) € S1 X V% 21}, oS CS, Vi CV, A =ANA(1p1), pr > 0. Soit W=W(U,C) =
{z+n: z€U,n€eC} un wedge de base U C M et de cone C C C™"*"  e.g. W Wy .
DEFINITION 3. — Une fonction f € Lj,. op(M) est dite prolongeable dans Hy(W) il existe
F € H(W) telle que F|y, — f au sens LY, ou U, =U +n, n € C, uniformément lorsque 7 — 0.

Pour démontrer l'extension de f dans la classe de Hardy H.(W4a,), on utilise des familles
régulieres attachées a des déformations de M:

PROPOSITION 1 ([9]). — Soit M globalement minimale, C>®. Pour tout € > 0, il existe une
déformation C*# (d, M?) de M a support compact avec M% = M prés de p et ||[M% — M||¢c26 <&,
telle que

1) Il existe une famille réguliére de disques As ., attachés a MY

2) Il existe un opérateur linéaire borné de prolongement L}OC,CR(M) — L}OC,CR(Md), f—=fe
tel que f* = f sur l’ensemble ot M? coincide avec M;

3) Pour f € L}OC,CR(M) fizée, il existe une déformation d telle que ||f% — f||z1 <e.

Cette construction demande I’emploi en détail des techniques de déformation de disques de
Bishop élaborées par Tumanov ([11]) et I’existence de M ¢ satisfaisant 1) et 2) équivaut 4 la globalité
minimale ([9], [7]).

PROPOSITION 2. — L}OC’CR(M) est prolongeable dans H:(Wa ).

En effet, sur chaque disque remplissant W4 p, on se rameéne 3 P’estimée de Carleson sur A: si
r(0) € CY([-m,7],[0,1]) telle que r = 71 sur (—61,601), 0 < 71 < 1 et supp (1 —r) C (—bo,6),
0 < 6; <8y <, alors il existe C' > 0 telle que V u € HL(A), ff;o [u(re®)|d8 < C|lul|1pay- O

Etape 2. On note H(U) anneau des fonctions holomorphes dans U et V(E) un voisinage ouvert
arbitrairement petit d’un ensemble E dans C™1". La déformation suivante réduit la démarche au
cas ot Ly,, op(M\®) N L}, (M) a été remplacé par H(V(M*\&)) N L}, (M?).

PROPOSITION 3. — Soient M C*®, générique dans C™t", f € Lj . op(M) et U un ouvert de
M\® tel que U est compact, avec M \® globalement minimale. Pour tout £ > 0, il existe une
déformation M? C*P, B < a, avec supp d = U, M?¢ D ®, ||M?% — M||c2s < €, telle qu’il existe
une fonction f¢ € L}, (M?)N L}OC’CR(Md\CD) NHV(U?)) coincidant avec f sur M\U et telle que
FE = fller <e.

La preuve utilise la Proposition 1 et I’inégalité de Carleson sur des déformations successives de
M & support la base U; C M de petits wedges Wa, p, tels que UjeJ U; = M. 11 suffira alors de
démontrer que Lj, (M) NH(V(MN\®)) = L},, oz(M?). En effet, par | [, (f* — f)dp| < Cye (les

loc
mesures sur M et sur M¢ étant voisines, puisque ||[M? — M||¢2.s < &, une telle écriture & un sens),
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pour toute (m+n, m —1)-forme & support compact, I'égalité [, . fOp = 0 impliquera [,, fOp =0,
puisque ¢ est arbitraire. O

Etape 8: W-élimination de la singularité. En utilisant hypothese jjM et M\® globalement
minimales;;, on élimine progressivement les points de ® = N, E ou K qui se trouvent a I’extrémité
d’une courbe intégrale par morceaux de T°M issue d’un point de M\® et on déforme ensuite
M dans le wedge obtenu au-dessus de chaque point qui a été éliminé. A chaque pas, sur une
déformation de M encore notée M, la situation se réduit & 1’élimination d’un seul point p de &
disposé comme suit. Il existe un voisinage U de p dans M et M; une hypersurface C2 dans U qui
partage U en deux composantes fermées M; et M;", U = M; U M;", M N M;" = M, telle que
®NU C My, et il existe un disque A C?# attaché & M;" avec A(1) = p, dA/df(1) € T,M;. Soient
w un voisinage de U\® dans C™*" et f € H(w). Les déformations normales de Tumanov nous
permettent de développer A en une famille réguliere en p de disques analytiques A, ,, Aoo = 4,
qui engendre un wedge Wy, :

LEMME 1 ([11].) — Il eziste une famille réguliére As, attachée & (M NU)Uw. O

Cependant, le bord de ces disques peut toucher la singularité ® (en fait, A;,(bA) N & C
A (AN Ay)) et le théoréme d’approximation de Baouendi-Treves n’est plus valable. Heureuse-
ment, le principe de continuité et une propriété d’isotopie des disques & un point nous permet de
prolonger f & W := Wy, moins un ensemble £ C W, i.e. F € H(w U (W\E)), comme suit:

DEFINITION 4. Un disque plongé A : A — C™" est dit b-isotope ¢ un point dans w s'il existe une
application C! [0,1] x A 3 (t,¢) = A;(¢) € C™*™ telle que Ay(bA) C w, Ag = A, chaque A; est
un disque analytique plongé pour 0 <t < 1 et A; est une application constante A — {pt} € w.
LEMME 2. — Sous les conditions des théorémes 2, 3 et 4, tout disque A, , tel que A (BANA)NP =
(0 est b-isotope a un point dans w. O

LEMME 3. — Soit A : bA — w, A — C™t™ b-isotope a un point dans w. Alors, pour toute fonction

holomorphe f € H(w), il existe F € H(w UV(A(A))) telle que F = f dans V(A(bA)). O

L’ensemble & := {21 = A ,((1) € C™™ 1 (G E&l,As,U(bA) N ® # 0} ou on n’a pas prolongé
est feuilleté par des courbes holomorphes. Grace aux disques attachés & M, on se ramene donc
4 éliminer la singularité &\w pour F € H(w U W\E)) = H(w U W\(\w))). A moins que
codimyy € = codimy,®, le bord de presque tout disque A, , ne touche en général & que sur un
ensemble de mesure nulle de bA. Le fait que de nombreux disques A, , satisfont A, ,(bANA;) ¢ €
présde ¢ =1, i.e. que E\w # &, est crucial pour la suite.

La structure de £ dépend des cas:

o Si H~3(E) < oo, alors H;™ " 2(£) < co. Soit f € L'(U). Dans ce cas, F € L*(W) et
on démontre que £\w est une singularité éliminable pour F' grice & un principe de méromorphie
séparée di a Shiffman. En effet, on a:

LEMME 4. — Soit P CC W un polydisque. Alors pour presque tout disque de coordonnés D C P,
D NE consiste en un nombre fini de points et F|p est méromorphe sur D a péles d’ordre au plus
un.

Le lemme s’applique & F € L'(W) N H(w U W\E)), d’ou F est méromorphe dans W. Si
I'ensemble polaire Pr de F' est non vide, il ne peut pas contenir une courbe A, ,(A) telle que

As,,,(&) Nw # (. Donc Pr est constitué des disques dont le bord est entiérement contenu, pour ¢
pres de 1, dans E. L’ensemble & correspondant dans W satisfait maintenant H?>m+27=3(£;) = 0,
mais alors HOW\&1) = H(W), donc Pr = 0. O

e Dans la situation du théoreme 4, 1’énoncé suivant s’applique a (i), (ii) et (iii) :
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PROPOSITION 4. — Soit A une hypersurface d’un ouvert U C C™" et & un fermé de A qui ne
contient pas d’orbite CR de A. AlorsV f € H(U\®),3 F € H(U) telle que Flypne = f.

Lorsque codimps N = 2 (Théoréme 4), £ est une hypersurface de W feuilletée par les As,v(&),
mais tout bord de disque A, ,(bA N A;) ne rencontre N qu’en au plus un point. Donc £\w ne
contient pas d’orbite CR de &: la proposition 4 s’applique. O

e Lorsque M est C¥ et HY2(€) = 0, & satisfait H>™+27~1(E) = 0. Dans ce cas, le feuilletage
de & est analytique réel et on applique prés d’un point de bw N & ’énoncé ([8]):

PROPOSITION 5. — Soient U C C™™ un ouvert C¥-feuilleté par des courbes holomorphes Ay, 9 €
D, U =UyAy,0€ U, D C R2™H+27=2 yp ouvert, 0 € D, G C D un fermé avec H2™+27=3(G) =0 et
M, une hypersurface C* dansU, 0 € My, ToM1+To Ao = ToC™ ™, et posons € := (UpegAsg)NM; .
Alors HU\E) = H(U).

Ici, ’argument utilise une complexification de courbes réelles du feuilletage pour avoir la b-
isotopie. I

Etape 4: valeurs au bord dans L'. Pour conclure, Il reste & estimer I’extension F' dans le wedge W
en norme L!. On applique & ® C M; 1’énoncé:

PROPOSITION 6. — Si Hfo_cz(q)) < oo et si H(w) se prolonge holomorphiquement & un wedge en

p € M;, alors p est L*-éliminable, i.e. jj® W-éliminabless entraine jj® L'-éliminables .
Preuve: Les disques A; , et I'inégalité de Carleson donnent un contrdle en norme L' pour les

disques ne touchant pas @ (i.e. presque tout disque, parce que H;io_f((l)) < ), donc de I’extension

dans le wedge. L’extension appartient enfin & HL(W), ce qui achéve la preuve. O

Preuve du Théoréme 5. Compte tenu de l'existence des familles régulieres de disques analytiques
et de la Proposition 2, en suivant la démonstration du Théoreme 1 dans Kytmanov-Rea [4], on
obtient le Théoréme 5. O
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