SUR LA CONVERGENCE D’APPLICATIONS
FORMELLES ENTRE SOUS-VARIETES ANALYTIQUES
REELLES

SYLVAIN DAMOUR AND JOEL MERKER

RESUME. Soit f une application formelle entre une sous-variété
analytique réelle générique minimale M C C" et un sous-ensemble
analytique réel M’ C C"'. Dans cet article, on introduit les notions
de premiére et seconde variétés caractéristiques associées au triplet
(M,M’,f) et on donne deux conditions nouvelles qui assurent que f
est convergente. En particulier, on démontre que si M’ ne contient
pas de courbe complexe et si la famille des premiéres variétés ca-
ractéristiques est réguliére, f est convergente.

INTRODUCTION

On étudie la convergence d'une application formelle f entre une sous-
variété analytique réelle générique minimale M C C™ (n > 2) et un
sous-ensemble analytique réel M’ C C¥. L’origine de ce probléme re-
monte aux travaux fondamentaux [?, 7, 7|.

En s’inspirant du principe de réflexion de H. Lewy [?]| et S. Pin-
chuk [?] et en poursuivant les travaux développés récemment dans
[?,?,7,?, 7], on introduit la premiére variété caractéristique associée au
triplet (M,M’,f). C’est le sous-ensemble analytique complexe V; € C"
défini par les équations de M’ complexifiées et différentiées (via f) par
les opérateurs CR de M (cf. Définition 1.1). On démontre que si la
dimension de V; est nulle, f est convergente (cf. Théoréme 1.2) ; ce qui
généralise [?, 7, 7.

Dans la situation ou V; est de dimension positive, on s’inspire d'un
théoréeme de K. Diederich et J. E. Fornass [?] au sujet de la non exis-
tence de courbes complexes contenues dans les bords de domaines a
bord analytique réel. On définit ainsi la seconde variété caractéris-
tique V, C C" associée au triplet (M, M’,f). C'est I'intersection de
V) avec le sous-ensemble analytique complexe défini par les équations
de M’ complexifiées et différentiées par les opérateurs holomorphes
tangents a V;. Cette construction nécessite que la famille des premiéres
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variétés caractéristiques soit réguliére (cf. Définition 1.4). On démontre
alors que si la dimension de Vs, est nulle, f est convergente (cf. Théo-
réme 1.6). De plus, on prouve que Vo, C M'; ce qui implique que si M’
ne contient pas de morceau ouvert de courbe complexe, f est conver-
gente (cf. Théoréme 1.7). Soulignons que cet énoncé s’applique a de
nombreuses nouvelles situations, notamment lorsque M et M’ sont de
dimensions différentes. Notre résultat semble également nouveau dans
le cas équidimensionnel, pour M, M’ C C" des sous-variétés de codi-
mension supérieure a un.

Expliquons maintenant 1'idée générale de la démonstration. Consi-
dérons tout d’abord la situation ou V; est de dimension 0. La relation
fondamentale qui exprime que f est une application formelle de M
dans M’ implique, d’une facon classique qui remonte au principe de
réflexion de H. Lewy [?] et S. Pinchuk [?], que chaque fonction compo-
sante f; satisfait une équation polynomiale a coefficients analytiques
par rapport a un jet d’ordre fini de f (cf. Proposition 4.1). On utilise
ensuite de fagon essentielle la notion de chaines de Segre associée a la
complexifice M de la variété analytique réelle M (cf. [?, ?]). Procédant
par récurrence, on démontre que pour tout ¢ > 1, f est convergente sur
la chaine de Segre de longueur i. Dans cette étape, 'ingrédient essen-
tiel est le théoréme d’approximation d’Artin [?| qui établit, pour un
systeme d’équations analytiques, l'existence de solutions analytiques
arbitrairement proches pour la topologie de Krull d’une solution for-
melle donnée. Finalement, on conclut grace au critére de minimalité de
[?7, ?] (cf. Proposition 2.9) qui prouve I'existence d'une chaine de Segre
de longueur 7y recouvrant tout un voisinage du point 0.

Dans la situation ot V; est de dimension arbitraire, deux approches
sont possibles. La premiére, développée dans [?7, 7, 7, 7. ?| pour une
application f de Cauchy-Riemann de classe C*, consiste & inclure le
graphe de f dans un ensemble analytique complexe de dimension mini-
male. La projection de cet ensemble sur C* donne alors un feuilletage
holomorphe local contenu dans M’ qui est une obstruction a I'analy-
ticité de f. La seconde approche est basée sur la méthode développée
par K. Diederich et J. E. Fornaess [?| et récemment appliquée avec suc-
cés dans [?, 7, 7, ?| lorsque f est holomorphe au voisinage de 0. Dans
cet article, on généralise cette idée a la situation ou f est une appli-
cation formelle. Si la famille des premiéres variétés caractéristiques est
réguliére, on applique les opérateurs holomorphes tangents a V; aux
équations de M’ complexifiées et on obtient ainsi des équations supplé-
mentaires. En pratique, on aura dérivé les équations de M’ selon toutes
les directions complexes tangentes. On démontre alors que si Vs est de
dimension 0, chaque fonction composante f; satisfait une équation po-
lynémiale & coefficients analytiques par rapport aux jets de f en deux
points (cf. Proposition 5.4). La minimalité de M permet de conclure
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que f est convergente, grace a une légére adaptation de la méthode
preécédente.

Le plan de cet article est le suivant. La Section 1 donne les défini-
tions et les énoncés précis des résultats. Dans la Section 2, on démontre
des résultats préliminaires sur les variétés de Segre et leur généralistion
comme chaines de Segre. La Section 3 traite du théoréme d’approxi-
mation d’Artin et de ses corollaires. Dans la Section 4, on détaille le
premier principe de réflexion et on donne la démonstration du Théo-
réme 1.2. Enfin, la Section 4 explique le second principe de réflexion et
achéve les démonstrations des Théorémes 1.6 et 1.7.

1. ENONCE DES RESULTATS

1.1. Notations et définitions. Soit M C C" ~ R* (n > 2) une
sous-variété analytique réelle définie dans un voisinage du point 0 € M
par les équations r(z) = 0, k = 1,....d, ou les r; sont des fonctions
analytiques réelles a valeurs réelles satisfaisant dr; A --- Adrg # 0 en
0 et d > 1 est la codimension de M. Soit T, M l'espace tangent réel a
Menze Met TCM :=T,M NiT,M l'espace tangent complexe. On
suppose que la sous-variété M est de Cauchy-Riemann (CR), c’est-a-
dire que TS M est de dimension complexe constante, appelée dimension
CR de M et notée m. La sous-variété M est minimale en 0, au sens de
Trépreau |?] et Tumanov [?], si elle ne contient pas de sous-variété CR
stricte passant par 0 et de dimension CR m. Récrivons les équations
définissantes de M sous la forme habituelle

(1.1) pe(2,2) =0, k=1,...4d,

ol les pi sont des fonctions holomorphes de 2n variables satisfaisant
pr(2,2) € R, k=1,...,d. On suppose que M est générique, c’est-a-dire
que 9p1 A ---ANdpg # 0 en 0, ou de fagon équivalente m = n — d.

La variété de Segre (., de M associée a un point w suffisamment
proche de 0 est la sous-variété complexe définie dans un voisinage de 0
par les équations (1.1) complexifiées pi(z,w) = 0, k = 1,...,d. Par le
théoréme des fonctions implicites, on peut récrire les équations de M
dans un voisinage de 0 sous la forme

(1.2) yk = ¢k(x7j7y>7 k = 17 ct 7d7
ou
(1.3) C"3z=(ry) € C™xC*

est un systéme de coordonnées holomorphes locales défini dans un voi-
sinage de 0 et les ¢ (x,£,n) sont des fonctions holomorphes dans un voi-
sinage de (0,0,0) satisfaisant ¢ (0,£,n7) = ¢p(z,0,n) = m, k= 1,....d.
Les opérateurs

0 <0 B
LN

1.4 L;(z,2) : z,xy)—, j=1,...,m,
(L4) L= @295

&rj 1 al‘j
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forment une base (commutante) des opérateurs CR (1,0) de M, & co-
efficients analytiques réels, et les opérateurs A;(z) := L;(2,0), j =
1,...,m, forment une base des opérateurs holomorphes tangents a ()
dans un voisinage de 0.

Comme pour M, on définit le sous-ensemble algébrique réel M’ C
C" ~ R* dans un voisinage du point 0 € M’ par les équations ana-
lytiques réelles pj(2,2") = 0, k = 1,...,d". Dans la suite, on utili-
sera les notations vectorielles p = (p1,...,04), ¢ = (é1,...,04) et
o= (e ).

On note C[[z]] := C[[z1, . . .,2,]] 'anneau des séries formelles en les n
variables 21, . ..,z, & coeflicients complexes. Une application formelle f
entre M et M’ est un n’-uplet (fi,...,fn) de séries formelles f; € C[[z]],
j=1,....n tel que f(0) =0 et tel qu’il existe une matrice p de taille
d' x d a coefficients dans C[[z,(]] vérifiant

(1.5) P(f(2),£(0) = (z.0) p(z,) dans C[[z]],

ott I'on note f(¢) := f(¢). Dans la situation oti f est convergente sur
un voisinage €2 de 0 dans C", (1.5) est équivalent a f(M N Q) C M'.

1.2. Enoncé du premier principe de réflexion. Pour tous k =
1,....d et @« € N, on note ®¢ la fonction antiholomorphe définie au
voisinage de 0 dans C" par

(1.6) Of 2= A (f(2),2) =0,
ot A* désigne 'opérateur composé A® := AJ" ... A%m.

Définition 1.1. La premiére variété caractéristique associée au triplet
(M, M’ f) est le sous-ensemble analytique complexe V; défini au voisi-

nage de 0 dans C™ par les équations ®¢(2') = 0, pour tous k et a (voir
aussi [7, 7, 7,7, 7).

Les opérateurs A; appliqués a I’équation formelle p/( f(2),0) = p(2,0) p(2,0)
montrent que 0 € V;. D’autre part, les équations de V; pour a = 0 im-
pliquent que V; C @y, ou Q) :={z': p/(2',0) = 0}.

Le premier résultat de cet article est le:

Théoréme 1.2. Soit f une application formelle entre une sous-variété
analytique réelle générique M C C™ et un sous-ensemble analytique réel
M cCY,0eM,0eM, f0)=0.Si M est minimale en 0 et si V
est de dimension nulle en 0, f est convergente.

Si M’ est une sous-variété analytique réelle générique de C™, on note
(), sa variété de Segre au point 2’ et Aj le germe en 0 de I'ensemble
analytique complexe {2’ : @, = Qp} (cf. [?, 7, 7, ?]). Supposons que
n = n’ et que f une application formelle inversible entre M et M’ ¢’est-
a-dire que la matrice n x n des coefficients d’ordre 1 des séries formelles
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f; € Cl[z]], 7 = 1,...,n, est inversible. On démontre alors que les en-
sembles V) et Aj coincident au voisinage de 0 (voir la Proposition 2.7),
et donc:

Corollaire 1.3. Soit f une application formelle inversible entre deux
sous-variétés analytiques réelles génériques M,M' c C*, 0 € M, 0 €
M', f(0) = 0. Si M est minimale en 0 et si Ay = {0}, f est conver-
gente.

Cet énoncé a été obtenu dans [?] avec la condition supplémentaire
que le rang des 00¢ /02 |—p, k = 1,...,d', a € N, est é¢gal a n’. En
codimension un, la convergence de f a été démontrée dans |?] dans
le cas d’hypersurfaces holomorphiquement non dégénérées et dans [?]
dans le cas d’hypersurfaces Levi non dégénérées. Signalons que dans la
situation plus générale du Corollaire 1.3 ott M’ est holomorphiquement
non dégénérée, la convergence de f est établie dans |?, ?| grace a I’étude
de I'application de réflexion CR formelle.

1.3. Enoncé du second principe de réflexion. Pour tout entier
A >0, on note DAf(z) le jet d’ordre A de f, c’est-a-dire le vecteur des
dérivées partielles de f jusqu’a l'ordre A:

el f
DAf = ( J )
(Z) 82’6 (Z) 1BI<A, j=1,....n.

Les composantes du vecteur D f(z) sont des séries formelles de C[[2]] ;
leur nombre est le coefficient de Pascal k(A) := n/ ("ZA). On complexifie
les opérateurs (1.4) et on considére les séries formelles

(1.7) L(2,0) pi(f(2).¢") € Cl[z.L],

pour k = 1,...,d et @« € N™. Par ncethérianité, il existe un entier
A > 0 (on choisit le plus petit) tel que la famille des (1.7) pour tous
k et a engendre le méme idéal dans C[[z,(,(']] que la famille finie des
(1.7) pour |a| < A. Aprés conjugaison complexe, on écrit cette derniére
famille sous la forme

H(2,6,Df(0),2),
ou H := ({Il, ...,Hy) sont des fonctions holomorphes au voisinage
de (0,0,D4f(0),0) dans C" x C" x C*4) x C" et ou N = d'(™*)
(cf. Section 4.1).
Définition 1.4. On dit que le triplet (M,M’,f) satisfait la condi-
tion (R) s'il existe un entier 1 < b < n' et une famille i := (hy, ... h)
de fonctions holomorphes au voisinage de (0,0,D“f(0),0) dans C" x
C" x C*) x C%, a:=n' — b, tels que
(1.8) T (29— h(2,(,AZ))) = ZT(H(2,(,A2)),
oit C¥ 3 2/ = (2),2}) € C* x C® et Z(X) désigne I'idéal engendré par
les fonctions composantes de X.
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Si la condition (R) est satisfaite, le sous-ensemble analytique com-
plexe V; est lisse en 0 et sa dimension est a. Les opérateurs

0 = Ol _ 0
A (2 = DA ! =1,...
](Z) 621] + — azij (0707 f(0)721) Zék’ J ) e

forment une base (commutante) des opérateurs holomorphes tangents
a V; dans un voisinage de 0 (cf. Figure 1). Pour tous [ = 1,...,d" et

FIGURE 1. Construction de la seconde variété carac-
téristique Vy. Les familles A = (Ay,...,A,,) et A =
(Aq,...,A,) forment des bases de champs de vecteurs
holomorphes tangents respectivement a Qo et a Vy. Les
noms en gras désignent des objets formels (dessinés en
pointillés).

£ € N on note \I/f la fonction antiholomorphe définie au voisinage de
0 dans C" par

w2 e AP,
ot AP désigne I'opérateur composé AP ;= Afl VAN

Définition 1.5. La seconde variété caractéristique associée au triplet
(M,M',f) est le sous-ensemble analytique complexe Vo C V; défini au
voisinage de 0 dans C" par les équations ®¢(2') = WP (2') = 0, pour
tous k, [, a et 3 (voir aussi [?7, 7, 7, 7]).

L’application des opérateurs A; a I'équation p/(2',0) = 0, justifiée
puisque V; C Qf, montre que 0 € Vs.
Le second résultat principal de cet article affine le Théoréeme 1.2:

Théoréme 1.6. Soit f une application formelle entre une sous-variété
analytique réelle générique M C C™ et un sous-ensemble analytique réel
M cC", 0eM,0¢e M, f(0) =0. Si M est minimale en 0, si
(M,M',f) satisfait la condition (R) et si Vs est de dimension nulle en
0, f est convergente.

On démontre que l’ensemble analytique complexe V, est contenu
dans M’ au voisinage de 0 (voir la Proposition 2.8); d’ou le

Théoréme 1.7. Soit f une application formelle entre une sous-variété
analytique réelle générique M C C" et un sous-ensemble analytique
réel M' € C¥,0 € M, 0 € M, f(0) = 0. Si M est minimale en
0, si (M,M',f) satisfait la condition (R) et si M' ne contient pas de
morceau ouvert de courbe complexe passant par 0, f est convergente.
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2. RESULTATS PRELIMINAIRES

2.1. Variétés de Segre. La famille (@), des variétés de Segre asso-
ciées a la sous-variété analytique réelle générique M (cf. Section 1.1)
joue un roéle essentiel dans de nombreuses versions du principe de ré-
flexion (voir par exemple [?, 7, 7, 7 7?7 ?|). On rappelle ci-dessous
quelques propriétés de base des variétés de Segre :
Lemme 2.1. Pour tous points z,w € C" suffisamment proches de 0,
on a:

(1) 2€ Qu <= weQ,;

(i) z€ Q, < z€ M;

(111) f envoie (formellement) Qo dans Q.

Démonstration. Les assertions (i) et (ii) se démontrent facilement grace

a la relation fondamentale p(z,w) = p(w,z). En fixant ( = 0 dans
(1.5), on obtient l'¢galité p'(f(2),0) = u(z,0) p(z,0) dans C[[z]]; d’onr
'assertion (iii). O

2.2. Réflexion de Segre. Dans cette section, I'introduction de la no-
tion de réflexion de Segre par rapport & M nous permet de donner une
vision plus géométrique des variétés caractéristiques V; et V,. Cette
notion de réflexion de Segre tire son origine des travaux de |?], Sect. 6
(cf. la Remarque 2.5).

Soient zp et wy deux points de C" suffisamment proches de 0, tels
que 29 € Qy,. Soit V. C @, une sous-variété complexe passant par
le point zy, de dimension a, et soit (I'j),;—1, . une base des opérateurs
holomorphes tangents a V. Pour tout a € N* I'* désigne 'opérateur
composé ['* :=T'" ... T'%e.

Définition 2.2. La réflexion de Segre de V par rapport a M, asso-
ciée au couple (zg,wp), est le sous-ensemble analytique complexe S(V)
défini au voisinage de wy par les équations antiholomorphes en w:
I*Py(-,w)|,, =0, pour tous k =1,....d et « € N

La réflexion de Segre généralise la notion de variétés de Segre:

Lemme 2.3. Les assertions suivantes sont satisfaites au voisinage
de wy :
(7;) S(ZO> = on ’
(7;7;) S(Qlﬂo) = Wo ;
(iii) S(V) C Qu, ;
(iv) wy € S(V).

Démonstration. Les assertions (i) et (ii) sont directes. Pour (iii), il suffit
de considérer les équations définissantes de S(V') pour a = (0, ...,0).
Pour (iv), puisque V' C @, on peut appliquer les opérateurs I'; aux
équations Py(z,w) =0, k=1,...,d, z € Qy, proche de z. O
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La réflexion de Segre peut étre introduite de maniére équivalente par
une définition plus géométrique:

Lemme 2.4. La réflexion S(V') est ’ensemble des points w € C" suf-
fisamment proches de wy, tels que V' est contenu dans @Q., au voisinage
de zp.

Démonstration. L'inclusion V' C @Q,, signifie que Py(-,w)|y = 0, pour
tout k = 1,...,d. Ceci équivaut a I'*Py(-,w)|,, = 0, pour tous k =
.det ae N O

Remarque 2.5. L’énoncé du Lemme 2.4 est équivalent a dire que S(V') =
N,evny @- au voisinage de wy, ot U est un voisinage de z, dans C"
(voir aussi [?], Sect. 6).

La propriété suivante est essentielle et remonte également au travail
de [?], Sect. 6. Elle justifie I'introduction de la notion de seconde variété
caractéristique (voir Proposition 2.8 plus loin):

Lemme 2.6. 5i V C Qg est une sous-variété complexe passant par le
point O et s1 .S désigne la réflexion de Segre par rapport a M associée au
couple (0,0), Uintersection VNS(V') est contenue dans M au voisinage
de 0.

Démonstration. Soit w € V| suffisamment proche de 0. Si de plus w €
S(V), le Lemme 2.4 implique que V' C @, dans un voisinage de 0.
Finalement, w € Q,,, ce qui entraine que w € M. 0

Soit W C C™ une sous-variété complexe définie au voisinage du point
0 € W par les équations holomorphes r(z) = 0, k = 1,...,0, avec
Ory A+ A 0Ors # 0 en 0. L'opérateur formel A := 37 | a;(2) 0/0z,
avec a; € C[[z]] pour tout j, est dit tangent a W s'il existe une matrice
A de taille § x § & coefficients dans C[[z]] telle que

Zaj 8,2] = A(2) r(z) dans CJ[[2]],

ou l'on note r le vecteur colonne (71, ...,rs).

La premiére variété caractéristique V; généralise ’ensemble analy-
tique complexe Aj (cf. Section 1.2) introduit dans [?] et utilisé par la
suite dans [?, 7, ?|. Ces deux notions coincident si l'application f est
inversible (voir aussi |?], Lem. 4.1, et [?], Lem. 2):

Proposition 2.7. Soit f une application formelle inversible entre deux
sous-variétés analytiques réelles génériques M,M' c C*, 0 € M, 0 €
M', f(0) =0. Alors, V1 coincide avec A} au voisinage de 0.

Démonstration. D’une part, le Lemme 2.4 appliqué a V' = Qf, montre
que S’(Qf) coincide avec Aj, dans un voisinage de 0, ou S’ désigne la
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réflexion de Segre par rapport a M’, associée au couple (0,0). D’autre
part, vu la propriété d’invariance des variétés de Segre (cf. Lemme 2.1 (iii)),
flgo : Qo — Q) est une application formelle inversible. Ainsi, comme
les opérateurs A;, j = 1,...,m, forment une base des opérateurs holo-
morphes tangents a @), les opérateurs f,A;, j = 1,...,m, poussés en
avant des A; par f, forment une base des opérateurs formels tangents a
Q- Par conséquent, dériver les séries formelles pi.(f(:),2'), k=1,... d,
par les opérateurs holomorphes Aj, 7 = 1,...,m, revient a dériver les
fonctions holomorphes p)(-,z'), k =1,...,d, par les opérateurs formels
<A, 7 = 1,...,m. Par définition, ceci signifie que V; coincide avec
S'(Qy) dans un voisinage de 0. O

Les propriétés précédentes de la réflexion de Segre impliquent égale-
ment une propriété fondamentale de la seconde variété caractéristique:

Proposition 2.8. Soit f une application formelle entre une sous-
variété analytique réelle générique M C C™ et un sous-ensemble ana-
Iytique réel M’ C C¥, 0 € M, 0 € M', f(0) = 0. Alors, I’ensemble
analytique complexe Vy est contenu dans M’ au voisinage de 0.

Démonstration. Le Lemme 2.6 appliqué & V' = V; montre que V; N
S" (V1) € M’', dans un voisinage de 0, ot S’ désigne la réflexion de
Segre par rapport a M’ associée au couple (0,0). Vu la Définition 1.5,
il est clair que V, coincide avec V; N S’(V;) dans un voisinage de 0, et
donc V, C M’ dans un voisinage de 0. 0

2.3. Chaines de Segre. La complexification de M est la sous-variété
complexe M C C?*" de dimension 2n — d définie au voisinage du point
(0,0) par les équations pg(z,() = 0, £k = 1,...,d. Comme pour M
(cf. (1.2) et (1.3)), les équations de M s’écrivent aussi yr = ¢r(x,£,n),
k=1,...,d,ennotant z = (z,y) € C"xCet ( = ({,n) € C"x C La
complexification des champs de vecteurs CR (1,0) L; de M (cf. (1.4))
donne des champs de vecteurs holomorphes tangents a M :

(2.1) Li(z,0) = 8i +Z 8¢k( 577) 8 j=1,...,m.

x] k=1 8 ]
Par ailleurs, la complexification des champs de vecteurs CR (0,1) L;
de M donne une autre famille de champs de vecteurs holomorphes
tangents a M :

a¢k 0 .
2.2 L. + Exy)=—, j=1,...,m.
(22) ( 86] Z 0 oM’
Les L; (resp. L), j = 1,...,m, commutent entre eux, et la famille

(L1, .. L, Ly, ... ,L,,) est libre.
Si X est un champ de vecteurs holomorphe tangent & M, on note
(Zt) — Xy (Z) = exp(tX)(Z) le flot associé, pour un point 7 =
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(2,) € M proche de (0,0) et un temps ¢t € C proches de 0. Pour tous
j=1,...,.meti €N, on pose
< L: sit est impair,
ﬁ; — { J p

L; sitest pair.

Puis, pour un multi-temps t € C™ et ¢ > 1, on pose L := L! , o---0

m,tm

i+, Enfin, pour un k-uplet de multi-temps 7' = (T, ..., ;) € (C™)*,
k > 1, le flot itéré des L} est £§?’ = L§ o-- 0 Lj. On appelle
chaine de Segre (cf. [?, ?]) de longueur k& > 1 et d’origine Z € M, et
on note S%, 'image d’un voisinage de 0 dans (C™)* par 'application :
T+— Egpk ) (Z). Remarquons que la réunion des chaines de Segre d’origine
Z € M fixé, pour toutes les longueurs k& > 1, est l'orbite (ou variété
intégrale) dans M du point Z pour la famille de champs de vecteurs
(Ly,. o Lo, Ly, L)

La proposition suivante caractérise, en termes de chaines de Segre,
la notion de minimalité (au sens de Trépreau [?] et Tumanov [?]) pour
une sous-variété analytique réelle:

Proposition 2.9 (|?, ?]). St M est minimale en 0, il existe un entier kg

tel que Uapplication : T — E%O)(O) est une submersion d’un voisinage
de 0 dans (C™)* sur un voisinage de (0,0) dans M.

Démonstration. La variété M étant analytique réelle, I’hypothése im-
plique que M est de type fini en 0 (au sens de Bloom-Graham [?]),
c’est-a-dire que I'algébre de Lie réelle de (L1, ...,Ly,L1,...,Ly,) en 0
est tout I'espace tangent réel ToM & M en 0. La complexification d'un
crochet de Lie de longueur [ arbitraire

[ LG L5,) . 05,) L5,) - L]

Ju?
est
[ TTIEE L)L) L5,] L5

ot j, € {1,...,m}, pour tout k = 1,... [, et L} (resp. L) désigne indif-
féeremment L; ou L; (resp. £; ou L;). Par conséquent, I'algébre de Lie
complexe de (Ly,....Ln,Lq,...,L,,,) en (0,0) est tout I'espace tangent
complexe T M & M en (0,0). Finalement, d’aprés la construction
de Sussmann [?], qui redémontre les théorémes de Chow et de Nagano,
l'orbite en (0,0) de la famille (£4,...,Ln,Ly,...,L,,,) contient un voi-
sinage de (0,0) dans M. En d’autres termes, il existe un entier ky tel
que l'application T' +— £¥ 0)(0) est une submersion d’un voisinage de 0
dans (C™)* sur un voisinage de (0,0) dans M. O

3. CONVERGENCE DE SOLUTIONS FORMELLES D’EQUATIONS
ANALYTIQUES

L’ingrédient essentiel pour la démonstration des Théorémes 1.2 et 1.6
est le théoréme d’approximation d’Artin, qui établit, pour un systéme
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d’équations analytiques, 'existence de solutions analytiques arbitraire-
ment proches pour la topologie de Krull d’une solution formelle donnée :

Théoréme 3.1 (Artin [?]). Soit g : C* — C* une application formelle
telle que g(0) = 0 et satisfaisant

Ri(z,9(2)) =0 dans Cl[z]], k=1,....b,

ot les Ri(z,w) sont des fonctions holomorphes au voisinage de (0,0)
dans C™ x C* telles que Ry(0,0) = 0. Alors, pour tout N € N, il existe
un voisinage 2 de 0 dans C" et une application holomorphe h : Q) — C*
tels que

Ri(z,h(2)) =0 au voisinage de 0, k=1,....b,

et
h=g modm",

ouwm:=7Z(z,...,2,) désigne l'idéal mazimal de Cl[[z]].

L’énoncé suivant est un corollaire du théoréme d’approximation d’Ar-
tin :

Lemme 3.2. Soit g : C*" — C* une application formelle telle que
g(0) =0 et satisfaisant

Ri(z,9(2)) =0 dans Cl[z]], k=1,....b,

ot les Ry(z,w) sont des fonctions holomorphes au voisinage de (0,0)
dans C" x C* telles que Ry(0,0) = 0. Supposons que b > a et qu’il
existe un déterminant extrait d’ordre a de OR/Ow (z,9(z)) non nul
dans C[[z]], en notant R := (Ry,...,Ry). Alors, Uapplication formelle
g est convergente.

Démonstration. On peut supposer, quitte a réordonner les Ry, que
det OR'/Ow (z,9(z)) # 0 dans C[[z]], en notant R’ := (Ry,...,Ra).
Soit R l’ensemble analytique complexe défini au voisinage de (0,0)
dans C" x C® par les équations Ry(z,w) = 0, k = 1,...,a. Pour
tout N € N, notons hy ’application holomorphe donnée par le Théo-
réme 3.1 et 'y son graphe. Pour N assez grand, la fonction holomorphe
det OR'/Ow (z,hn(2)) n’est pas identiquement nulle, puisque hy = g
mod m”. Notons Sy I’ensemble analytique complexe de dimension n—1
défini au voisinage de 0 dans C" par I’équation det OR' /0w (z,hn(z)) =
0. Pour tout point ( € C" \ Sy suffisamment proche de 0, R est une
variété complexe de dimension n dans un voisinage de ((,hn(()), et
coincide donc avec I'y dans un voisinage de ((,hn(()). Ainsi, pour N
suffisamment grand, I'y est une composante irréductible de R dans
un voisinage de 0. Le nombre de composantes irréductibles de R étant
localement fini et la suite (hy) convergeant vers g pour la topologie de
Krull, la suite (hy) est constante égale & g & partir d'un certain rang.
Par conséquent, ’application formelle g est convergente. 0
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Dans un cas simplifié, une autre conséquence du théoréme d’approxi-
mation d’Artin est:

Lemme 3.3. Soit ¢ une série formelle de Cl[[z]], z € C", telle que
»(0) = 0 et satisfaisant

P(z,6(2)) =0 dans C[[z]],

ot P(zw) est un polynome en w de degré > 1 a coefficients holo-
morphes en z, tel que P(0,0) = 0. Alors, la série formelle ¢ est conver-
gente.

Démonstration. Quitte a remplacer P par 0P/0w, on peut supposer
que OP/0w (z,6(z)) # 0 dans C[[z]]. Le Lemme 3.2 pour a = b = 1
implique alors que la série formelle ¢ est convergente. O

Enfin, nous aurons besoin de ’énoncé suivant dans la démonstration
du Lemme 4.3, pour prouver que les dérivées transverses de 1’applica-
tion formelle f sont convergentes sur les chaines de Segre d’origine 0.

Lemme 3.4. Soit ¢ une série formelle de C[[T,s]], T € CM, s € C,
M > 1, telle que ¢(0,0) = 0 et satisfaisant
N-1

(3.1) STs)V + > Su(T,5) (T's)F =0 dans C[[T.s]],

ou N > 1 et les S, sont des séries formelles de C[[T,s]] telles que
Sk(0,0) = 0 et telles que les dérivées partielles 91715, /0s°(T,0), B € N,
sont convergentes. Alors, les dérivées partielles 01%1¢/0s°(T,0), B € N,
sont convergentes.

Démonstration. On étudie tout d’abord le cas ou d = 1. Puis, lorsque
d > 2, on se raméne au cas précédent en dérivant selon chaque direction
complexe.

Cas 1:d =1. On écrit ¢(T,s) = > oy &i(T)s', ou ¢, € C[[T]], | € N,
et on montre par récurrence sur L € N que ¢, est convergente.
Pour L = 0. En posant s = 0 dans (3.1) on obtient que ¢(7',0) = ¢o(7")
annule un polynoéme a coefficients holomorphes. Le Lemme 3.3 implique
alors que ¢q est convergente.
Supposons le résultat démontré pour 0,1, ... L—1. La fonction ¢(T,s) :=
lL;01 & (T)s! est du méme type que les coefficients Sy (7T',s) du poly-
nome (3.1) (elle est méme holomorphe). Ainsi, en écrivant ¢ = (¢ —
) + 1 dans (3.1), on obtient
N-1
(32) (—)V(T,s)+ > Si(T,s) (¢ —1)"(T,s) =0 dans C[[T.s]],
k=0
ot les S;(T,s) sont des séries formelles telles que 55.(0,0) = 0 et telles
que pour tout v € N, 9”5} /0s”(T,0) est convergente. Or, (¢—)(T,s) =
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st¢/(T,s), ou ¢' € C[[T,s]]. En outre, si S,(T,s) # 0, on écrit S(T,s) =
st SI(T,s), ou SY(T,0) # 0. Alors, en divisant (3.2) par la plus grande
puissance de s possible, et en posant s = 0, on obtient que ¢'(7,0)
annule un polynéme & coefficients holomorphes. Le Lemme 3.3 implique
alors que ¢'(T,0) = ¢, (T) est convergent, ce qui termine la récurrence.

Cas 2:d > 2. Pour toute direction complexe ¢ € S?, ot S := {s €
C?: |s| = 1} désigne la sphere unité de C?, on pose ¢(Tt) := ¢(Tt()
et Sk(T,t) = Sk(Tyt(), k=0,...,N—1. Ce sont des séries formelles de
C[[T,t]], T € CM, t € C. Pour tous k =0,...,N —1 et v € N, la série
formelle 9" Sy, /0t" (T,0) est convergente. En posant s = t¢ dans (3.1), le
cas 1 prouve alors que pour tout v € N, 8¢ /dt"(T,0) est convergente.
Or, on a:

Assertion 3.5. Pour tout 3 € N, la dérivée partielle 0/°1¢(T,s) /05 |s—o
est une combinaison linéaire (finie) a coefficients constants des dérivées

directionnelles 0* ¢(TtC) /Ot |10, ¢ € S, v =1.

Ceci permet de conclure que les séries formelles 0/%l¢/0s%(T,0), 8 €
N?, sont convergentes. ([l

Démonstration de I’Assertion 3.5. Soit ¢ € S%. Par la formule de déri-
vation composée, on a:

0" p(T't¢)

> o 20T
atv

(3.3) -

=0 BeNd,|g|=v =0,

ot les Cp désignent les coefficients de Pascal multidimensionnels. Le
nombre de termes de la somme du membre de droite est

v+d—1
N = .
(35

Considérons maintenant N directions complexe (i, ..., y € S L’équa-
tion (3.3) écrite pour chaque (; se formule vectoriellement par :

0" o(T,t¢) _ Ml (T,s)
@4 ( tO)z‘l,...,N -4 ( 9s”

atv
ot la matrice A = (A?) de taille N x N est définie par A? := Cj ¢, en
utilisant la notation indicielle (resp. exponentielle) pour les numéros de
lignes (resp. de colonnes) et en munissant N¢ de I'ordre lexicographique.
Il reste a prouver que la matrice A = A((y,...,(n) est inversible. Le
déterminant de A se simplifie sous la forme d’'un déterminant de Van
der Monde généralisé

d =v
3(Cry - Cn) = det(C)PSI

Par la formule de développement d’un déterminant, 6((y, . ..,(y) est un
polynéme homogéne de degré Nv, a coefficients entiers +1 ou —1, et

50) BeNe | B|=v,
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dont les mondémes sont les Cf(ll) .. .Cfgv), ou fi,...,0n sont les multi-

indices de N¢ de longueur v rangés dans 'ordre lexicographique et ol
o € Sy est une permutation de {1, ... ,N}. Ainsi, §((y,...,(y) Z 0et il
suffit de choisir NV directions complexes (¥, ... (% € S% qui n’annulent
par § pour que Ag := A(CY, ... (%) soit inversible. L’équation (3.4) pour
¢V, ... (%, multipliée & gauche par A;', donne alors la conclusion. [

4. PREMIER PRINCIPE DE REFLEXION

4.1. Détermination finie de f par son jet. On suit les notations
et définitions de la Section 1.

Proposition 4.1. Si la dimension de V; est nulle en 0, il existe un
entier A > 0 et, pour tout j = 1,....n, il existe un polynoéme de
Weierstrass en 2} a coefficients holomorphes en (2,(,A) € C" x C™ x
C* qu voisinage de (0,0,DAf(0)), noté P;(z,(,A)(2}), tel que

(A1)  Pi(=¢.Df(Q)) (fi(2)) = Aj(2€) p(2€)  dans  Cl[z(]],
ou A\ est une matrice ligne 1 x d a coefficients dans C[[z,(]].

Remarque 4.2. La Proposition 4.1 prouve directement que I'application
formelle f est convergente sur la variété de Segre (g de M associé au
point 0, c’est-a-dire que f|g, est convergente. En effet, dans le systéme
de coordonnées (1.3), Qo = (C™ x {0}) N U, oi U est un voisinage
de 0 dans C". Posant ( = 0 et z = (2,0) dans (4.1), on obtient que
P;i((2,0),0,DA£(0)) (f;(z,0)) = 0, pour tous j = 1,....,n" et (z,0) €
U. Le Lemme 3.3 permet de conclure que les f;(z,0) € C[z]] sont
convergentes.

Démonstration de la Proposition 4.1. Soient L;, j = 1,...,m, les opé-
rateurs holomorphes définis en (2.1). Pour tous k = 1,...,d" et a € N™|
appliquant 'opérateur composé £ := L7 ... L% & la k-iéme ligne de
(1.5), on obtient que
(4.2)

Ea(%C) p;(f(2)7f<c>> = ‘Ca(ZvC) /MC(ZvC) p(27<) dans CHZ?d]

En effet, vu la définition (2.1) des £;, on a L£;(z,() p(2,{) = 0 pour
tout j = 1,...,m, ou l'on pose p(z,() :=y — ¢(z,£,n), avec z = (z,y)
et ¢ = (&m) (cf. (1.2) et (1.3)). Les pi(z,2), k = 1,...,d, sont aussi
des fonctions définissantes de M ; par un léger abus de notation, nous
continuerons de noter p a la place de p (voir aussi le Lemme 5.1).
Aprés conjugaison complexe, on peut récrire (4.2) sous la forme

(43)  HR(z¢.DYf(Q).f(2)) = vi(2.0) p(2,¢) dans  C[[=(]],

oit les H sont des fonctions holomorphes au voisinage du point (0,0,D/ £(0),0)
dans C" x C" x C*le) x C™ et les v sont des matrices lignes 1 x d &
coefficients dans C|[z,(]].
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Les équations de V; sont équivalentes a
H2(0,0,D°1£(0),2)=0, k=1,....d, « € N™.

Puisque 'anneau Op des germes en 0 des fonctions holomorphes au
voisinage de 0 dans C™ est ncethérien, il existe un entier A > 0 (on
choisit le plus petit, cf. Section 1.1) tel que V; est donné dans un
voisinage de 0 par les équations

(4.4) HE(0,0,D'£(0),2)=0, k=1,....d, |a] <A.

Modifiant légérement les fonctions Hy', on peut récrire (4.4) sous la
forme plus pratique

(4.5) H(0,0,D*£(0),2') =0,

ou H = (H]?)kzl,...,d’,\a|§A~

Dans C" xC"xC*4) xC™ muni des coordonnées canoniques (z,(,A,2'),
on consideére le sous-ensemble analytique complexe V} défini dans un
voisinage du point py := (0,0,D4£(0),0) par I'équation

H(z,(,AZ)=0.
La premiére variété caractéristique V; coincide avec la fibre
{2/ :(0,0,DAf(0),7) € Vi}.

Puisque cette fibre est supposée de dimension zéro en pgy, nous pou-
vons appliquer le théoréme fondamental de représentation locale des
ensembles analytiques complexes (voir [?], Sect. 5.6, Prop. 4). Ce théo-
réme énonce que V; est contenu dans le sous-ensemble analytique com-
plexe défini au voisinage de py par les équations

(4.6) Pi(2,¢,A)(25) =0, j=1,...17/

ot Pj(z,(,A)(z}) est un polynome de Weierstrass en 2} avec des coeffi-
cients holomorphes en (z,(,A).

Ainsi, chaque fonction P;(z,(,A)(2}) s’annule sur 'ensemble analy-
tique complexe Vy, c’est-a-dire que P;(z,(,A)(2}) appartient au radical
de l'idéal Z(H) engendré par les HY, k = 1,....d', |a] < A. Quitte
a élever P; a une certaine puissance entiére, on peut supposer que
chaque P; appartient a l'idéal Z(H). Ainsi, pour tout j = 1,...,n/, il
existe une matrice ligne 1 x d’ (m;;A) a coefficients holomorphes, notée
Gj(z,¢,A,2"), telle que

(4.7) P;(2,¢,A)(25) = G4(2,¢,A,2") H(2,(,A%).
Finalement, (4.3) et (4.7) impliquent que

Pi(2,¢, D4 f(Q)) (fi(2) =
Gj(Z,C,DAf(C>,f(2)) 6j(’z>C) p(Z,C) dans C[[Z,CH,
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ol 0; est la matrice d’ (erA) x d dont les lignes sont les v, k =1,....,d,
la| < A. Ceci termine la démonstration de la Proposition 4.1, en pre-
nant A\;(2,¢) = G;(2,(,DAf(C),f(2)) §;(2,¢) dans C[[z,(]]. O

4.2. Convergence de [ sur les chaines de Segre. Soient L; et L;,
7 =1,...,m, les champs de vecteurs holomorphes tangents & M définis

n (2.1) et (2.2). La variété complexe M pouvant étre définie indiffé-
remment par les équations y = ¢(x,£,n) ou n = ¢(&,2,y), on définit
deux nouvelles familles de champs de vecteurs holomorphes tangents

aM:

K20 = 5 Z%’“ oy 1=1. . d
Y P nk
et
0 9o 9
El('z)C) = a—m+k:1 a—m(l',g,?’])a—xk, l—l,,d

Les champs (Lq, ... ,Ln,K1, .. JKq) (vesp. (L4, ... ,.L,0. Ky, ... Ky)) com-
mutent entre eux. Comme a la Section 2.3, on utilise la notation Eé =
L; (vesp. L;) si i est impair (resp. pair); de méme pour IC; Puis,
pour i > 1 et des multi-temps ¢ € C™ et s € C? on pose L! :=
L, 0 0Ly et Ky =Ky, 0 0Ki, . Pour Z = (2() € M

on pose par abus de notation f(Z) := f(z) et f(Z) := f({). Plus
généralement, pour ¢ > 1, on pose

. - f(z) si 7 est impair,
(4.8) f1(2) = {f(g) si i est pair.

Remarquons que si F' € C[[z]] est une série formelle en z € C™, alors
pour tout t € C4, F(L,(Z)) = F(Z) dans C[[Z]], out Z = (2,() € M
et F(Z) := F(z). De méme, si G € C[[(]], G(L,(Z)) = G(Z) dans
C[[Z]], pour T € C¢ et G(Z) := G(¢). En particulier, pour tout i > 1
et A€ N ona:

(49)  DFU(LE(0) = DAF(LP(0) dans CT4])

ouT € (C™) et t eC™ )
L’équation (4.1) conjuguée, en remplagant z (resp. () par ¢ (resp. z),
donne:

(4.10)  Pi(C2 D f(2)) (fi(0) = Aj(C.2) p(2,€)  dans  Cllz]].
Avec Z = (2,() et en posant

i(2.0,DAF(Q)) (fi(2)) st i est impair,

HEDI@) 5@ = {P (C2DAF(2)) (FQ)) i est pair.
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et

N(Z) = i\j(z,o s% z est imPair,
I A;i(C,2) sl est pair,

les équations (4.1) et (4.10) s’écrivent sous la forme commune :

(411)  PUZDAFN(2)) (£i(2)) = N(Z) p(Z) dans C[[Z]],

J
!

pour toust>1let 7=1,....n".
Lemme 4.3. Si f vérifie I’égalité formelle (4.11), alors pour tous i >
1 et B € N, le jet DPf? d’ordre B de application formelle f' est
convergent sur la chaine de Segre S} de longueur i et d’origine 0, c’est-
a-dire que DP f° sy €est convergent.

Démonstration. On montre par récurrence sur ¢ > 1 que pour tout
B € N, DPf'|s; est convergent, c’est-a-dire que I'application formelle
DEfi(£P(0)) est convergente, T € (C™)'.

Fixons donc ¢ > 1. On montre tout d’abord que les dérivées trans-
verses Kiﬁfi(ﬁgf)(())), B € N¢ sont convergentes. En posant Z = K o
Eg)(O) € M dans 'équation (4.11), vu (4.9) et puisque les K; (resp.
K;) commutent avec les L; (resp. L;), on obtient que pour tous i > 1
et j=1,....n/,

(412) P} (Ko £0(0), DA 0 £50 (0)))
(ficio £(0)) =0 dans C[[T,s]]

ouns € CH T =(Th,....T;) € (C") et T" = (T},...,Ti_1). Les coeffi-
cients de I'équation polynomiale (4.12) sont de la forme

S(T,s) = H (I 0 £§)(0), DAFH (Lo £5,7(0)))

ot H(Z,D) est une fonction holomorphe. Pour 3 € N%, la dérivée par-
tielle 0!°1S/0s%(T,0) est une fonction holomorphe en les

ol

(4.13) — (Ko LR@)] . veNt <8,
et en les

ol°l 1 i
(4.14) 7 (DA]“ Ko £l 1)(0))) —

s=0
(i—

K DAFH(LSV(0)), 6N (5] < 18]

Or, les fonctions du type (4.13) sont convergentes puisque les E; et les
K¢ sont des champs holomorphes, et les fonctions du type (4.14) sont
convergentes par hypothése de récurrence pour i > 2, et sont constantes
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égales a KD f(0) pour ¢ = 1. Ainsi, les hypothéses du Lemme 3.4 sont
satisfaites et 'on obtient que les séries formelles

18 o .
w1s) 0 (f0cie o))

sont convergentes.
Soient o € N™ et 3 € N?. On cherche & calculer la dérivée partielle

SN e ())

s=0

olal+18l
ot*9sP

pour j =1,...n,i>1,te€ C" s Clet T € (C™)". Puisque les
séries formelles (4.15) sont convergentes, et comme Li o K o £§f) (0) =

( fi(LioKlo c@(o))) = LK FILP(0),

(t,s)=(0,0)

Ko EE%,...,TH,TZ' 1+1(0), les séries formelles
iB pig p(i
(4.16) KPFLG g g (0) € ClT]]

sont convergentes. Par conséquent, la dérivée partielle 91 /0t*|,_y de
(4.16), qui vaut E"alCiﬁf;(ng)(O)), est aussi Convergente.'Or, pour vy €
N* j=1,...,n et i > 1 fixés, la dérivée partielle 8|7|f]’~/(’3Z’Y est une
combinaison linéaire & coefficients constants des £’ 1 lal 4+ 18] <
|7] ; elle est donc aussi convergente. Ceci prouve que pour tout B € N,

le jet DB f’(ﬁg)(O)) est convergent, ce qui termine la récurrence. [

Proposition 4.4. 5i M est minimale en 0 et si f vérifie [’égalité for-
melle (4.1) (équivalente a (4.11)), Uapplication formelle f est conver-
gente.

Démonstration. Puisque M est minimale en 0, la Proposition 2.9 im-
plique qu’il existe un entier kg tel que 'application holomorphe ¥ : 7" +—
E%O)(O) est une submersion d'un voisinage U € V(cmyko (0) de 0 dans
(C™)% sur un voisinage V € Va((0) de 0 dans M. Par suite, il existe
une application holomorphe @ : V' — U", V' € V(0), U" € Vcmyko (0),
V'cV,U cU, telle que ¥ o ® = idy:.

Puisque f vérifie (4.11), on peut appliquer le Lemme 4.3 pour B = 0
et i = ko. Ceci prouve que 'application formelle ka(E(TkO)(O)) est
convergente, T € (C™)*. Finalement, en posant 7' = &(Z) pour
Z € V', on obtient que f*(Z) est convergente, et par conséquent que
I’application formelle f est convergente. O

Fin de la démonstration du Théoréme 1.2. La dimension de V; étant
nulle en 0, la Proposition 4.1 prouve que f vérifie I’égalité formelle (4.1),
qui est équivalente a (4.11) vu le début de la Section 4.2. Puis, M
étant minimale en 0, la Proposition 4.4 termine la démonstration de la
convergence de f. 0
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5. SECOND PRINCIPE DE REFLEXION

5.1. Préliminaires. On suit les notations et définitions de la Sec-
tion 1. On convient de noter C* 3 2 = (x,y) € C™ x C%, ¢ = (£,n) et
w = (u,v). Si la condition (R) est satisfaite (cf. Définition 1.4), on note
également C™ 3 (' = (¢,¢5) € C* x Clet f = (f1,f2).

Une écriture équivalente de la relation (1.5) qui exprime que f envoie
formellement M dans M’ nous sera utile:

Lemme 5.1. L’égalité (1.5) est équivalente a

(5.1) p(f(xo(xgm)), F(Em) =0 dans C[lz.&n]],
pour x,§£ € C™ et n € CY.

Démonstration. En effet, compte tenu de (1.2), la condition nécessaire
est directe. Pour la condition suffisante, on effectue le changement de
variables holomorphe =z, § = y— (b(x &, 77) E=¢Cetn=mn.0na alors

Uwy&n) = p(f(2).f(C)) = ¥(@5.£7). Or, v(w¢(xEn)Emn) =

dans Cl[z,£,n]] vu (5.1); d’o w(x 0., 1) = 0. On peut donc factorlser
§j dans la série entiére 1) et écrire ¢(7,3,6,7) = § 1 (£,5,€,7). On a ainsi
obtenu (1.5), avec le léger abus de notation qui consiste a conserver
Iécriture p(z,¢), au lieu de p(z,() = y — ¢(x,£,n), pour les fonctions
définissantes de M (cf. le méme abus de notation en (4.2)). d

Pour tous z,£ € C™ et C" > w = (u,w) € C™ x C¢ proches de 0, on
pose

C(Ew) = (§.0(§w)) € CT
et
2z fw) = (2,0(z,((§w))) € C".
Vu (1.2), p(w,¢(§,w)) =0 et p(z(x,§,w),((§,w)) = 0 au voisinage de 0.
En outre, vu l'identité ¢(u,&,0(&,u,v)) = v, on a
(5.2) 2(u,£w) = w,
pour tous & et w.

Le lemme suivant généralise 'idée déja contenue dans [?], Sect. 6,
qui permet d’effectuer une seconde réflexion par rapport a M’ :

Lemme 5.2. Si la condition (R) est satisfaite, la série formelle

(5.3) P (f(2(x,&w)), ¢, h(¢(Ew)w, DA f(w),()))
est nulle dans Cllx,£,w,(1]], pour tout k=1,....,d".

Démonstration. Soit k= 1,...,d". Vu (5.2), on a
(5.4) pi (f(z(u+tLw)), () =
S A7 (C(6w)w, DA () ) = dans €€

aeN™
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ot HY est la fonction holomorphe définie en (4.3). Or, la condition (R)
étant satisfaite, la substitution ¢’ = (¢{, h(¢(§,w),w,D* f(w),(])) dans
chaque HY (Q({,w),w,DAf(w),C') donne zéro. Par conséquent, en effec-
tuant cette substitution dans (5.4) et aprés le changement de variable
x = u+t, on obtient (5.3). O

Grace au Lemme 5.2, la seconde réflexion par rapport & M’ est pos-
sible et donne une relation analogue a (4.3):

Lemme 5.3. Si la condition (R) est satisfaite, il existe des fonctions
Gf, k=1,....d, 7 €N, holomorphes au voisinage de (0,0,0,D4£(0),0)
dans C" x C" x C* x C*A) x C" telles que

(5.5) GY(Cw,fi(C), DA f(w).f(2)) =
B2 (2,¢w)p(2,0) + CL(z,¢w)p(w,C)  dans  Cl[z,¢,w]],

ot les B,f et C’,f sont des matrices lignes 1 x d a coefficients dans

Cllz,¢w]].

Démonstration. Le Lemme 5.2 prouve que pour tout k = 1,...,d, la
série formelle (5.3) est nulle dans C[[z,£,w,(;]]. Pour tout § € N%, la
dérivée partielle 0171 /8¢]” de (5.3) est donc également nulle. Elle s'écrit
sous la forme

(5.6) G (C(&w), w, ¢, DA f(w), f(2(z.£w))),

ot les Gf sont des fonctions holomorphes au voisinage de (0,0,0,D4 £(0),0)
dans C" x C" x C* x C*4) x C". En particulier, en substituant ¢/ =
f1(¢(&,w)) dans (5.6), on obtient que la série formelle

(5.7) G} (C(Ew),w, fi(C(Ew)), DA f(w), f(2(z.£w)))

est nulle dans dans C[[z,{,w]], pour tous k = 1,...,d" et § € N

La fin de la démonstration est inspirée du Lemme 5.1. En effectuant le
changement de variable 77 = n—¢(&,w) dans (5.7), on obtient que le vec-
teur colonne p(w,() est en facteur dans Gf((,w,fl(C),DAf(w),f(x,gb(a:,C))),
c’est-a-dire qu'il existe une matrice ligne C¥ a coefficients dans C[[z,¢,w]]
telle que G = C’,f p. Finalement, on obtient (5.5) en effectuant le chan-
gement de variable § = y — ¢(y,() dans Gf — C’,f p. O

5.2. Détermination finie de f par deux jets. L’énoncé suivant est
analogue a la Proposition 4.1 :

Proposition 5.4. Si la condition (R) est satisfaite et si la dimen-
sion de Vo est nulle en 0, il existe un entier A > 0 et, pour tout
J=1,....n, il existe un polynome de Weierstrass en z’; a coefficients
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holomorphes en (z,(,w,A,D) € C" x C" x C" x C*A) x C*A) gy voi-
sinage de (0,0,0,D4£(0),DA£(0)), noté Qj(2,¢w,A,D)(2}), tel que

(5.8) Q;(2.¢w,DAf(C),DAf(w)) (f5(2)) =
B;(z,Cw) p(z,€) + Cj(z,¢,w) p(w,C) dans Cl[z,(w]],

ou Bj et C; sont des matrices lignes 1 xd a coefficients dans C[[z,(,w]].

Démonstration. La réunion des deux familles d’équations (4.3) et (5.5)
donne un nouveau systéme d’équations: pour tout k € N,

(59) Fk<Z7C7w7DAf_(C)>DAf(w>>7f(2)) =
Bi(z,¢w) p(z,0) + Ci(2,0w) p(w,) dans  Cllz,¢w]],

ou les F}, sont des fonctions holomorphes au voisinage du point my :=
(0,0,0,DA£(0),DA£(0),0) dans C" x C* x C™ x C*4) x C*A) x C" et les
By, et C), sont des matrices lignes 1 x d a coefficients dans C|[[z,(,w]].
On procede maintenant comme pour la Proposition 4.1. Dans C™ x
C" x C" x C*A) x C*4) x C™ on considére le sous-ensemble analytique
complexe V35 défini dans un voisinage du point 7y par les équations

Fp(2,(w,AD,2") =0, keN.
La seconde variété caractéristique Vs, coincide avec la fibre
{2 (0,0,0,D*f(0),D*£(0),2) € V3 }.

Cette fibre étant de dimension zéro en mgy, le théoréeme fondamental
de représentation locale des ensembles analytiques complexes (cf. |?])
prouve que V; est contenu dans le sous-ensemble analytique complexe
défini au voisinage de my par les équations

(5.10) Q;(z.¢w,AD)(2;) =0, j=1,...n,

ot Q;(z,(,w,A,D)(z}) est un polynome de Weierstrass en 2 avec des co-
efficients holomorphes en (z,{,w,A,D). Ainsi, chacun de ces polynémes
de Weierstrass appartient au radical de I'idéal Z(Fy,k € N). Quitte a
élever (); a une certaine puissance, on peut supposer que chaque @),
appartient a cet idéal. Ainsi, pour tout j = 1,...,n/, il existe un en-
tier K; > 0 et une matrice ligne D; de taille 1 x K; a coefficients
holomorphes telle que

(5.11)  Q;(2,¢w,A,D)(z}) = Dj(2,(,w,A,D,2) Fi(z,¢w,A\,D,7),

ot 7 désigne le vecteur colonne (F,...,Fg,). Finalement, (5.9) et
(5.11) impliquent (5.8). O
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5.3. Convergence de f sur les chaines de Segre et fin des dé-
monstrations. On reprend les notations de la Section 4.2. On pose
T:C"xC" 3 (2() — z € C"et m: (2 — ( les projections
canoniques. Pour tout entier ¢ > 1, soient
Z = Kio S0,

770 = Ko £%7Y(0),

77 = Ko £52(0),
des points de M, ot s € C et T = (T1,...,T;) € (C™)* sont proches
de Oet oun 17" = (1T1,...,T;1) et T" = (T1,...,T;_5). Par convention,
on pose Z° = Z71 = 0.

Pour tout i > 1 émpair, on pose 2' = 7w(Z%), ¢* = n(Z"7") et
w' := 7(Z"7?). Remarquons que ©(Z"!) = n(Z%) et que n(Z7?) =
7(Z71). En substituant z = 2°, ( = ¢* et w = w' dans (5.8), puisque
p(z',¢") = p(Z%) = 0 et p(w' (") = p(Z~") = 0, on obtient

(5.12) Q; (n(Z%),m(Z"" "), n(Z72), DAf=1 (2",
DAfi_Z(Zi_Z)) (f;(ZZ)) = 0 dans C[[s,T]],

avec la notation f* définie en (4.8). o
De méme, pour tout ¢ > 2 pair, en substituant z = =(2"), ( =
m(Z71) et w = w(Z7%) dans la conjuguée de (5.8), on obtient

(5'13> Qj (E(Zi), W(Zi_l), E(Zi—Q)’ DAfi_l(Zi_l),
DAfA(Z7?) (fi(ZY) = 0 dans C[[s,T]).

Finalement, en posant Q' := Q; (resp. Q;) si 4 est impair (resp. pair)
et par un léger abus de notation sur Q;, (5.12) et (5.13) impliquent que

pour tous i >1let j=1,...,n,

(5.14) Q; (7', 27", 272, D2, DAFTA(ZTY)
(fi(Z") = 0 dans C[[s,T]).

Lemme 5.5. Si f vérifie ’égalité formelle (5.14), alors pour tous i > 1
et B €N, le jet DB f? est convergent sur la chaine de Segre Sp.

Démonstration. Comme pour le Lemme 4.3, on procéde par récurrence
sur 7 > 1. Soit donc ¢ > 1 fixé. On montre tout d’abord que les dérivées
transverses K’ fi(ﬁgf)(O)), B € N sont convergentes. Les coefficients
de 'équation polynomiale (5.14) sont holomorphes en les Z%, Z:~1
7172 DAY (7 et DASI72(Z172). Pour 8 € N9, la dérivée partielle
011 /9s"|.—y de chacun de ces coefficients est une fonction holomorphe
en les

(5.15) i (/cf 0 59(0))

S

vl =181
0

S=
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o,
(5.16) oo (e ciPO)] . =18l
9"/ i (1—2)

(5.17) — (Ko Li P )| o lol <18l
(5.18) K DALl 0 (0)), 18] < 18],
(5.19) K DAF=2(L82(0)), A < 18-

Or, les fonctions des types (5.15), (5.16) et (5.17) sont convergentes
puisque les £} et les K sont des champs holomorphes. Par ailleurs, les
fonctions du type (5.18) sont convergentes par hypothése de récurrence
pour i > 2, et sont constantes égales a K°D* f(0) pour i = 1. Enfin,
les fonctions du type (5.19) sont convergentes par hypothése de récur-
rence pour i > 3, et sont constantes égales a K*D4 f(0) pour i = 2
et & K*DAf(0) pour i = 1. Le Lemme 3.4 implique alors que les sé-

ries formelles K?” f;(ﬁg)(O)) sont convergentes. Puis, comme pour le
Lemme 4.3, les dérivées partielles UalCiﬁfi(Cgpi)(O)), a e N" Be N
sont convergentes et donc aussi le jet DBfi(ng)(O)), pour tout B € N.
La récurrence est terminée. UJ

Fin de la démonstration du Théoréme 1.6. La condition (R) étant sa-
tisfaite et la dimension de V5 étant nulle en 0, la Proposition 5.4 prouve
que f vérifie I'égalité formelle (5.8). Puis, le début de la Section 5.3
montre que f vérifie alors (5.14). Enfin, comme M est minimale en 0,
on conclut que f est convergente comme pour la Proposition 4.4, en
utilisant le Lemme 5.5 pour B = 0 et en utilisant la caractérisation de
la minimalité de la Proposition 2.9. U

Fin de la démonstration du Théoréme 1.7. La Proposition 2.8 prouve
que V, est contenu dans M’ au voisinage de 0. Comme Vs, est un sous-
ensemble analytique complexe de C* passant par 0 (cf. Définition 1.5),
il est de dimension zéro en 0. Gréace a la condition (R), le Théoréme 1.6
permet alors de conclure que f est convergente. U
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