ETUDE DE LA REGULARITE ANALYTIQUE DE L’APPLICATION DE
REFLEXION CR FORMELLE

JOEL MERKER

RESUME. La recherche de formes normales? pour les sous-variétés analytiques réelles
de C™ souléve la question de la convergence des normalisations formelles. En 1983,
J.K. Moser et M.W. Webster ont donné des exemples de surfaces analytiques réelles dans
C? a tangente complexe isolée et hyperbolique au sens de E. Bishop, qui sont formel-
lement mais non holomorphiquement normalisables (a cause d’un phénomeéne de petits
diviseurs), méme lorsque la forme normale est elle-méme analytique ou algébrique. En re-
vanche, il apparait qu’un tel phénoméne ne se produit pas pour les sous-variétés dont la di-
mension CR est localement constante, d’apres des résultats récents dus a S.M. Baouendi,
P. Ebenfelt et L.-P. Rothschild, et qui sont énoncés avec des hypothéses de non-dégénéres-
cence relativement simples, mais satisfaites en un point Zariski-générique 2. Ces auteurs
établissent notamment que toute application CR formelle inversible entre deux sous-
variétés de C™ génériques, analytiques réelles, finiment non-dégénérées et minimales (au
sens de J.-M. Trépreau et A.E. Tumanov) est convergente. Nous démontrons ici un théo-
réme de convergence plus général, valable sans aucune hypothése de non-dégénérescence,
et qui confirme la rigidité de la catégorie CR (voir Théoréme 1.23). Ce résultat s’inter-
préte alors comme un principe de symétrie de Schwarz formel pour les applications CR.
Nous en déduisons que toute équivalence CR formelle entre deux sous-variétés de C™
génériques, analytiques réelles et minimales est convergente si et seulement si les deux
sous-variétés sont holomorphiquement non-dégénérées (au sens de N. Stanton). Enfin,
nous établissons que deux sous-variétés de C™ génériques, analytiques réelles et mini-
males sont formellement CR équivalentes si et seulement si elles sont biholomorphique-
ment équivalentes.

ABSTRACT in English : after the bibliography.
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81. INTRODUCTION

Cette Introduction étendue est nécessaire a la présentation des résultats principaux de
ce mémoire. Dans les Sections 3 et 4, qu’il est conseillé de lire en parallele, le lecteur
trouvera une exposition autonome, élémentaire et détaillée des concepts de base qui y
sont utilisés.

Notre objectif principal est d’élaborer un point de vue conceptuel et synthétique sur le
principe de réflexion dit «analytique» en plusieurs variables complexes. Notamment, nous
insisterons sur quatre concepts majeurs : la minimalité, les jets de sous-variétés de Segre,
I’application de réflexion CR et les conditions CR-horizontales de non-dégénérescence.

Nous espérons qu’un tel point de vue permettra de mieux appréhender I’abondance
des théorémes démontrés récemment dans cette direction de recherche. Au lieu de céder,
comme certains auteurs, a la tentation d’exprimer tous les résultats et toutes les consé-
quences possibles, ce qui nuirait a I’unité du sujet, nous sélectionnerons rigoureusement
trois énoncés: Théorémes 1.11, 1.23 et 1.39, ainsi que deux applications : Corollaires 1.45
et 1.46. Puisqu’une telle sélection ne saurait se passer d’explications motivées, nous dé-
taillerons nos angles d’attaque a partir d’une analyse de la littérature récente, en formulant
des principes combinatoires organisateurs.

1.1. Equivalences CR formelles entre sous-variétés de C™ analytiques réelles et géné-
riques. Soit M une sous-variété locale de C™, analytique réelle, passant par I’origine et
envisagée au voisinage de ce point de référence. Si elle est de codimension 1, on I’appelle
une hypersurface. En général, nous supposerons que M est de codimension d > 1 stric-
tement positive et qu’elle est générique, c¢’est-a-dire que ToM + JToM = ToC™, ou J
est la structure complexe standard de 7C™. Nous supposons aussi que sa dimension CR,
égale a m := n — d, est strictement positive.

Dans les coordonnées holomorphes ¢ := (¢1, ...,t,) canoniques de C", la sous-
variété M, entendue comme sous-ensemble de C™, peut étre représentée comme I’en-
semble des ¢ € C™ ou s’annulent exactement d séries entiéres analytiques p;(t,t) €
C{t,t}, pour j = 1, ...,d; de telles séries entiéres doivent satisfaire aux conditions de
réalité p;(t,t) = p;(Z,t) pour j = 1, ...,d, s’annuler pour ¢ = 0 et posséder des dif-
férentielles réelles dp, ..., dpq qui sont indépendantes a I’origine. La généricité de M
équivaut alors au fait que les différentielles complexes dp1, ..., dpgq sont elles aussi, de
surcroft, indépendantes a I’origine.

De méme, soient p) (', t') = 0, ...,p, (¢',t") = 0 des équations cartésiennes dé-
finissant une autre sous-variété locale de C™', analytique réelle, générique, passant par
I’origine, qui est de codimension d’ > 1 et de dimension CR égaleam’ :=n’ — d' > 1,
toutes deux strictement positives.

Soit h(t) := (h1(t), ..., hn(t)) une collection de séries formelles h;(t) € C[¢], i =
1, ..., n, dont les termes constants s’annulent. Par définition, i induit une application CR
formelle entre M et M’ s’il existe une matrice de taille d’ x d de séries formelles b(, ¢)
telle que I’on a I’identité formelle vectorielle p’(h(t), h(f)) = b(t, ) p(t,t), interprétée
dans le produit C[¢,#]* := C[t,] x --- x C[t, ] contenant exactement d facteurs. On

1. Voir les travaux fondateurs de S.-S. Chern, J.K. Moser [CM1974] et de J.K. Moser, S.M. Webs-
ter [MW1983] ainsi que les articles plus récents de S.M. Webster [Wel1992], de X. Huang,
S.G. Krantz [HK1995], de X. Gong [G01996] et de P. Ebenfelt [Eb1998].

2. Voir [BER1997], [Za1997], [BER1999a], [BER1999b], [BRZ2001].
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notera h : (M,0) — = (M’,0) une telle application, avec en indice la lettre F, initiale
du mot «formel, car une telle application n’a rien d’une application ponctuelle.

Dans le langage abstrait de la géométrie analytique locale, les applications formelles
s’identifient a des morphismes entre anneaux locaux de séries entiéres convergentes, le
tout étant inséré dans une théorie architecturée, mais nous pensons qu’il est encore trop
tot pour entreprendre le travail, certes désirable, d’abstraction de tous les concepts de
géométrie CR qui interviendront dans ce mémoire.

De notre point de vue, c’est & partir de I’identité formelle de départ p’ (h(t), h(t)) =
b(t,t) p(t,t) que tous nos calculs se déploieront de maniére absolument concrete et
structurée.

Nous dirons que h est une équivalence CR formelle si n’ = n et si le déterminant

Oh; , P . .
det (81&-1 (0)) ne s’annule pas ; on démontre que ceci implique d’ = detm’ =
2 1<iy, i2<n

m.
Ces définitions généralisent au cas formel la notion d’application CR continue, lisse,
analytique ou algébrique entre sous-variétés de C™, analytiques réelles et génériques.
Avant de poursuivre, dressons un bref historique récent du principe de réflexion afin jus-
tifier le fait que nous ne travaillerons pas avec des sous-variétés algébriques.

1.2. Principe de réflexion algébrique et variations. L’étude de la régularité des ap-
plications CR formelles est une variation du principe dit «de réflexion», historiquement
initié dans le cas d’applications de classe C! entre hypersurfaces strictement pseudocon-
vexes par S. Pinchuk dans [Pi1975] et plus tard, mais indépendamment, par H. Lewy
dans [Lel1977]. Le paragraphe de [CM1974] consacré a la convergence des formes nor-
males formelles de J.K. Moser contient une démonstration implicite du fait que toute équi-
valence CR formelle entre hypersurfaces de C™ analytiques réelles et Levi non-dégénérées
est convergente. Dans le premier article [BER1997] consacré a la paramétrisation des ap-
plications CR par un jet d’ordre fini en un point ainsi qu’a la régularité des applications
CR formelles, S.M. Baouendi, P. Ebenfelt et L.-P. Rothschild démontrent que toute appli-
cation CR formelle entre deux hypersurfaces de C™ analytiques réelles et finiment non-
dégénérées est convergente. Ce résultat répondait a une question soulevée par F. Treves;
la non-dégénérescence finie généralise la Levi non-dégénérescence par passage aux déri-
vées d’ordre supérieur. Peu de temps apres, ces énoncés furent transférés a la codimen-
sion quelconque par les mémes auteurs dans [BER1998], en supposant la sous-variété
M minimale a I’origine (au sens de J.-M. Trépreau et A.E. Tumanov). La preuve est
basée sur les itérations de sous-variétés de Segre, appelées «ensembles de Segre» dans
I’article [BER1996], suite de [BR1995]. Gréace a cet outil complexe, ces trois auteurs éta-
blissent une condition suffisante optimale pour I’algébricité des biholomorphismes entre
sous-variétés de C™ algébriques réelles et minimales de codimension quelconque (cf. la
recension [Tr2000]).

Evidemment, les résultats précités ne s’appuient pas sur une généralisation au cas Levi
dégénéré des formes normales de J.K. Moser, car nous sommes bien loin actuellement de
posséder des indications valables pour édifier une théorie satisfaisante, malgré quelques
tentatives incomplétes effectuées dans cette direction pour la dimension complexe trois
(cf. par exemple [Eb1998]).

Par ailleurs, grace a la notion de degré de transcendance d’une application holomorphe,
telle qu’elle apparait pour la premiére fois dans le travail [Pu1990] de Y. Pushnikov, basé
sur des indications de S. Pinchuk, les trois auteurs B. Coupet, F. Meylan et A. Sukhov sont
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parvenus a éliminer dans [CMS1999] toute hypothése de rang sur une application holo-
morphe h entre sous-variétés algébriques réelles. Cependant, en toute rigueur, on pourrait
se dispenser de la terminologie «degré de transcendance», car le point-clé de [Pu1990]
et de [CMS1999] consiste a raisonner avec des polyndmes minimaux pour les relations
algébriques entre les composantes de & et celles de h. Concrétement, cette approche offre
une simplification élégante des calculs majeurs développés pour les sous-variétés essen-
tiellement finies dans [BJT1985], qui avaient été illustrés auparavant sur un exemple par
M. Derridj dans [De1985].

Aussi I’approche «degré de transcendance» a-t-elle conduit a une série de travaux ré-
cents : [CPS2000], [Me2001a], [Da2001], [CDMS2002], [MMZ2002], [MMZ2003], tous
basés sur le méme procédé algébrique d’élimination. En effet, il a été rapidement remar-
qué que le schéma de démonstration s’étendait, sans obstacle majeur et modulo quelques
variations mineures, a la situation (Iégérement plus générale) ou la sous-variété image M’
est supposée algébrique réelle, tandis que la sous-variété source M est supposée analy-
tique réelle.

Conjecturalement, on s’attend a ce que presque tous les principes de réflexion connus
soient valides dans le cas ou M et M’ sont toutes deux analytiques réelles. Malheureuse-
ment, la finitude intrinséque au concept d’algébricité, qui est fortement utilisée dans ces
travaux, fait défaut dans le cas général ou M’ est analytique réelle. On peut alors se de-
mander si une sous-variété analytique réelle peut étre rendue algébrique dans un systéme
de coordonnées locales adéquat.

Récemment, en collaboration avec H. Gaussier, I’auteur a établi dans [GM2004] que
la plupart (au sens de R. Baire), des sous-variétés de C™ minimales et finiment non-
dégénérées dont le groupe d’automorphismes holomorphes locaux est commutatif et de
dimension n, ne peuvent étre rendues algébriques dans aucun systéme de coordonnées
holomorphes locales, quelle que soit la transcendance relative du changement de coordon-
nées. On dira que de telles sous-variétés ne sont pas localement algébrisables. Par le biais
d’arguments heuristiques qui extrapoleraient les théoremes spécifiques de [GM2004], on
pourrait se convaincre que dans toute classe de sous-variétés analytiques réelles géné-
riques locales non homogénes dont le groupe d’automorphismes holomorphes possede
une structure fixée, la plupart d’entre elles ne sont pas localement algébrisables. Quant
aux sous-variétés homogenes, le fait qu’elles soient localement algébrisales doit se discu-
ter au cas par cas ; cette caractéristique ne dépend en effet que de la nature de leur groupe
transitif de transformation, lequel permet bien entendu de les reconstruire sans ambiguité
comme I’orbite d’un point donné, du reste quelconque.

Un tel phénoméne général de «non-algébrisabilité» locale générique (au sens de R. Bai-
re) laisse entrevoir que les résultats précités, qui utilisent fortement I’algébricité, sont
d’une portée restreinte. C’est pourquoi nous préfererons raisonner avec des outils pu-
rement analytiques, par exemple les espaces de jets (81.7) ou ce que nous appellerons
I’application de réflexion associée a h (81.12). Commencgons par présenter en résumé la
géomeétrie de la complexification extrinseque de M.

1.3. Minimalité. C’estun principe général, déja al’ceuvre dans le théoréme de C.F. Gauss
sur I’existence de coordonnées isothermes, omniprésent dans les mathématiques de la fin
du dix-neuviéme siécle, dans les travaux d’E. Cartan et dans le développement contem-
porain de la géométrie CR, qu’il est judicieux d’introduire dés que possible des va-
riables supplémentaires. En suivant S.-S. Chern, J.K. Moser et S.M. Webster ([CM1974],
[Wel1977], [Wel1978], [MW1983]), remplagons donc ¢ par une variable = € C™ indépen-
dante ; on obtient la relation vectorielle p’ (h(t), h(7)) = b(t, ) p(t, 7), qui exprime que
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I’application formelle complexifiée h°(t, 7) := (h(t), k(7)) de I"application CR formelle
h induit une application formelle entre la complexification de M, qui est la sous-variété
analytique complexe de C2" définie par M := {(t,7) € C" x C" : p;(t,7) = 0,j =
1,...,d}, et la complexification M’ := {(#',7') € C" x C" : pl,(t',7') = 0, ' =
1, ..., d’}. Dorénavant, nous raisonnerons le plus souvent possible directement avec les
objets géométriques complexifiés.

On vérifie (voir le 83.2 pour des explications) que dans tout systéme de coordonnées
holomorphes locales (z,w) € C™ x C? telles que ToM + ({0} x C%) = T,C", la
sous-variété complexifiée M peut étre représentée par d équations analytiques complexes
graphées de la forme ¢; = ©,(¢,t), pourj =1, ..., d, ol 7 = ({,£) € C™ x C<. Dans
ce systéme de coordonnées, la collection de séries entiéres ©, € C{(, t} est alors unique.

Commengons par présenter en résumé le concept de minimalité. On renvoie & la Sec-
tion 3 pour une exposition de sa signification géométrique. Soit p un point M de coor-
données (2, wp, ¢y, &p) € C™ x C4 x C™ x C4. Soit z; € C™ et soit ¢; € C™. On
définit les deux applications

(l 4) EZI (vawpanvfp) = (ZpJFZla@(ZpJFZlvgpagp)anagp) et
éql (va Wy, Cp, fp) = (Zpa Wp, Cp + (1, @(Cp + (1, 2p, wp)) .
Notons que L., (p) et L., (p) appartiennent a M. Itérons ces applications en les com-

posant alternativement I’une avec I’autre: en partant de I’origine 0 € M, définissons
Ly (z1) := £, (0), puis

(1.5) £2 (217 22) = EZz (ézl (0))7
puis I'3(21, 22, 23) :== L, (£.,(L,,(0))), et encore
(1.6) Ly (Zla 22, 23, Z4) =Lz, (de (£Z2 (ézl (0))))7

et ainsi de suite. Pour tout & € N\{0}, on obtient des applications holomorphes locales
L', de C™* avaleurs dans M et satisfaisant L', (0) = 0.

Nous dirons que M est minimale (au sens de J.-M. Trépreau et A.E. Tumanov) s’il
existe un entier p tel que I’image par L', d’un voisinage de I’origine arbitrairement
petit dans C™*#° contient un voisinage de 0 dans M. On démontre que cette condition est
invariante par changement de coordonnées holomorphes locales. C’est tout ce que nous
aurons besoin de savoir au sujet de la géométrie de la sous-variété source M.

1.7. Jets de sous-variétés de Segre. Pour le principe de réflexion CR formel, ce sont
les équations de la sous-variété image M’ qui joueront le role le plus important. Ce-
pendant, le défaut majeur des équations analytiques de la forme p’, (¢',7') = 0 réside
dans la non-unicité des séries entieres p’,. En effet, la sous-variété M’ est aussi bien re-
présentée comme le lieu d’annulation de tout autre jeu de d’ séries entiéres analytiques
définissantes qui sont de la forme p’, (', 7') := Zld,/:l oy (") pp (', "), ot la ma-
trice de taille d’ x d' des séries entiéres ¢/, ;, € C{t', 7'} est inversible. Pour éliminer
ce défaut qui pourrait s’avérer génant (cf. les commentaires qui suivent I’énoncé du théo-
reme principal 1.23), il convient de représenter comme un graphe aussi bien M’ que
M. Soit donc un systéme de coordonnées holomorphes locales (z/,w’) € c™ x C¥

avec ToM’' + ({0} X (Cd') = T,C™, dans lequel la sous-variété complexifiée M’ est
représentée par d’ équations analytiques complexes de la forme &, = ©’,(¢’, '), pour
i =1,...,d our =(¢",&)eC™ xC¥,
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Fixonst' € C™' etk € N. La sous-variété de Segre complexifiée conjuguée est la sous-
variété analytique complexe de C™' définie par S}, := {(¢’,¢') e C"' : ¢ = ©'(¢',1')}.
Définissons alors I’application de ses jets d’ordre & explicitement par

1 /
(1.8) (¢ 1) = (CC (— o 93'(C',t’)) ) :
L<j<d, 16| <k

A
Elle est a valeurs dans C™ +Na.m/, x| pour un certain entier Ny - . Comme I’ont com-
pris K. Diederich et S.M. Webster dans [DW1980], ce sont les propriétés de cette appli-
cation analytique complexe locale, définie au voisinage de I’origine dans C™ x C"', qui
gouvernent les divers principes de réflexion possibles, y compris pour les applications CR
formelles. Nous dirons que M’ est

(ndl) Levi non-dégénérée a I’origine si ¢ est de rang m’ +n’ en (¢’,t') = (0,0);

n iniment non-dégénérée a I’origine s’il existe un entier kq tel que ¢’ est de ran
d2) f t dég I’orig | t tier ko tel que ¢}, estd g
n' +m’en (¢',t') = (0,0), pour tout k > ko ;

(nd3) Essentiellement finie a I’origine si ;. est est une application holomorphe finie en
(¢',t') = (0,0), pour tout k > ko ;

(nd4) Segre non-dégénérée a I’origine s’il existe un entier kq tel que la restriction de
¢} a la sous-variété de Segre complexifiée conjuguée Sy, (qui est de dimension
complexe égale a m') est de rang générique égal a m/’, pour tout k > ko ;

(nd5) holomorphiquement non-dégénérée s’il existe un entier kg tel que I’application
). est de rang générique maximal possible, égal a m’ + n/, pour tout k& > k.

On démontre que ces cing conditions ne dépendent pas du systeme de coordonnées
(', w’) dans lequel on a représenté M’ sous la forme ¢’ = ©/(¢’,t") (voir [Me2003]
pour les détails).

Bien entendu, par souci de pureté, on pourrait en toute rigueur éviter d’introduire une
terminologie spécifique pour de telles conditions de non-dégénérescence. Néanmoins,
puisque I’'usage a déja consacré les quatre conditions que sont (ndl), (nd2), (nd3) et
(nd5), nous adopterons ces dénominations établies, et nous en introduirons de nouvelles
ultérieurement.

La nécessité d’introduire la condition (nd4) est due & un exemple intéressant que I’on
trouve page 721 de [BER2000].

On veérifie (voir par exemple [Me2003]) les quatre implications

(1.9) (ndl) = (nd2) = (nd3) = (nd4) = (nd5),

dont seule la troisieme est non triviale.

Les conditions (nd2) et (nd3) apparaissent explicitement dans [DW1980]. C.K. Han
obtient dans [Ha1983] un principe de réflexion avec une formulation différente de (nd2).
Il est important de noter que (nd1), (nd2) sont des hypothéses de rang constant sur I’appli-
cation de jets (1.4) ; c’est pourquoi elles sont des plus aisées a manipuler (cf. [BER1996],
[BER1997], [BER1998], [BER1999a], [BER1999b], [BRZ2001]). Quant a la condition
(nd3), elle n’est pas tres éloignée de (nd2) du point de vue de la théorie des singularités;
elle a été répétitivement posée comme hypothése du principe de réflexion analytique, suite
au travail [BJT1985] qui développait une technologie adéquate (cf. [BR1988], [BR1990],
[BR1995], [BER1999a], [CPS1999], [BER2000] et [Da2001] pour une synthése récente;
voir aussi [DF1988] pour une approche alternative, plus géométrique).
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Il est important de remarquer que les quatre premiéres conditions (nd1), (nd2), (nd3)
et (nd4) sont ponctuelles, tandis que la derniére ne I’est pas, puisqu’il s’agit d’un rang gé-
nérique. 1l existe des exemples de sous-variétés génériques qui sont holomorphiquement
non-dégénérées, mais qui ne sont ni finiment non-dégénérées, ni essentiellement finies,
ni méme Segre non-dégénérées en certains points appartenant a un sous-ensemble analy-
tique réel non vide de M’. Ainsi, la notion de non-dégénérescence holomorphe est la plus
fine des cing.

La condition intermédiaire (nd4), qui apparait dans [Me2000], est déja plus déli-
cate. En vérité, pour les sous-variétés M’ dites rigides dont les fonctions définissantes
0’ = 07(¢',2') ne dépendent pas de w’, on vérifie que les conditions (nd4) et (nd5)
sont équivalentes. Comme la condition (nd5), la condition (nd4) autorise que les fibres
(¢}) "1 (@}, (¢, 1)) de I"application de jets soient de dimension non localement constante
au voisinage de I’origine. 1l est bien connu alors que les concepts standard de géométrie
différentielle sont insuffisants: on entre dans le domaine de la théorie des singularités
analytiques complexes.

Dans [Hi1973], H. Hironaka met au point un procédé d’éclatements locaux successifs
qui permet, par transformations strictes successives, de remplacer tout morphisme ana-
Iytique local par un morphisme «redressé» qui satisfait la condition algébrique dite de
«platitude» introduite par J.-P. Serre. Ce théoréme dit d’«aplatissement local» implique la
constance locale de la dimension des fibres, lorsque les espaces d’arrivée et de but du mor-
phisme «aplati» sont lisses. L’existence de ce procédé suggére de I’appliquer a I’étude des
applications CR formelles (cf. [Te1996]). Nous avons constaté que cette approche aboutit
dans le cas des applications CR définies par des séries entiéres, mais dans cet article, nous
n’utiliserons pas la théorie de H. Hironaka. En effet, grace & un théoreme dit d’approxi-
mation dii a M. Artin (voir Théoreme 2.5 ci-dessous), nous pourrons résumer en partie
la complexité causée par les singularités de I’application de jets d’ordre infini (1.4), pour
k = oo; I'utilisation de ce théoréme dans le sujet remonte & M. Derridj dans [De1986],
d’apres une suggestion de A. Douady. La complexité de la preuve du résultat principal
(Théoréme 1.23) ci-dessous demeurera substantielle, car elle implique un grand nombre
de collections infinies d’identités formelles.

Dans [Me2002], en utilisant la technique géométrique dite des «disques analytiques»,
nous avons établi un principe de réflexion pour les difféomorphismes CR de classe C>
entre hypersurfaces analytiques réelles holomorphiquement non-dégénérées. Afin d’obte-
nir une version de ce résultat en codimension quelcongue, nous pensons que le théoréme
d’aplatissement local de H. Hironaka, M. Lejeune et B. Tessier devrait étre appliqué au
morphisme de jets (1.8).

1.10. Non-dégénérescence holomorphe. Dans [St1995] et [St1996], N. Stanton a intro-
duit la non-dégénérescence holomorphe. Elle dit que M’ est holomorphiquement non-

dégénérée s’il n’existe pas de champ de vecteurs X’ = Z;’,;l al (t’)% non nul et a
coefficients holomorphes qui est tangent a M/’. On démontre que cette définition équivaut
a celle que nous avons formulée (voir le §3.4 dans [Me2003]).

La condition de non-dégénérescence holomorphe est connue pour étre la condition né-
cessaire la plus naturelle pour qu’un principe de réflexion soit valide (cf. le premier article
[BR1995] contenant une telle observation dans un cadre algébrique, cf. [Me2001a] pour

un résultat sans condition de rang dans le cadre algébrique, et cf. [Me2002] pour un ré-
. .. R L 4 )

sultat récent dans le cadre C*°). Rappelons-en le principe. Soit X’ := >""_, al, (t') o,

un champ de vecteurs non nul et a coefficients holomorphes qui est tangent & M’. Soit
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(s',t") — exp(s'X")(t") le flot local de X', ol s’ € C et t' € C™'. Grace a la condition
de tangence, ce flot induit une famille & un paramétre d’automorphismes holomorphes
locaux de M'. Dans le §2.16 ci-dessous, nous vérifierons qu’il existe de nombreuses sé-
ries entiéres non convergentes w’(t') € C[t¢'] dont le terme constant est nul, telles que
la composition du flot avec la substition du temps complexe s’ par @’ (¢'), c’est-a-dire
t'" —x exp(w’(t')X’)(t'), est une auto-application CR formelle inversible de A’ non
convergente. Une obstruction similaire au principe de réflexion se produit lorsque M’ est
holomorphiguement non-dégénérée, dans la catégoris algébrique, C>° ou C°.

La simplicité de cette obstruction laisse évidemment deviner que la non-dégénérescen-
ce holomorphe pourrait étre une condition nécessaire et suffisante a la convergence de h.
En supposant A minimale a I’origine, nous établissons la réciproque attendue. C’est notre
premier résultat principal, annoncé dans [Me2001c].

Théoréme 1.11. Soit b : (M,0) —# (M’,0) une équivalence CR formelle entre sous-
variétés de C™ analytiques réelles, génériques, de méme codimension d > 1 et de méme
dimension CR égale a m := n — d > 1. Si M est minimale a I’origine et si M est
holomorphiquement non-dégénérée, I’application CR formelle & est convergente.

Reste a s’interroger sur la nécessité de supposer M minimale a I’origine. On pour-
rait formuler et démontrer une version formelle du Théoréeme 2.7 de [Me2001a] énoncé
dans un cadre algébrique, ce qui donnerai: si M n’est nulle part minimale et s’il existe
un groupe a un parameétre réel d’auto-applications holomorphes locales stabilisant M, il
existe de nombreuses auto-applications CR formelles de M qui ne sont pas convergentes.
Par ailleurs, il a été démontré dans [BER1996] que le principe de réflexion algébrique
pour les biholomorphismes est valide en supposant seulement que la sous-variété source
M est minimale en tout point hors d’un sous-ensemble analytique réel strict. On parle
alors de minimalité en un point Zariski-générique. 11 existe donc une conjecture «folk-
lorique» d’aprés laquelle le Théoréme 1.11 devrait étre vrai en supposant seulement que
M est minimale en un point Zariski-générique, ce qui signifie qu’elle n’est pas forcément
minimale & I’origine, mais qu’elle est minimale en des points arbitrairement proches de
I’origine.

Il s’agit 1a d’une hypothése fine qui pourrait a nouveau impliquer la théorie des sin-
gularités. Pour I’instant, bien que quelques résultats soient connus pour le principe de
réflexion C° entre hypersurfaces non minimales (cf. [Eb2002]), aucun analogue formel
n’est connu. Les idées font défaut, mais nous considérons que cette question mérite d’étre
étudiée.

Une version du Théoreme 1.11, valable avec I’hypothése (nd4) exprimant que M’ est
Segre non-dégénérée a I’origine, a été démontrée dans le travail non publié [Me1999].
Pour les applications entre hypersurfaces, le Théoréme 1.11 a été démontré d’abord dans
la premiere version de [Me2001b], et indépendamment ensuite par N. Mir dans [Mi2000]
(publié auparavant), dont la premiére version contenait aussi une démonstration d’un
énoncé plus général : la convergence de I’application de réflexion pour les équivalences
CR formelles entre hypersurfaces.

1.12. Application de réflexion. Dans le cas d’une variable complexe, le principe de ré-
flexion classique dii a K.H.A. Schwarz est valable sans hypothése de non-dégénérescence
sur la frontiére. Cela n’est pas étonnant, puisque tout arc analytique réel est localement
biholomorphe & un segment ouvert de I’axe réel. Des qu’il y a plus de deux variables
complexes, il est bien connu que le principe de réflexion pour les applications CR entre
hypersurfaces serait faux sans une hypothese forte de non-dégénérescence, telle que la



REGULARITE ANALYTIQUE DE L’APPLICATION DE REFLEXION CR FORMELLE 9

Levi non-dégénérescence ou telle que la finitude essentielle. Intuitivement parlant, de
telles hypothéses expriment que toutes les variables horizontales 2’ € C™ ainsi que les
conjuguées complexifiées ¢’ € C™ sont (trés!) présentes dans les séries définissantes
07 (¢’, 2, w’) de M’. On peut toutefois se demander s’il n’existe pas une géneralisation
du principe de réflexion de Schwarz, qui soit valide sans faire aucune hypothese sur la
frontiére. Dans un travail antérieur (voir [Me1997b] et aussi la remarque page 1098 de
I’article [MM1999]), I’auteur a effectivement trouvé un invariant dont les propriétés de
régularité sont plus générales que celles de I’application CR.

Pour une application CR formelle h : (M,0) — # (M’,0), cet invariant se présente
comme suit. Soient £, — ©7%,(¢',t') = 0, j' = 1, ..., d’, des équations complexes arbi-
traires pour M’ dans un voisinage de I’origine. Alors I’application de réflexion associée
a h et a ce systeme de coordonnées s’exprime par une série formelle vectorielle a deux
variables 7/ € C" ett € C":

(1.13) Ry (/1) =& — /(' h(t) € C[~, 7 .

En toute rigueur, cette application R, dépend du systéme de coordonnées dans lequel on
a représenté M’, mais grace a I’invariance biholomorphe des sous-variétés de Segre, on
démontre que la convergence de R/, c’est-a-dire la propriété R, (7/,t) € C{r', ¢}, est
une propriété invariante (voir la Section 4 ci-dessous). Dans ce mémoire, nous énoncerons
et démontrerons un résultat de convergence de R} , valable sans aucune hypothése de non-
dégénérescence sur M’ : le Théoreme principal 1.23 ci-dessous.

1.14. Résultats récents. Au cours de la démonstration des résultats principaux des ar-
ticles [BJT1985] et [BR1988] (consacrés au principe de réflexion pour les applications
CR de classe C*°), une expression voisine de (1.13) apparalt, mais on n’a pas pas vu
gu’elle devrait jouir d’une propriété de régularité analytique, méme lorsque la sous-
variété image M’ est trés dégénérée. Pour les applications CR entre hypersurfaces es-
sentiellement finies, le prolongement holomorphe de R, s’identifie au prolongement de
h en tant que correspondance, tel qu’il est traité dans [DF1988], [DFY1994], [DP1995],
[DP1998], [Sh2000], [PV2001], [DP2003], [Sh2003], parfois avec I’hypothése plus forte
gue M’ ne contienne pas de courbe holomorphe.

En 1998, inspiré par nos conjectures sur I’application de réflexion dans [Me1997h]
et par la remarque de la page 1098 du preprint de [MM1999], N. Mir a démontré de
maniére indépendante dans [Mi1998] que I’application de réflexion associée a un biho-
lomorphisme entre hypersurfaces algébriques est algébrique. Sa définition de I’applica-
tion de réflexion élimine la variable &’ dans (1.13); celle-ci a pourtant un sens géo-
métrique, puisque la définition de R, est intrinséquement reliée aux sous-variétés de
Segre complexifiées. Ni dans ce travail, ni dans d’autres travaux ultérieurs [Mi2000],
[Mi2002], [BMR2002] consacrés a I’application de réflexion, N. Mir ne traite I’inva-
riance biholomorphe de cette application. Or, pour peu que I’on établisse que I’algé-
bricité de R, est une propriété invariante par changement de coordonnées algébriques
(cf. [Me2001a] et [Me2002]), le résultat principal de [Mi1998] devient un corollaire
élémentaire de [BR1995]. En effet (cf. le §11 de [Me2001a]), en déplacant légerement
le point de référence en un point ou I’application de jets (1.8) est de rang localement
constant—ce qui est autorisé puisque I’application considérée est déja holomorphe dans
un ouvert—et en éliminant des variables muettes, on se raméne & un biholomorphisme
local entre deux sous-variétés algébriques réelles, génériques et finiment non-dégénérées
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contenues dans des espaces euclidiens complexes de dimensions inférieures ; alors les ré-
sultats de [BR1995] (codimension 1) ou de [BER1996] (codimension quelconque) s’ap-
pliquent directement. En résumé, pour le principe de réflexion algébrique, I’algébricité
de la fonction de réflexion équivaut a I’algébricité d’une application holomorphe entre
sous-variétés génériques de dimension inférieure (cf. le Théoréme 11.4 de [Me2001a] qui
établit cette équivalence sans aucune hypothése de rang).

En revanche, pour les applications CR formelles (ou C*), il est vraiment impossible
de déplacer la situation locale en un point ou les singularités de I’application de jets (1.8)
disparaissent.

Avant d’énoncer notre résultat principal, présentons une deuxiéme liste hiérarchisée,
comportant cing conditions CR-horizontales de non-dégénérescence.

1.15. Conditions CR-horizontales de non-dégénérescence. Pour les sous-variétés gé-
nériques M’ quelconques, sans aucune condition de non-dégénérescence, le principe de
réflexion implique déja des questions délicates, méme en supposant, pour simplifier, que
I’application A est inversible. Mais puisqu’un grand nombre de raffinements ont eu cours
durant la derniere décennie et qu’il est presque toujours possible d’arguer de la «nou-
veauté» d’un résultat qui suppose I’application i toujours un peu plus dégénérée —pourvu
que les techniques connues s’appliquent encore —, nous pensons qu’il est nécessaire d’ex-
poser un principe organisateur pour présenter les conditions de non-dégénérescence sur
I’application h.

Pour exprimer ces conditions, travaillons d’emblée avec les équations complexes gra-

phées du §1.3 pour M’, ou plutdt avec les équations conjuguées w; = @;/ (2,7,
j'=1,...,d' quisontéquivalentes, d’apres le §3.2. Représentons aussi la complexifica-
tion M de M par des équations complexes de la forme w; = ©;(z,7),7 =1, ...,d dans

des coordonnées adaptées ¢t = (z,w) € C™ x C<. Posons 7;(7,t) := w; — ©;(z,7) et
7 (T ) = i, —@;, (z/,7"). Par hypothese, il existe une matrice de taille d’ x d de séries
formelles b(,t) telle que 7 ((7), h(t)) = b(r,t)7(r,t) dans C[t,7]". Décomposons
les composantes de I’application d’une maniére compatible avec le scindage (z/,w’) €
€™ x C? des coordonnées, ce qui donne h(t) =: (£(t),g(t)) € C[{]™ x C[]*. En
remplagant w par ©(z, 7) dans I’identité fondamentale 7 (k(7), k(t)) = b(r, t) (7, ), le
second membre s’annule identiquement et nous obtenons les identités formelles suivantes,
valables dans C[z, 7] :

(1.16) gj (z,@(zm)) = @;, (f(z,@(z,r),ﬁ(r))) ,
pour 7/ =1, ...,d". En posant 7 = 0 dans ces identités, on obtient les identités
(1.17) 9 (2,06(2,0)) =0, (f(2,0(2,7),0)) .

Classiquement, on les interpréte en exprimant que la restriction de I’application formelle
h & la sous-variété de Segre Sy passant par I’origine, définie par {(z,w) € C" : w =
©(2,0)}, induit une application formelle a valeurs dans la sous-variété de Segre S} de
I’espace image définie par {(z/,w’) € C" : W' = @/(z’, 0)}. Alors la restriction de h &
So coincide avec I’application formelle

(L18)  C"3zr—r (f(20(:0), 8 (f(28(:,0),0)) eC™ x C.

Ce sont les propriétés de non-dégénérescence de cette application formelle induite qui
gouvernent les divers raffinements possibles du principe de réflexion analytique. Par pro-
jection sur le sous-espace C™' x {0}, on peut évidemment identifier cette application avec
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sa partie CR-horizontale définie par
(1.19) C"3zr—z f(2,0(z,0)eC™.

Avec ces notations, nous pouvons formuler trés concretement cing conditions sur I’ap-
plication (1.19), que nous ordonnons par ordre croissant de généralité. L’application CR
formelle h sera dite

(crl) CR-inversible a I’origine si m’ = m et si sa partie CR-horizontale est une équi-
valence formelleen z = 0;

(cr2) CR-submersive a I’origine si m’ < m et si sa partie CR-horizontale est une
submersion formelleen z = 0;

(cr3) CR-finie a I’origine si m’ = m et si sa partie CR-horizontale est une application
formelle finieen z = 0;

(crd) CR-dominantea I’origine si m’ < m et si sa partie CR-horizontale est dominante
enz=0;
(cr5) CR-transversale a I’origine si sa partie CR-horizontale est transversaleen z = 0;

Nous renvoyons le lecteur au §2.3 pour des définitions complétes de ces cing condi-
tions de non-dégénérescence, valides dans la catégorie des applications formelles quel-
conques; la condition (cr5), qui n’implique aucune inégalité entre m’ et m, est exprimée
in extenso au début du §1.21. Bien entendu, en utilisant I’invariance biholomorphe des
sous-variétés de Segre, on démontre que ces définitions ne dépendent pas des systémes de
coordonnées dans lesquels on représente M et M.

Les cing conditions du §2.3 sont tout a fait classiques en géométrie analytique locale.
On veérifie les quatre implications

(1.20) (crl) = (cr2) = (cr3) = (cr4d) = (crb5),

pourvu que m’ = m dans la deuxieme et dans la troisieme. Dans le contexte CR, les
conditions (crl) et (cr2) apparaissent dans [Za1997] ; la condition (cr3), maintenant clas-
sique, est une condition naturelle pour les applications CR entre hypersurfaces essentielle-
ment finies ; elle apparait dans [DF1988], [BR1988] et dans d’autres références. La condi-
tion (crd) apparait dans [BR1990]. Enfin, la condition (cr5) apparait dans [BER2000],
avec une appellation différente. Mais dans cette référence, les auteurs supposent la sous-
variété M’ essentiellement finie: ils travaillent avec la condition (nd3), bien comprise
depuis le travail fondateur [BJT1985].

Le préfixe commun aux cing conditions «CR-» se justifie de la maniere suivante:
puisque I’espace tangent au point 0 € S, coincide avec I’espace tangent complexe a
M en 0, lequel absorbe la structure CR infinitésimale de M en 0, on peut penser que
I’application formelle induite hls, : (So,0) —# (S},0) est un «prolongement» de
I’application CR tangente dh : T{M — T§EM'.

Sélectionnons maintenant la condition (cr5), puisque c’est la plus générale.

1.21. Résultat principal. Par définition (cf. le §2.3 ci-dessous), une application CR for-
melle h comme dans le §1.15 est CR-transversale a I’origine s’il n’existe pas de série
formelle F'(z1, ..., z,.) € C[#, ..., z.,,] nonnulle telle que I’on a I’identité

»“m/

(1.22) F' (f1(2,0(2,0), ..., fm (2,6(2,0))) =0,
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dans C[z]. Le résultat principal de cet article, dont le Théoréme 1.11 découle en vérité
comme corollaire, est le suivant.

Théoréme 1.23. Soit h : (M,0) — (M’,0) une application CR formelle entre deux
sous-variétés de C™, C™ analytiques réelles, génériques, de codimensions d > 1, d’ > 1
et de dimensions CR égalesam :=n—d > 1, m' :=n’ —d > 1. Si M est minimale a
I’origine et si h est CR-transversale, pour tout systéme de coordonnées (z’, w') € c™ x
C? dans lequel la complexification M’ est représentée par &' = ©’(¢’, '), I’application
de réflexion CR formelle associée R}, (7', t) := & — ©'({’, h(t)) est convergente.

Dans le §4.30, nous démontrerons que si cette propriété de convergence est satisfaite
dans un tel systéme de coordonnées (=, w’), alors pour tout autre systeme de coordonnées
(2, w') centrées a I’origine dans lesquelles la complexification de la sous-variété trans-
formée est représentée par des équations similaires ¢, — ©7,(¢",t") =0, =1, ..., d,
I’application de réflexion associée est elle aussi convergente.

La force principale de ce théoréeme réside dans le fait qu’il ne requiert aucune condi-
tion de non-dégénérescence sur M. Comme pour le Théoréeme 1.11, nous pensons bien
entendu qu’il demeure valide en supposant seulement que M est minimale en un point
Zariski-générique.

Attention, il y a un piége! Par souci de généralité, on pourrait étre tenté comme
dans [BMR2002] de raisonner avec des équations définissantes analytiques réelles ar-
bitraires o, (t',#') = 0 pour M’, telles qu’introduites dans le 8§1.1. L’application de ré-

flexion associée serait alors définie par ﬁ%(T’,t) = pl(h(t),7") € (C[[t,r’]]d/, et le
Théoréme 1.23 exprimerait, sous les mémes hypothéses, qu’elle est convergente. Mais en
1997, J.-M. Trépreau nous a fait remarquer qu’un tel énoncé serait trivialement faux.

En effet, choisissons une série entiére non convergente w(z2) € C[z2] telle que
w(z2) = 22 + O(23) et considérons I’application formelle définie par h(z1, 20, w) :=
(z1,w(22), w). C’est une équivalence CR formelle entre I’hypersurface algébrique M de
C3 définie par w = w + iz, z; et (la méme!) I’hypersurface de C3 définie par ' = 0,
our :=w —w + i2151 Notons que M’ est holomorphiquement dégénérée, puisque le
champ holomorphe - lui est tangent. 11 est vrai que I’application de réflexion R}, (7', t)
égalea & —w+iz g“l est convergente. Par contre, il est vraiment faux que I’application
de réflexion associée a une équation définissante arbitraire pour M’ est convergente. En
effet, prenons par exemple la fonction p/(¥',7') := [1 + 21 2] + 2525] 7' (¢',¢) ; son lieu
d’annulation coincide avec M. Si I’application de réflexion

(1.24) Ry(r' 1) = [L+ 216 + w(22) (] - [€ — w+ iz (]
était convergente par rapport aux six variables (z1, 22, w, (1,¢5,&’), on en déduirait en
considérant e ang/ (7, t)‘ que la série formelle w(z3) est convergente, ce qui

contredirait notre choix initial. Par Consequent il n’est pas anodin de choisir d’emblée
des équations complexes graphées &’ = ©'({’,t’) pour la représentation de la complexi-
fiée M’ ainsi que pour la définition de I’application de réflexion CR formelle.

Comme nous I’avons mentionné a la fin du §1.11, N. Mir a obtenu dans [Mi2000] une
démonstration du Théoreme 1.23 pour les équivalences formelles dans le cas d = d’ =
mais la méthode, astucieuse, achoppe dés que la codimension d de M est supérieure ou
égale a 2. La premiere version de [Me2001b], qui a circulé avant [Mi2000], contenait
seulement le Théoréme 1.11 dans le cas d = d’ = 1. Dans cette référence, I’existence
de paires d’identités de réflexion conjuguées apparaissait clairement, bien qu’exploitée
de maniére insuffisante. En fait, dans la version publiée [Me2001b], il a suffi d’inclure



REGULARITE ANALYTIQUE DE L’APPLICATION DE REFLEXION CR FORMELLE 13

le court 89 pour obtenir le Théoreme 1.23 pour les équivalences formelles dans le cas
d = d' = 1. Cette paire d’identités de réflexion conjuguées étant absolument cruciale
pour la démonstration du Théoréme 1.23, nous allons I’exposer dans le §1.25 ci-dessous.

En Mai 2000, une démonstration compléte du Théoréme 1.23 pour les équivalences CR
formelles a été annoncée dans [Me2000]. Cette annonce électronique a donné lieu a la pu-
blication résumée [Me2001c]. Sept mois plus tard, en décembre 2000, S.M. Baouendi,
N. Mir et L.-P. Rothschild ont annoncé électroniquement le méme type de résultats,
avec les raffinements attendus sur le rang de I’application A, lesquels ne s’élévent pour-
tant que jusqu’au niveau (cr4). Un examen de la publication [BMR2002] a laquelle a
donné lieu ce travail (qui ne contient plus les références a nos travaux présentes dans
la version électronique) montre que ces auteurs utilisent les paires d’identités de ré-
flexion conjuguées, ce que seul I’ultra-spécialiste peut déceler dans le cceur technique
de la démonstration principale (voir les équations (5.2) et (5.3), la Proposition 6.1 et le
Lemme 7.1 de [BMR2002]). Par ailleurs, ces auteurs, qui n’emploient pas la terminolo-
gie «application de réflexion» (utilisée pourtant dans [Mi2000], [Mi2002]), introduisent
une notion alternative d’«idéal de Segre», laquelle est définie au moyen d’équations ana-
lytiques réelles arbitraires o, (¢',7") = 0 pour M’. Ce choix pour énoncer leurs théo-
rémes de convergence, les contraint & quelques circonlocutions, puisque la convergence
de 73;1 (7',t) = pl(h(t), ') € C[t, r’]]d/ n’est satisfaite que pour les représentants gra-
phés de I’idéal engendré par les seéries entieres complexifiées p’, (', 7'), comme nous
venons de le voir.

En conclusion de ce paragraphe, la prolixité et le raffinement des résultats présentés
dans [BMR2002] confinent & un certain hermétisme auquel nous n’adhérerons jamais,
puisque les quatre concepts analytico-géométriques qui sont impliqués dans le sujet sont
relativement simples:

(1) Minimalité locale comme propriété des orbites de champs de vecteurs CR com-
plexifiés, dont les sous-variétés intégrales coincident avec les sous-variétés de
Segre complexifiées (Section 3) ;

(2) jets d’ordre k des sous-variétés de Segre complexifiées et diverses conditions de
non-dégénérescence (Section 4) ;

(3) application de réflexion CR comme invariant fondamental qui jouit de propriétés
de régularité (Sections 1, 5 et 6) ;

(4) conditions de non-dégénérescence CR-horizontales (Section 1) ;

Ce sont ces hypothéses multiples, combinées souvent a I’alternative entre catégorie al-
gébrique et catégorie analytique, qui sont responsables de la combinatoire de théoremes
possibles publiés récemment sur le principe de réflexion analytique. Toutefois, cette di-
versité s’exerce au détriment de résultats plus rares ou une difficulté substantielle a été
surmontée et elle occulte leur repérage.

Exposons maintenant le point-clé qui est a la base de la démonstration du Théo-
réme 1.23.

1.25. Paire d’identités de réflexion conjuguées. Soientw; = ©,(z,7),j =1, ...,dun
systeme de d équations complexes graphées pour la complexification M de M et soient
& =0,((,t),j=1,...,d leséquations conjuguées. On considére la paire de systémes
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de m champs de vecteurs holomorphes tangents a M définis comme suit :
d

0 00; 0 B
Ek.—aZkJer azk(z’T)awj’ k=1,...,m,
(1.26) ;
0 00, 0
L, =—+ () =—, k=1,...,m.

Par hypothese, I’application CR formelle h(t) = (f(t),g(t)) € (C[[t}]ml X (C[[t]]dl satis-
fait les d’ identités formelles (1.16) et leurs conjuguées complexifiées, que nous écrirons
ensemble comme suit :

{ gj’ (ga G(Ca t)) 63’ (T(C7 @(<7 t))’ h(t)) ’
gj (z,@(z, T)) @;/ (f (z,@(z, T)) ,E(T)) .

!

On les abrégera en les écrivant g(t) = © (f(t), k(7)) etg(r) = ©' (f(), h(t)), étant
entendu que (¢,7) € M. Développons les fonctions ©7, par rapport aux puissances de
¢’ on obtient des expressions de la forme ©7, (¢, ') = >__/ cym’ <) O’ .. (t"), avec
des séries entiéres convergentes ©7, _,(¢') € C{t'} qui satisfont bien sir une estimée de
Cauchy, puisque les fonctions ©’, (¢, ') sont holomorphes par rapport aux deux variables
¢’ et t’. En utilisant ce développement, nous pouvons tout d’abord réécrire I’application
de réflexion (1.13) sous la forme plus explicite

(1.28) Ry ) =¢& = D (¢) 0L (h(t)).

v’ €Nm’
Dans la Section 5 ci-dessous, nous établirons que la convergence de I’application de
réflexion est équivalente a la convergence de la collection infinie de séries formelles
O’ . (h(t)), pour tous ;" = 1,...,d" ettous 7' € N™". Nous appellerons compo-
santes de I"application de réflexion ces series formelles ©%, _,(h(t)), parfois notées sous
la forme vectorielle abrégee ©, (h(t)).

En utilisant le méme développement partiel en séries entiéres des ©7, _,(¢’, '), on peut
aussi réécrire les relations fondamentales (1.27) sous une forme plus explicite, dont le
mérite principal est de faire clairement apparaitre toutes les composantes de I’application
de réflexion:

(1.27)

g(r) = > J@) el (),

! eNm/

gt) = > f1)' 6, (h(r),

,yleNm’

(1.29)

ou (t,7) € M. Venons-en maintenant aux identités de réflexion. Pour un multiindice
arbitraire 8 = (81, 32, - - -, Bm) € N, on note L et L? les dérivations holomorphes et
antiholomorphes d’ordre | 3| définies par

L8 = (L) (L)% (LB et
{éﬂ = (L) (L) (L)

Classiquement, on applique les dérivations antiholomorphes (£, )% (£,)% - - - (£

(1.30)

Bm
—’nL)
au premier jeu d’équations (1.29). De maniére équivalente, & une conjugaison pres, on

pourrait appliquer les dérivations conjuguées (L)% (£1)72 --- (£,,)?™ au second jeu
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d’équations (1.29). Au total, les deux procédés reviennent a choisir une fois pour toutes

les variables ¢ ou les variables ¢ pour écrire les identités de réflexion. C’est le point de vue

qui est adopté dans tous les travaux consacrés au principe de réflexion analytique que sont

[Pi1975], [Le1977], [Wel978], [We1982], [DW1980], [Ha1983], [De1985], [BJT1985],

[BR1988], [Pu1990], [BR1990], [BR1995], [SS1996], [BER1996], [BER1997], [Mi1998],

[BER1999a], [CMS1999], [CPS1999], [BER1999b], [CPS2000], [BER2000], [Me20014],
[BRZ2001], [Me2002], [Eb2002], [CDMS2002], [MMZ2002] et [MMZ2003]. Nous I’ana-
lyserons dans le §1.33 ci-dessous.

Respectons une exigence de complétude: nous disposons de deux jeux de d’ équa-
tions formelles fondamentales (1.29) et de deux jeux infinis de dérivations fondamen-
tales (1.30). Au total, ce ne sont donc pas deux mais quatre identités de réflexion que
nous devrions obtenir.

Pour les écrire, on observe que £, (k) = 0 et que L (E) =0pourk=1,...,m,ce
qui est évident d’apres les formules (1.26). Il en découle que Q’(h) =0 etque £° (E) =
0 puis aussi ;59;/(11) =0etL? (@/ (E)) = 0, pourvu bien sir que 3 # 0.

Ainsi, en appliquant les dérivations (1.30) pour 3 # 0 aux identités (1.29), on obtient
quatre familles infinies d’identités de réflexion. Disposons-les en deux paires conjuguées
comme suit: premiere paire:

g = S L8 [Fe)] el h)),

,yleNm’

0= > f@ L[ (a(n)]:

,.YIGN'NL/

(1.31)

seconde paire, conjuguée (modulo transposition) de la premieére:

gty = Y £ 1] O (h().
(132) e
0= > T £’ (e (hw)].
v eNm/

Bien entendu, 8 # 0 et (t,7) € M. Les deux paires (1.31) et (1.32) sont donc conju-
guées terme a terme (modulo une transposition) ; elles ne sont donc pas essentiellement
distinctes. Mais dans chacune des deux paires, une différence importante est a noter : tan-
dis que ce sont a priori toutes les composantes f,, et g;» de I’application h que I’on
différentie dans la premiére identité (1.31), ce sont les composantes conjuguées de I’ap-
plication de réflexion @;/ (h(7)) que I’on différentie a la seconde ligne.

La différence a son importance pour la raison suivante. D’aprés la propriété mention-
née apres (1.28), le Théoréme 1.23 énonce essentiellement que les composantes ©”, (h(t))
de I’application de réflexion sont des séries convergentes. Il n’énonce nullement que
toutes les composantes de I’application h(t) sont convergentes. L’exemple élémentaire
discuté apres le Théoréme 1.23 (ou d’autres analogues) montre qu’en général, aucune
contrainte de convergence n’est exercée sur les composantes de h qui n’apparaissent pas
dans les composantes de I’application de réflexion. C’est pourquoi la premiere identité de
réflexion (1.31) a le défaut majeur de faire intervenir inévitablement les dérivées d’éven-
tuelles «mauvaises» composantes de A, tout du moins celles qui ne sont pas intrinseque-
ment liées & I’application invariante R,. Au contraire, dans la seconde identité (1.31) (tout
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aussi bien que dans la premiére identité (1.32)), on différentie les vrais objets invariants
que sont les composantes @;, (k) (ou leurs conjuguées o, (h)).

A notre connaissance, les seuls travaux dans lesquels on considére aussi les seconde
identités de réflexion (1.31) (ainsi que sa conjuguée, la premiére identité de (1.32)) sont:
[Me2001b], [Me2001c] et [BMR2002]. Avant de poursuivre le commentaire, passons en
revue ce qu’il est possible d’énoncer au moyen de la premiére identité de réflexion (1.31).

1.33. Conditions de non-dégénérescence sur h. Au lieu de formuler conjointement des
conditions de non-dégénérescence sur M’ avec des conditions de non-dégénérescence
CR-horizontales sur i (cf. [BR1988], [BER1997], [BER1998], [Za1997], [BER19994],
[BER1999b], [BER2000], [BRZ2001] et [BMR2002]), formulons des conditions de non-
dégénérescence sur les premiéres identités de réflexion (1.31) (cf. [Ha1990], [SS1996],
[CPS1999], [Me1999], [Da2001]). Pour cela, introduisons une collection infinie de séries
entiéres formelles dépendant des trois variables t € C™, 7 € C" (avec (t,7) € M) et
t' € C", laquelle est définie en remplagant h(t) par ¢’ dans la premiére ligne de (1.31),
ce qui donne:

(1.34) U st t) = L7G, 3 L7 [T] o) 4,
’Y’ENm/
pour 7/ = 1,...,d et 3 € N™. Dans (1.36) ci-dessous, on notera aussi ces séries

\I]_Ij/, B(Za w, Cv 57 t/)
Soit k£ € N. En ne considérant que les multiindices 5 € N™ de longueur |3| < k, et

en posant (¢, 7) := 0, définissons I’application formelle suivante, qui est & valeurs dans

CNa. . % pour un certain entier Ng/ 7 1 :

(1.35) Py ot — (V) 5(0,0,t))

1<y’ <d’, |B|<k*

Puisque les termes £° g, et L’ FV } sont constants lorsque I’on pose (¢,7) = (0,0),

I’application 1;, est holomorphe au voisinage de I’origine.
L’application CR formelle & sera dite

(h1) Levi non-dégénéréea I’origine si ¢} estderangn’ent’ =0;

(h2) finiment non-dégénérée a I’origine s’il existe un entier ¢, tel que 1;, est de rang
n’ ent’ = 0 pour tout k > /g ;

(h3) essentiellement finie a I’origine s’il existe un entier ¢, tel que 1, est une applica-
tion holomorphe finie pour tout & > ¢y ;

(h4) Segre non-dégénérée a I’origine s’il existe des entiers j'(1), ..., j'(n’) satis-
faisant 1 < j'(¢}) < d pour¢f = 1,...,n/, et des multiindices distincts
B(1), ..., B(n") € N™ tels que le déterminant suivant :

Ol o0t = 5
(1.36) det Jaﬁ (2,6(z,0),0,0, 1 (z,6(2,0)))

1<if, i <n’

ne s’annule pas identiquement dans C[z].

On vérifie que ces quatre conditions ne dépendent pas du sytéme de coordonnées ho-
lomorphes locales dans lequel la sous-variété M’ est représentée par &' = ©'({’,t)
(cf. [Me2003]). La condition (h1) apparait dans [SS1996] ainsi que dans d’autres réfé-
rences précédentes; la condition (h2) apparait dans [La2000] ; la condition (h3) apparait
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dans [CPS1999], [Me1999], [Da2001] et [DM2002] ; ces références expriment la condi-
tion (h3) en disant, de maniére équivalente, que la variété caractéristique Vi, := {t’ :
% 5(0,0,t')=0,4"=1,...,d, 3 € N™}, quiest un sous-ensemble analytique com-
plexe de C™' passant par I’origine, est de dimension zéro en ¢ = 0 enfin, la condition
nouvelle (h4) apparait dans [Me1999].

Avant de présenter les quatre principes de réflexion auxquels donnent naissance les
quatre conditions (h1), (h2), (h3) et (h4), nous voudrions mentionner qu’elles sont sa-
tisfaites si I’on effectue une hypothése de non-dégénérescence sur M’ combinée a une
hypothése de non-dégénérescence CR-horizontale sur h.

Proposition 1.37. Supposons h CR-transversale a I’origine.
(1) Si M’ est Levi non-dégénérée a I’origine, h est finiment non-dégénérée a I’ori-
gine.
(2) Si M’ est finiment non-dégénérée a I’origine, A est finiment non-dégénérée a
I’origine.
(3) Si M’ est essentiellement finie a I’origine, h est essentiellement finie & I’origine.
(4) Si M’ est Segre non-dégénérée a I’origine, h est Segre non-dégénérée a I’origine.
Puisque la condition (cr5) est la plus générale, cette proposition se démultiplie en
quatre autres propositions énoncées avec (crl), avec (cr2), avec (cr3) ou avec (cr4) a la
place de (cr5). Une partie de ces vingt assertions, mais pas la totalité, se trouve implicite-
ment démontrée dans les travaux de S.M. Baouendi, L.P. Rothschild et divers co-auteurs.
Pour la démonstration relativement technique de ce résultat que nous n’utiliserons pas,
nous renvoyons le lecteur au Théoréme 4.3.1 de [Me2003].
Mentionnons toutefois les quatre observations:

(1) h Levinon-dégénérée = M’ Levi non-dégénérée;

(2) h finiment non-dégénérée = M’ finiment non-dégénérée;

(3) h essentiellement finie = M’ essentiellement finie;

(4) h Segre non-dégénérée = M’ Segre non-dégénérée.
Chacune de ces implications est stricte, comme le montreraient des exemples élémentaires
analogues a ceux qui sont développés dans [Me2001d]. La condition de CR-transversalité

sur h est la condition la plus fine qu’il faut ajouter pour garantir les réciproques de ces
implications.

1.38. Quatre principes de réflexion CR formels pour h. Ainsi, travaillons directement
avec les quatre conditions de non-dégénérescence sur h.

Théoréme 1.39. ([Me1999], Theorem 1.2.1) Soit  : (M,0) —x (M’,0) une applica-
tion CR formelle entre deux sous-variétés de C, C"" analytiques réelles, génériques,
de codimensions d > 1, d’ > 1 et de dimensions CR égalesa m := n —d > 1,
m’ :=n' —d > 1.Si M est minimale a I’origine et si
(i) h est Levi ou finiment non-dégénérée & I’origine ; ou si

(i) h est essentiellement finie a I’origine ; ou si

(iii) h est Segre non-dégénérée a I’origine,
h est convergente.

La partie (i) est essentiellement démontrée dans [BER1997] et [BER1998] (voir aussi
[La2000]). La partie (ii) est essentiellement démontrée dans [BER2000], grace a une
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variation sur les arguments classiques de [BJT1985], mais avec des conditions de non-
dégénérescence séparées sur M’ et sur h. On trouve une copie conforme de cette dé-
monstration relativement complexe dans [Mi2002], ou la condition (h3) est empruntée
a [CPS1999] et a [Mel1999]. Le Théoreme 1.2 de [DM2002] coincide avec ce méme
résultat, mais grace a I’argument élémentaire de tranchage tiré de [Me1999], on peut af-
firmer que la complexité de la preuve donnée dans [BER2000] ou dans [Mi2002] n’a
pas lieu d’étre. Répétons que la condition (h3) est paradigmatique depuis le travail clas-
sique [BJT1985].

Lorsque (h1) ou (h2) est satisfaite, en appliquant le théoréme des fonctions implicites,
on démontre qu’il existe un entier £, > 1 et une application ® holomorphe locale telle
que les identités de réflexion apparaissant a la premiére ligne de (1.31) se résolvent par
rapport a h(t), grace au théoreme des fonctions implicites, sous la forme:

(1.40) h(t) = ® (¢, 7,J0 h(T)),

pour (t,7) € M (le 85.2 ci-dessous fournit les détails). Ici, la notation J‘h(7) dé-
signe le jet d’ordre £, de h(7). Une telle relation remonte aux travaux fondateurs de
S. Pinchuk [Pi1975] et H. Lewy [Le1977]. Elle est appelée identité de réflexion basique
dans [BER1999a]. Afin de rendre plus accessible la démonstration du Théoréme 1.23,
nous reconstituerons la démonstration trés simple de la convergence de h sous cette hy-
pothése dans la Section 5, en utilisant notre propre formalisme.

Lorsque (h3) est satisfaite, on démontre grace a un procédé d’élimination algébrique
standard (cf. les travaux [BJT1985], [BER1999a] reprenant les détails de ce procédé bien
connu depuis le traité de Van der Waerden [VdW1970]), qu’il existe un entier £, > 1 etn’
polyndmes tels que les identités de réflexion qui apparaissent a la premiere ligne de (1.31)
fournissent une «quasi-résolution polynomiale» de h(t) par rapport au jet d’ordre £, de
h(T), c’est-a-dire que I’on a n’ relations polynomiales de la forme

(1.41) hoONO) + N AL (87, JER(T)) he (VT =0,
1<K’ <N(i')
pour¢’ =1, ...,n' etpour (¢, 7) € M, oules A}, ., sont des applications holomorphes

locales. Nous renvoyons au Théoréme 1.2 de [DM2002] pour une démonstration épurée
de la convergence de h sous cette hypothése.

Enfin, dans la Section 6, nous exposerons la démonstration non publiée du Théo-
réme 1.39 (iii) contenue dans [Me1999].

1.42. Absence de finitude relative dans le cas analytique réel. Il y a une explication
au fait que la seconde collection d’identités de réflexion n’est généralement pas consi-
dérée dans les références précitées. En effet, les hypothéses de non-dégénérescence du
type (h1), (h2), (h3) ou (h4) permettent toutes de ramener I’infinité des identités de ré-
flexion & un nombre fini de relations de dépendance entre les composantes ./ (¢) et un jet
d’ordre fini J%h(7) de I’application formelle conjuguée. L’essence méme du principe de
réflexion de Schwarz a une ou plusieurs variables complexes se joue dans la possibilité
d’exprimer h en fonction de i —cela est bien connu. Mais lorsque A/’ n’est ni finiment
non-dégénérée ni essentiellement finie, une telle résolution est impossible: aucune ver-
sion du théoreme des fonctions implicites n’est valide lorsque le morphisme des k-jets
de sous-variétés de Segre (1.8) est d’une complexité arbitraire. En général, il est donc
nécessaire de considérer I’infinité des séries ©7, _, (h(t)).

Il y a pourtant un cas oU une résolution finie est possible : c’est lorsque M’ est algé-
brique. En fait, dans [Mi2002], N. Mir obtient le Théoréme 1.23 pour les applications
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CR-dominantes en supposant M’ algébrique, car dans ce cas (subrepticement simpli-
fié), toutes les séries {@9,77,_(t’)}1§j,3d,7 Lvenm’ SONt alors algébriquement dépendantes
par rapport a un nombre fini d’entre elles. Grace a cette propriété cruciale de finitude,
on peut obtenir des identités de réflexion analogues a (1.41): pour toute composante

! 3 H H A H H H H H H H
07 .. (h(t)) de I"application de réflexion, il existe une relation polynomiale, satisfaite
pour (t,7) € M:

(1.43) ST A (G JER(n) [0 ()] =0,

0<k' <N},

ol chaque ¢y, chaque IV, et chaque série analytique A}, dépend de j’ et de +'.

Au contraire, dans la catégorie analytique réelle, il est absolument faux qu’étant donné
un nombre infini de séries entiéres convergentes ¢ (x) € C{x}, k =1,2,3,...,00,x €
C",n > 1, il enexiste un entier N > 1 tel que pour tout & > N + 1, il existe une applica-
tion holomorphe locale G, (x, X1, ..., Xn, Y% ) telle que G, (x, h1(x), ..., hn (%), g (x))
= 0. Ce phénomeéne est relié a un exemple classique dii & Osgood, aux de travaux de
A.M. Gabrielov, de E. Bierstone, P.D. Milman, de B. Malgrange ; il exhibe une différence
majeure avec la géomeétrie algébrique locale. Aussi, I’utilisation des conditions de non-
dégénérescence dans les travaux antérieurs était-elle cruciale, puisqu’a chaque étape de
la démonstration, on peut substituer & la considération de I’infinité de séries formelles
{05,/ (h(t) }1<jr<ar, yrenme Celle des n composantes de h seulement. Dans ce cas,
toutes les {©7, ., (h(t))}1<j <qr, renm SONE clairement holomorphes respectivement a
(hi(t), ..., hn/(t)). Mais ici, dans le cas général, on travaillera directement avec cette
collection infinie {©7, _,(h(t)) }1<j <a’,~7enm, €n utilisant de maniére cruciale les deux
paires d’identités de réflexion conjuguées (1.31) et (1.32) (voir le §7.61 ci-dessous).

1.44. Applications. Terminons cette introduction par I’énoncé de deux applications prin-
cipales. Dapres le Théoréme 1.11, les composantes ©”, _, (h(t)) de I’application de ré-
flexion associée a une équivalence formelle sont convergentes:: elles s’identifient a des sé-
ries convergentes 6%, ., (t) € C{t}. Enappliquant le théoreme d’approximationde M. Ar-
tin aux équations analytiques ©%, _,(h(t)) — 0., (t) = 0 satisfaites par I’application for-

melle h(t) € (C[[t]]"/, on déduit I’existence d’une application convergente H(t) € C{t}"
telle que ©%, _,(H(t)) — ¢, ,(t) = 0. Dans le §7.146, nous Vvérifierons qu’une telle
application H(¢) établit un biholomorphisme local entre M et M. Ainsi:

Corollaire 1.45. Deux sous-variétés de C™ analytiques réelles génériques et minimales
sont formellement équivalentes si et seulement si elles sont biholomorphes.

Ce résultat a été obtenu dans [BER1997] par S.M. Baouendi, P. Ebenfelt et L.P. Roth-
schild avec I’hypothese simple de non-dégénérescence finie. Ici, nous I’obtenons sans hy-
pothese de non-dégénérescence sur M’, mais en utilisant fortement la minimalité. Nous
pensons qu’il devrait étre vrai sans aucune hypothese sur les sous-variétés M et M’ for-
mellement équivalentes, excepté le fait qu’elles sont génériques.

Grace au méme argument d’approximation, on peut aussi déduire du Théoréme 1.23
que pour tout entier N' > 1, il existe une une application H (¢) € C{t}*V dont la série de
Taylor coincide avec celle de h jusqu’a I’ordre (N — 1) compris, telle que H™ (¢) établit
une application holomorphe locale de M a valeurs dans M’ (voir le Corollaire 7.147).
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Enfin, dans le §2.20 nous établirons le corollaire suivant qui donne un critére général
pour la convergence de h.

Corollaire 1.46. Sous les hypothéses du Théoréme 1.23, supposons de plus qu’il existe

des entiers j'(1), ..., j'(n') telsque 1 < j/(i}) < n'pouri} =1, ..., n et des multiin-
dices distincts 7/(1), ...,~'(n') € N™ tels que le déterminant suivant :
90", iy i
(1.47) det <7J s (h(t)))
if 1<), iy <n/

ne s’annule pas identiquement dans C[¢]. Alors M est holomorphiquement non-dégéné-
rée et h est convergente.

Notre premier Théoréme 1.11 découle en vérité comme conséquence directe du Théo-
réme 1.23 et de ce corollaire (voir §2.20).

1.48. Remarque finale. Le lecteur aura remarqué que cette introduction contient de nom-
breuses références aux travaux de S.M. Baouendi, de P. Ebenfelt, de F. Meylan, de N. Mir,
de L.P. Rothschild et de D. Zaitsev. Durant la période 1998-2004, ces auteurs ont régu-
lierement suivi I’évolution de nos travaux, publiés dans des revues spécialisées ou prépu-
bliés électroniquement. Si tous nos travaux sur les applications CR font référence a leurs
travaux, comme c’est I’usage, pour la période 1998-2004, force est de constater qu’il
n’existe qu’une seule publication de ces auteurs, groupée ou individuelle, dont la biblio-
graphie contienne une référence a I’un de nos travaux : il s’agit du livre [BER1999a], qui
cite notre travail de thése paru en 1997, portant sur les singularités éliminables pour les
fonctions CR (un autre sujet de recherche) ainsi que I’article [MM1999], écrit en 1997.
Cette absence de citation est donc constatable non seulement dans les travaux que nous
citons ici, mais aussi dans tous les autres travaux (pré)publiés par ces auteurs durant cette
période. Les travaux de N. Mir, trés proches des nétres, constituent le cas le plus frappant
d’absence de citation bibliographique. Pour cette raison, nous nous devions de détailler
dans cette introduction la chronologie précise de I’apparition des résultats récents sur les
applications CR formelles.

1.49. Remerciement. Je remercie vivement Francoise Panigeon pour ses relectures mi-
nutieuses sur écran.

§82. PRELIMINAIRE : SERIES FORMELLES, ANALYTIQUES ET ALGEBRIQUES

2.1. Séries formelles, analytiques, algébriques. Dans ce paragraphe liminaire et élé-
mentaire, destiné seulement a fixer fermement nos notations et a présenter le théoreme
d’approximation de M. Artin, la lettre K désigne ou bien le corps R des nombres réels,
ou bien le corps C des nombres complexes. Soit n € Netx := (x1,...,x,) € K" des
indéterminées. Soit K[x] I’anneau local des séries formelles en les variables (xi, . .., x, ).
Par definition, un élément p(x) € K[x] s’écrit sous la forme o(x) = >y ©a X%,
ol x* est le mondme x7'x5? - - - x% et ou les coefficients ¢, du reste arbitraires, ap-
partiennent a K pour tout multiindice « := («1,...,a,) € N"™. Une telle série est
identiquement nulle si tous ses coefficients ., sont nuls. Nous écrirons cette propriété
©(x) = 0 (dans K[x]). Cette relation, bien que triviale, sera fréquemment utilisée dans ce
mémoire. Lorsque K = C, la variable x et les coefficients ¢, sont complexes et on définit
P(x) == qenn Pa x* enne conjuguant que les coefficients de la série, de telle sorte que

I’on a ¢(x) = B(X), la barre de conjugaison se distribuant sur la série et sur la variable.
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La longueur du multiindice « est I’entier |o| := a; + - -+ + «,,. La dérivée partielle
correspondante sera notée 9 := 91092 - - - 9g» et parfois 91l (x) /OxT1 Ox5? - - - OxGn.
Evidemment, on a ¢, = [1/a!] 0%¢(X)|x=0, OU le symbole a! := ajlas!---a,! est le
produit des factorielles des «;.

Sur K™, la norme |x| := max {|x1], [x2|,...,[x,|} sera la plus commode. Si les co-
efficients satisfont une estimée de Cauchy de la forme |¢.| < Cp~Iel, 00 C > 0 et
p > 0, on dira que la série formelle ¢(x) converge normalement dans le cube ouvert
O,(p) :== {x € K" : |z| < p}. Bien entendu, sous cette condition, une valeur numérique
©(x) € K peut étre assignée univogquement a ¢ en tout point x € O, (p). On dira que
v est K-analytique et on écrira ¢ € K{x}, les constantes p et C' étant de peu d’impor-
tance pour les problémes que nous étudierons. Si de plus il existe un polynéme non nul
P(Xq1,..., Xy, ®) € K[Xq,...,X,, ®]\{0} tel que P(x1,...,Xpn, p(X1,...,%X,)) = 0,0n
dira que o est K-algébrique (au sens de J. Nash) et on écrira o (x) € Ax{x}. Evidemment,
on a les deux inclusions strictes

(2.2) K[x] > K{x} D Ax{x}.

Ces trois ensembles K[[x], K{x} et Ax {x} sont des anneaux dits de séries entiéres qui sont
locaux, nothériens, factoriels et qui satisfont les théoremes de préparation et de division
de K. Weierstrass. lls sont stables par composition et par différentiation ; le théoréme des
fonctions implicites y est valide.

2.3. Application formelles. Soient n et n’ deux entiers strictement positifs. Une appli-
cation formelle de K" dans K™ consiste en la donnée d’un n’-uplet de séries entiéres
formelles (x) := (¢1(x), ..., en(x)) appartenant a K[x] et sans terme constant, i.e.
satisfaisant ¢,/ (0) = 0. Une telle application est dite

(1) inversiblesin’ = n etsidet ([0pi, /0%i,](0))1<iy, is<n # 0}
(2) submersivesin’ < n ets’il existe des entiers 1 < (1) < --- < i(n') < n tels
que det ([84,01/1 /axi(ié)](o))lgi“;gn, #0;

(3) finie si I’idéal engendré par les composantes ¢1(x), ..., @, (x) est de codimen-
sion finie dans K[x], ce qui implique que n’ > n;
(4) dominante si n’ < n et s’il existe des entiers 1 < i(1) < --- < i(n') < n

tels que le determinant det ([0 /Oxi(i)](X))1<i iy <nr # O Ne s’annule pas
identiqguement dans K[x] ;

(5) transversale s’il n’existe pas de série formelle F’(x}, ...,x.,) € C[x}, ...,x//]
non nulle telle que F’'(¢1(x), ..., ¢n (x)) = 0 dans K[x].

On démontre de maniére élémentaire que ces conditions sont ordonnées par ordre
croissant de généralité (voir [Me2003]). La derniére condition, de loin la plus générale,
n’implique aucune inégalité entre les dimensions n et n’.

2.4. Approximation. Le principal outil (non trivial) de géométrie analytique que nous
utiliserons ad nauseam énonce que la série de Taylor de toute solution purement formelle
d’équations K-analytiques peut étre corrigée a I’infini de maniére a la rendre convergente,
de telle sorte que la série modifiée demeure solution des équations analytiques données.

Théoréme 2.5. (M. ARTIN: [Ar1968], [Ar1969]) Soit n € N avec n > 1, soit x =
(X1,...,%,) € K™, soitm € N,avec m > 1,s0ity = (y1,...,ym) € K", soit
d € Navecd > 1 etsoit Ri(xy),...,Rai(x,y) une collection arbitraire de séries
entiéres appartenant a K{x,y} ou a Ax{x,y} qui s’annulent & I’origine, c’est-a-dire
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R;(0,0) = 0pourj =1,...,d. Supposons qu’il existe une application formelle h(x) =
(h1(x), ..., hm(x)) € K[x]™ avec h(0) = 0 telle que
(2.6) R; (x,h(x)) =0 dans K[x], pour j=1,...,d.

Soit m(x) := x1 K[x] + - - - + x,K[x] I"idéal maximal de K[x]. Pour tout entier N' > 1,
il existe une série entiére convergente ™ (x) qui appartient a K{x}™ ou a Ax {x}™ telle
que

2.7 R; (x,hN(x)) =0 dans K[x], pour j=1,....d,
et qui approxime h(x) & l’ordre N — 1, ¢’est-a-dire qui satisfait
(2.8) A (x) = h(x) mod (m(z)").

Dans la démonstration du théoréme principal 1.23, nous verrons trés fréquemment
apparaitre des solutions formelles d’un nombre infini d’équations analytiques qu’il fau-
dra transformer en solutions convergentes. Heureusement, la considération d’un nombre
fini d’équations analytiques R;(x,y) = 0, j = 1,...,d dans le théoréme de M. Ar-
tin n’est en rien restrictive. En effet, s’il I’on se donne au contraire un nombre infini
de telles équations R;(x,y) = 0, pour j = 1,2,3,..., 00, grace & la noethérianité de
K{x,y} oude Ax{x,y}, il existe un entier d > 1 tel que I’idéal engendré par tous les R
coincide avec I’idéal engendré par Ry, Rs, ..., Rq. En d’autres termes, pour tout entier
l=1,2,...,00ettout j =1, ...,d, il existe des coefficients \; ;(x,y) appartenant a
K{x,y} oud Ax(x,y) tels que R;(x,y) = 2?21 AL (%, y) Rj(x,y). On déduit immédia-
tement que les équations finies Ry (x,h(x)) = --- = R4 (x,h(x)) = 0 sont satisfaites
si et seulement si les équations infinies R;(x, h(x)) = 0 pour [ = 1,2,...,00 le sont;
on déduit de méme qu’une solution convergente h™ (x) € K{x} ou A" (x) € Ax{x}
des équations finies Ry (x,hV(x)) = --- = R4 (x,h"(x)) = 0 est automatiquement
une solution des équations infinies R; (x,h"¥ (x)) = 0,1 = 1,2,..., cc. En définitive, le
Théoréme 2.5 est tout aussi valide pour un nombre infini d’équations analytiques.

Notons qu’il n’est pas possible d’appliquer directement le Théoréme 2.5 pour démon-
trer le Corollaire 1.45 ou le corollaire plus général du Théoréme 1.23 cité avant I’énoncée
du Corollaire 1.46. En effet, sous les hypothéses dudit théoréme, I’application CR for-
melle complexifiée h¢ : (M, 0) — # (M’, 0) satisfait les d’ équations analytiques com-
plexes de la premiére ligne de (1.27), dont les variables sont x := (¢,t) € C™*". En ap-
pliquant le Théoréme 2.5, on trouve pour tout N une application (H ¥ (¢,t), ®N (¢, t)) €
C{¢,t}2™ approximant h¢ jusqu’a I’ordre (N — 1) et satisfaisant les mémes équations
analytiques. Malheureusement, rien ne permet de s’assurer que la variable ¢ n’apparait

pas dans H™ et plus encore, que ®V = H" . Toutes les différentiations que nous effec-
tuerons dans les Sections 5, 6 et 7 auront pour véritable but de séparer les variables ¢ de
leurs conjuguées complexifiées 7.

Enongons maintenant un corollaire direct (et connu) du Théoréme 2.5 qui fournit un
critére puissant pour la convergence d’applications formelles et rappelons-en une démons-
tration, élémentaire parmi d’autres.

Corollaire 2.9. Sous les hypothéses du Théoreme 2.5, si d = m et si le déterminant

(2.10) det (% (x, h(X)))

a7z 1<j, k<m

ne s’annule pas identiquement dans K[x], la série formelle h(x) est en fait convergente
analytique ou algébrique, i.e. appartient a K{x}™ ou a Ag{x}™.
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Démonstration. Gréce a la formule de Taylor sous forme intégrale, on trouve aisément
des séries entieres S; 1 (x,y,y’) analytiques ou algébriques satisfaisant les formules de
division

(2.11) R;(%y) = R; (xY) = > Sjk (% y,Y) [y — i,
k=1
pour j = 1,...,d. Notons qu’en faisant tendre y;. vers yy, il est clair qu’on obtient

Grace au Théoréeme d’approximation 2.5, on trouve pour tout entier N > 1 des séries
entiéres convergentes analytiques ou algébriques h (x) qui sont solutions des équations
R; (x, kN (x)) =0, pour j = 1,...,m, et qui satisfont 1™V (x) = h(x) mod (m(x)").

Remplagons maintenant y par h(x) et y’ par h"V (x) dans les équations (2.11), ce qui
donne

0 = R; (x,h(x)) — R; (x, hN(x))

EE:SM%&M@ﬁNw)MM@—th»

pour j = 1,...,m. En tenant compte de I’identité (2.12), I’hypothése que le détermi-
nant (2.10) ne s’annule pas identiquement s’écrit de maniére équivalente

(2.13)

(2.14) det (Sjk (%, (%), (X)) 1 < k< Z 0 dans K[x].
Il en découle aisément que si IV est suffisamment grand, le déterminant
(2.15) det (SM (x, h(x), hN(X)))lgj,kgm

ne s’annule (lui non plus) pas identiquement dans K[x]. Finalement, en interprétant (2.13)
comme un systéme linéaire homogéne dont les inconnues sont les hy(x) — hiY (x), pour
k = 1,...,m, la non-annulation du déterminant (2.15) implique immédiatement que
hi(x) = hyY (x) pour k = 1,...,m. En conclusion, I’application formelle h(x) = ™ (x),
qui s’identifie donc a I’une des applications convergentes qui sont fournies par I’approxi-
mation de M. Artin pour N assez grand, est effectivement convergente, analytique ou
algébrique. O

2.16. Equivalences CR formelles non convergentes entre sous-variétés holomorphi-
guement dégénérées. Dans ce paragraphe, nous vérifions I’assertion faite au §1.10 de
I’Introduction. Soit donc (s, t") — exp(s' X")(t') =: ¢'(s',t’) le flot local d’un champ

’
de vecteurs holomorphe X’ = "7, a/, (') 52— non nul tangent a une sous-variété A’
!

de C™ analytique réelle, générique et passant par I’origine. Par définition, cette applica-
tion holomorphe définie au voisinage de (0, 0) dans C x C™" est uniquement déterminée
par la condition initiale ¢’(0,¢') = ¢’ et par le systéme d’équations différentielles ordi-
naires dys ¢}, (s',t') = al, (' (s', ), pourd’ =1, ... ,n’.

Supposons M’ représentée par les équations analytiques reelles p’, (¢',#') = 0, pour
j' =1, ...,d . Lacondition de tangence de X’ a M’ implique évidemment que le flot de
X' stabilise M’, c’est-a-dire qu’il existe une matrice inversible de taille d’ x d’ de séries
entiéres convergentes ¢’(s’,¢', 8, ') telle que I’on a I’identité vectorielle

(2.17) PP ¢), @ (5, 1) = (,¢,8.8) o (')
De plus, comme X’ ne s’annule pas identiquement, aprés une renumeérotation éventuelle,
on peut supposer que a} (') # 0. 1l en découle que ds ¢} (0,t") = a} (¢'(0,t')) £ 0
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dans C{¢'}. Autrement dit, dans le développement en série entiére de 0 ¢’ (s',t’) par
rapport aux puissances de s’, qui s’écrit >_p-  (s')" @1 x(t), ona ¢ o(t') # 0.0n
vérifie alors facilement que pour toute série formelle @’ (¢') € C[¢'] dont I’ordre d’annu-
lation est suffisamment élevé, i.e. ' (¢') € [m(#')]"Y pour N assez grand, la composition
s (w'(t'),t') ne s’annule pas identiquement dans C[¢']. Le lemme suivant acheve
d’établir I’énonceé désiré.

Lemme 2.18. Pour toute série entiere w’(t') € C[t'] non convergente qui satisfait
Osr 0y (@' ('), t') £ 0, I"application t' —x ¢’ (@’'(¢'),t’) induit une auto-application
CR formelle de M’ qui n’est pas convergente.

Démonstration. En effet, si I’on remplace s’ par @’ (¢') dans (2.17), on voit immédiate-

mentque t' —x ¢'(’(t'), ') induit une auto-application CR formelle de M’.
Supposons par I’absurde qu’elle est convergente. En particulier, sa premiére compo-

sante ¢ (' ('), t’) s’identifie & une série convergente. Notons-la oy (') € C{t'} et consi-

dérons I’identité formelle

(2.19) o' (@' (t),t) — ey (t') =0,

qui exprime que <o’ (¢’) est solution d’équations analytiques. Puisque 1’on suppose que

sy (w'(t'),t") # 0, I’hypothése principale du Corollaire 2.9 est exactement satisfaite,

ce qui implique que @’ (¢’) est convergente. Cette contradiction conclut le raisonnement

par I’absurde. En conclusion, I’auto-application CR formelle t’ — £ ¢’ (@'(t'),t') n’est
pas convergente. O

2.20. Démonstrations du Corollaire 1.46 et du Théoreme 1.11. D’apres le Théoreme
1.23, toutes les composantes ©”, _, (h(t)) s’identifient a des séries entieres convergentes

0% () € C{t},pourj’ =1,...,d ety € N™_ Considérons les équations analytiques
suivantes, en nombre infini :
(221) @3/’7/(}14(15)) — 99/7,71 (ﬁ) =0 3

elles sont satisfaites par I’application formelle h(t). Les hypothéses du Corollaire 1.46
sont exactement celles qui assurent que le Corollaire 2.9 s’applique. Donc k(t) € C{t}™
converge. Le Corollaire 1.46 est démontré.

Pour établir le Théoreme 1.11, rappelons que M’ est holomorphiquement non-dégéné-

rée si et seulement si il existe des entiers j'(1), ..., ' (n) tels que 1 < j/(i}) < d’ pour
i, =1, ...,n’ et des multiindices distincts 1/(1), ...,~'(n’) € N™ tels le déterminant
suivant :
00’
2.22 det | —1 270
(2.22) ¢ < o, )
2 1<i! . it <n’

ne s’annule pas identiquement dans C[¢'] (cf. [St1996], [BER1999a] ou le Lemme 3.2.49
(5) dans [Me2003]). Si h(t) est inversible & I’origine elle est a la fois CR-transversale
et transversale a I"origine. Le Théoréme 1.23 s’applique: les composantes ©, _, (h(t))
s’identifient a des séries entiéres convergentes 0%, _, () € C{t}, pour j' = 1, ... ,d" et
4 e N™',

Puisque h est transversale a I’origine, le déterminant (1.47) pour les mémes entiers
j' (i) et les mémes multiindices ' (¢} ) ne peut pas s’annuler identiqguement. L’hypothése
principale du Corollaire 1.46 est satisfaite, donc (t) € C{t}" converge. Nous en dé-
duisons méme que le Théoréme 1.11 est vrai avec I’hypothese plus générale que h est
CR-transversale et transversale & I’origine, ou avec d’autres hypotheses intermédiaires.
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83. GEOMETRIE LOCALE DES PAIRES DE FEUILLETAGES MINIMALES

3.1. Avertissement. Nos considérations seront toujours locales, centrées en un point fixe
de C™ que I’on supposera étre I’origine, sans perte de généralité. Nous éviterons soigneu-
sement d’employer le langage des germes, dont I’ambiguité fondamentale qui consiste
a ne pas préciser dans quels petits ouverts on travaille, loin de simplifier les énonces et
les démonstrations, entretient des imprécisions qui nuisent a la cohérence de I’ensemble
et occultent le sens géométrique concret des concepts, localisés au fur et a mesure des
preuves?.

Dans cette section et dans celle qui suit, nous présentons les notions de base. Elles sont
développées en partie dans d’autres références, mais elles y sont généralement exposées
dans un autre langage ou d’une maniere parfois incompléte que nous jugeons trop peu
conceptuelle ou insuffisamment épurée. Aprés une présentation progressive et générale
des deux objets fondamentaux que sont la paire de feuilletages invariants (Section 3) et
les jets des sous-variétés de Segre (Section 4), les objets analytiques avec lesquels nous
travaillerons réellement seront clairement et concrétement posés dans les deux résumeés
qui apparaissent aux sous-sections 3.31 et 4.33.

Bien que les concepts de base possédent tous un sens géométrique initial, en vérité, ce
qui constituera pour nous I’essence méme du Théoréme principal 1.23, c’est I’architecture
purement algébrique des calculs formels qui apparaitront dans sa démonstration dévelop-
pée; c’est I’enchainement structuré, réglé et épuré des gestes formels; et surtout, c’est
la nature duelle des calculs, toujours absolument symétriques par conjugaison complexe.
C’est pourquoi nous exprimerons nos calculs en déployant leurs deux versions paralléles
d’une maniére simultanée. Enfin, c’est grace a cette compréhension interne de la symeé-
trie entre les variables holomorphes et les variables anti-holomorphes que nous serons
a méme de transférer presque directement un large pan de la géométrie CR a I’étude
des systemes complétement intégrables d’équations aux dérivées partielles analytiques
(voir [Me2004]).

Ainsi, dans ce mémoire, sera privilégiée la concrétude explicite des calculs par rapport
a leur possible abstraction structurale.

3.2. Sous-variétés génériques analytiques réelles de C™. Une sous-variété analytique
réelle locale M de C™ passant par I’origine est dite génériquesi son espace tangent génere
C", c’est-a-dire Ty M + JToM = ToC™, ou J désigne la structure complexe standard de
C™. 1l en découle trivialement que la codimension réelle d de M satisfait d < n. Si
t = (t1,...,t,) € C™ sont des coordonnées centrées a I’origine, on peut représenter
concretement M par d équations cartésiennes indépendantes py (¢,%) = 0,. .., pa(t, 1) =
0, oul les séries entieres convergentes p;(¢,t) € C{t,t} s’annulent & I’origine et satisfont
la condition de réalité p;(¢,t) = p,(t,t). L’hypothése que M est une sous-<\/:riz't(-§<(sans
1<k, k2<n

singularités) de C™ équivaut au fait que la matrice (;’;fl (t,1) gg’;’l (¢, E)) oy ad

lignes et a 2n colonnes est de rang d a I’ origine. En exprimant analytiquement la condition

3. Par exemple, le fait de travailler avec des polydisques emhoités dont les rayons décroissants sont préci-
sés successivement en fonction de contraintes explicites est un ingrédient substantiel pour démontrer de maniéere
rigoureuse et compléte que I’ensemble des automorphismes holomorphes locaux d’une sous-variété locale de
C™ analytique réelle, générique et finiment non-dégénérée est un groupe de Lie local de dimension finie, notion
qui ne s’accommode guére du langage des germes si I’on tient a la relier concrétement a I’objet géométrique
qui est stabilisé (voir le Théoreme 4.1 dans [GM2004] ; le théoréme le plus général dans cette direction ob-
tenu auparavant par les auteurs de [Za1997] et [BER1999a] se limite, sans nécessité apparente, au sous-groupe
d’isotropie d’un point fixe donné a I’avance).
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géométrique To M + JTOM ToC™, on voit aussi que la généricité de M équivaut au fait
k<n
que la matrice (8”1 t E)) - de taille d x n est de rang d & I’origine. On vérifie que

cette derniére condition est mdependante du choix des équations définissantes et qu’elle
est alors satisfaite en tout point p € M suffisamment proche de I’origine : la généricité
est une condition ouverte. Sans perte de généralité, on pourra donc supposer qu’elle est
satisfaite en tout point de M.

Les sous-variétés analytiques réelles dites Cauchy-Riemann (CR) de C™ les plus gé-
nérales ne sont pas forcément génériques, néanmoins, il est bien connu qu’elles sont gé-
nériques dans leur complexification intrinséque, qui est une sous-variété complexe loca-
lement biholomorphe & C™' pour un entier n’ < n; par conséquent, ne travailler qu’avec
des sous-variétés génériques n’est en rien restrictif.

Grace a la formule de la dimension pour la somme de deux sous-espaces vectoriels
dimg (F 4+ F) = dimg FE + dimg F — dimg(F N F'), on déduit que la distribution de
sous-espaces linéaires réels M > p — T,M N JT,M est de rang constant 2(n — d).
Le sous-espace T,M N JT,M est appelé sous-espace complexe tangent a A/ et noté
T M. Puisque J? = —1d, c’est I’'unique sous-espace .J-invariant de 7}, M de dimension
maximale. L’entier m := n — d est appelé la dimension CR de M.

Seuls deux cas limites sont inintéressants du point de vue de la géométrie CR locale :
lorsque la codimension d s’annule, auquel cas M s’identifie & un cube ouvert de C”, et
lorsque la dimension CR m s’annule, auquel cas M s’identifie & un cube ouvertde R™. Par
conséquent, dans tout le mémoire nous travaillerons avec des sous-variétés génériques
locales de codimension et de dimension CR strictement positives.

Aprés une transformation linéaire inversible de C™ arbitrairement proche de I’identité,
on peut supposer que dans les coordonnées ¢ scindées en deux groupes t = (z,w) =
(215 « ooy Zmy W1, .. wq) = (x + dy,u + iv) € C™ x C4, ’espace tangent Ty M ne
contient aucun vecteur réel de I’espace des v; de maniére équivalente, on a: ToM +
({0} x R¥) = TC™. Puisque la sous-variété M est alors graphée au-dessus de C* x R,
on peut la représenter par d équations de la forme v; = ¢;(z,y,u), 7 =1,...,d, ou les
séries analytiques réelles ¢, (z,y, u) € R{z,y, u} satisfont bien sir ¢;(0) = 0.

De notre point de vue, toute représentation de M par des équations définissantes réelles
posséde le défaut majeur de ne pas différencier clairement les variables ¢ et £. C’est pour-
quoi nous utiliserons toujours d’autres équations définissantes, dites équations complexes.

Remplagons x par (z + z)/2, y par (z — z) /2, u par (w + w) /2 et v par (w — w)/2i
dans ces équations, ce qui donne w; — w; = 2ip; (2 + 2)/2, (2 — 2) /2%, (w + @) /2).
La matrice des dérivées partielles de ces d équations scalaires par rapport aux variables wy,

2 Oy
partie réelle ne s’annule pas. Par conséquent, le theoreme ‘des fonctions implicites (version
analytique complexe) s’applique et il permet de résoudre w en fonction des variables z,
z et w. Notons les d équations complexes obtenues sous la forme w; = ©;(z, z, @),
j=1,...,d,00les ©;(z,z,w) € C{z, zw} sont les uniques solutions des identités
analytiques*

1<i<d
calculée a I’origine, vaut: Iy« q—2i (1 9% (0,0 0)) ; elle est non nulle, puisque sa
<j<d

(3.3) L =
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On vérifie que de telles équations complexes existent avec I’hypothése (un peu plus gé-
nérale) ToM + ({0} x C?) = ToC™. Un probleme de cohérence surgit alors immé-
diatement: les séries entiéres ©; étant a valeurs complexes, les parties réelles et ima-
ginaires des équations w; = ©,(z, z,w) fournissent en vérité 2d équations réelles. De
maniére équivalente, il faudrait leur ajouter les équations conjuguées w; = ©;(z,z,w),
j =1,....d, ce qui semble contredire le fait que M est de codimension d. Autre ambi-
guité : on aurait pu choisir de résoudre par rapport a w plutdt que par rapport a w.

Heureusement, on démontre (cf. [BER1999a] ou [Me2003]) qu’il existe une matrice in-
versible (@; ; (¢, t))ggj de séries formelles convergentes, de taille d x d, égale a —Id g% 4
a I’origine, telle qu’on a I’identité formelle vectorielle

(3.4) w—0(z,z,w) = a(t,t) [w—0O(z,z )]

dans C{t,7}%. Réciproquement, on vérifie que pour toute série entiére vectorielle analy-
tique O(z, z,w) € C{z, z,w}? satisfaisant une telle équation, le sous-ensemble M :=
{(z,w) € C" : w = O(z,%,w)} est une sous-variété locale de C" analytique réelle,
générique et de codimension d.

Il découle aussi visiblement de (3.4) qu’on n’obtiendrait aucune équation indépendante
nouvelle pour la représentation de M par les équations w; = ©;(z, z,w) en leur ajoutant
les équations conjuguées w; = 0,(z, z, w).

Mais on se gardera d’en déduire (comme dans [BER1999a]) que I’on peut choisir défi-
nitivement pour la représentation de M I’une de ses deux collections d’équations définis-
santes conjuguées. En effet, nous allons constater nettement dans la Section 7 ci-dessous
qu’il est nécessaire d’effectuer un jeu alternatif permanent entre les deux systémes d’équa-
tions, vus comme un couple d’objets symétriques articulés par la relation (3.4): cette
ambiguité est fondamentale.

3.5. Complexification extrinséque. Soient maintenant ¢ € C™ et ¢ € C¢ des nouvelles
coordonnées indépendantes correspondant aux complexifications des variables z et w,
ce que I’on peut écrire symboliquement ¢ := ()¢ et £ := ()¢, ou la lettre «c» est
I’initiale du mot «complexification». On notera 7 := ({,£) € C™ la complexification
de ¢. Dans la suite, on utilisera les notations légérement abrégées O(z, #) et O(z, t) plus
fréquemment que O(z, z,w) et O(Z, z, w). En remplagant £ par = dans les séries entiéres
convergentes ©(z,%) = Y scnm aene 94,0 27 1% 00 O 5 o € C, on obtient des
séries entiéres convergentes ©;(z, 7) = > BEN™, aeNn O, 5, o 27 7@ des m+n variables
indépendantes (z, 7). La complexification extrinséque M := (M)¢ de M est alors la
sous-variété analytique complexe de C™ x C™ passant par I’origine et de codimension d
qui est définie par I’une des deux collections de d équations définissantes holomorphes

(3.6) wj =0;(z,7)  ou & =6;((1),

qui sont évidemment équivalentes en vertu de la complexification de la relation (3.4), qui
s’écrit:

(3.7 £—0((t) =a(r,t) [w — @(Z,T)] )

Notons que dim¢ M = 2m + d. Notons aussi que M se plonge dans C™ x C™ comme
I’intersection de sa complexification M avec la diagonale antiholomorphe A := {(¢,7) €

4. Nous notons ici ces solutions @j, en les équipant d’emblée d’une barre de conjugaison complexe, avec
I’idée que dans leurs 2m-+d arguments (z, Z, w), ceux qui sont des conjugués de variables complexes dominent.
Dans la suite, nous verrons & quel point le jeu alternatif entre les séries entiéres © ; (z,Z,w) et leurs conjuguées
0, (2, z, w) est crucial.
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C"™ x C™ : 7 = t}. Cependant, dans toute la suite de ce mémoire, nous ne travaillerons
désormais qu’avec des sous-variétés génériques complexifiées. C’est pourquoi notre objet
géométrique fondamental de départ est la sous-variété analytique complexe locale M
définie par les équations (3.6) qui sont articulées par la relation de symétrie (3.7). Plus
analytiqguement encore, notre objet fondamental de départ est la collection des séries
entiéres analytiques complexes ©,(z, ) ainsi que leurs conjuguées © (¢, t).

3.8. Paire de feuilletages invariants. Toute biholomorphisme local de C™ la forme
t' = h(t) = (hi(t),..., hn(t)) € C{t}™ fixant I’origine induit par conjugaison I’anti-
biholomorphisme # = h(%) et par conséquent, il se complexifie en un biholomorphisme
(t',7') = (h(t),h(7)) de C* x C™ qui est d’une forme particuliére, puisqu’il est & va-
riables séparées. Géométriquement parlant, un tel biholomorphisme du produit C™ x C™
envoie les sous-ensembles {t = ct.} et {r = ct.} sur les sous-ensembles {¢t' = ct.}
et {r' = ct.}: il stabilise la paire de feuilletages triviaux qui sont paralléles aux axes
de coordonnées «horizontales» t et «verticales» 7. Par conséquent, tous les concepts
analytico-géométriques locaux qui sont attachés a M d’une maniére qui est invariante
par rapport aux changements de coordonnées holomorphes de la forme ¢t — h(¢) coin-
cident avec les objets analytico-géométriques de M qui sont invariants par rapport au
sous-groupe (infini) de transformations de la forme (¢, 7) — (h(t), h(7)). En particulier,
les deux feuilletages de M dont les feuilles sont les intersections de M avec les sous-
ensembles {¢t = ct.} et {r = ct.} sont invariants. Analytiquement, ces feuilles sont ce
qu’on appellera les sous-variétés de Segre complexifiées S, et les sous-variétés de Segre
complexifiées conjuguées®, définies par

(3.9) S, ={(t,1)eC™: 1=1,,w=0(z,7) } =MN{r=1,} et
' S, ={(t,7)eC: t=1,£=0(Ct,)} =Mn{t=t,},
our, € C"ett, € C™ sont fixes.

{t: tp}
(M S

7tp

La complexification d’une sous-variété
analytique réelle porte une paire de
feuilletages invariants qui sont les

A s, sous-vari_é_tés intégrales des

b, Ld {r =1} complexifiés des champs de

L
A
| A
A A vecteurs de types (1, 0) et (0, 1)
A
=

et qui s’identifient aussi aux

A sous-variétés de Segre
> = > = complexifiées.

Le diagramme ci-dessus a pour objet de représenter cette paire fondamentale de feuille-
tages. Cependant, nous mettons le lecteur en garde, parce que sur cette figure bidimen-
sionnelle, la codimension dans M de la paire de feuilletages semble nulle alors qu’en

5. Avant complexification, on peut définir préalablement les sous-variétés de Segre classiques Sg, C C”

([Se1931a], [Sel1931b], [Se1932], [Wel1977], [Wel977]) et conjuguées §tp C C™ (traditionnellement igno-
rées), que I’on envisage d’emblée comme un couple symétrique articulé par la conjugaison complexe (voir sur-
tout [Me1998] et [Me2003]).
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réalité, elle est strictement positive :
(3.10) dim¢ M —dim¢ Sy, —dime S, =d > 1.

Pour se représenter intuitivement la situation géométrique d’une maniére plus adéquate,
on devrait imaginer par exemple que M est un cube de dimension trois équipé de deux
feuilletages par des courbes qui sont en position générale.

3.11. Flots de champs CR complexifiés. On dira intuitivement que M est minimale a
I’origine si I’on peut recouvrir un voisinage de 0 dans M en se déplagant alternativement
le long des sous-variétés de Segre complexifiées et le long des sous-variétés de Segre
complexifiées conjuguées. Afin de définir rigoureusement cette condition (voir la Défi-
nition 3.19 infra), il est nécessaire d’exprimer mathématiquement ce que I’on entend par
déplacement alternatif le long de la paire de feuilletages invariants.

Pour cela, complexifions une famille génératrice L4, ..., L,, de champs de vecteurs
CR tangents & M de type (1,0) ainsi que leurs conjugués L, ..., L,, qui sont de type

(0, 1). On peut choisir explicitement les générateurs Ly := 2+, %S}j (2,2,0) 5o
pour k = 1,...,m. Les complexifications fournissent deux collections de m champs de
vecteurs a coefficients analytiques donnés explicitement par

0 & 00, 0
Ek—a—%+zl 8—%(Z,<,§) a—u}j, k—l,...,m, et
(3.12) J;
0 00 ; 0
L, = —+ —2(,z,w) —, k=1,...,m.
=0 ; OCk (62 0) 3 "

On vérifie immédiatement que £y, (w; — ©(z, ¢, €)) = 0, ce qui montre que les champs
de vecteurs £, sont tangents a M. De maniére analogue, £, (§; — 9;(¢,z,w)) = 0,
de telle sorte que les champs de vecteurs £, sont aussi tangents & M. De plus, on vé-
rifie immédiatement les relations de commutation [L, L] = 0 et [£;, £;/] = 0 pour
tous k, k' = 1,...,m. D’aprés le théoréme de Frobenius, il découle de ces relations de
commutation que chacune des distributions m-dimensionnelles engendrées par ces deux
collections de champs de vecteurs est intégrable ; cela n’a rien de surprenant, puisque les
variétés intégrales de { L }1<r<m Ne sont autres que les variétés de Segre complexifiées,
tandis que les variétés intégrales de {L£;, }1<kr<m Ne sont autres que les variétés de Segre
complexifiées conjuguées. Bien sir, en général les £, ne commutent pas avec les £, :
c’est justement la non-intégrabilité de la distribution CR complexifiée engendrée par les
deux familles { Ly, L} }1<k, k<m Qui est responsable de la minimalité (cf. Lemme 3.22
infra).

Grace a cette paire de familles de champs de vecteurs, on peut paramétrer les sous-
variétés de Segre complexifiées (conjuguées). En effet, introduisons les flots «multiples»
des deux collections (Lx)1<k<m €t (L )i<k <m- Si p est un point arbitraire de M
dont les coordonnées (wy, z,, (p, &) € C*" satisfont les équations (3.6) et si z; =

(21,1,---,21,m) € C™ est un paramétre de «multitemps» complexe arbitraire, définis-
sons le «multiflot» de £ par
(3.13)

L, (2p, wp, Cpy &p) := exp (21L)(p) := exp(z1,1L1(- - (exp(21, mLm(P))) -~ +))
= (Zp + Zlvé(zp + 21, gpv gp)a Cpa gp) .
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Bien entendu, £, (p) appartient &8 M. De maniére analogue, pour p € M et ¢, € C™, le
«multiflot» de L se définit par

(314) é(l (Zp7 Wy, Cpa €p) = (Z;m Wy, Cp + Cla G(CP + Clv Zp, wp))a

etl’ona L (p) € M. Notons que les deux applications (3.13) et (3.14) sont holomorphes
par rapport a leurs variables.

3.15 Chaines de Segre. Ainsi, plagons tout d’abord le point p a I’origine et déplagons-
nous le long de la variété de Segre complexifiée conjuguée S, d’une hauteur de z; € C™,
c’est-a-dire considérons le point £ (0), que nous noterons aussi I'; (z1). Bien sir, on a
I, (0) = 0. Soit z, € C™. En partant de ce point ', (z1 ), déplagons-nous horizontalement
le long de la variété de Segre complexifiée d’une longueur de z, € C™, c’est a dire
considérons le point

(316) £2 (217 ZQ) = Lzz (ézl (0))
Ensuite, définissons L'5(z1, 22, 23) 1= L_, (L, (L, (0))), puis
(317) L4 (Zla 22, 23, Z4) = £Z4 (ézd (£Z2 (ézl (0))))7

et ainsi de suite. Le diagramme suivant illustre le procédé:

CrxC" AT

( )
M L5(23)

Ty (29))

T, (=) Ly (2(2))
‘t
0

L J

FIGURE 2: CHAINES DE SEGRE DANS M

Par récurrence, pour tout entier positif &, on obtient une application holomorphe locale
I'.(21, ..., 2,) & valeurs dans M, définie pour z1, ...,z € C™ suffisasmment petits
et satisfaisant ', (0, ...,0) = 0. Dans la suite, nous utiliserons souvent I’abréviation
Z(ky = (21, ..., k) € C™* etnous appellerons L, la k-iéme chaine de Segre conjuguée.

Si I’on commencgait cette suite d’applications holomorphes composées par le flot de £
au lieu de commencer par celui de £, on obtiendrait des applications 'y (z1) := L., (0),
puis T'a(2(2)) == L., (L., (0)), etc., et généralement T';.(z(1)). Nous appellerons T';. la
k-ieme chaine de Segre.

Puisque T';,(0) = L';,(0) = 0, pour tout entier strictement positif &, il existe un cube
(polydisque) suffisamment petit (J,,, (6 ) centré a I’origine dans C™* et de rayon §;, > 0
tel que T'x (2(x)) et L'y, (2(x)) appartiennent & M pour tout z () € Cpx ().

Il existe une relation de symétrie entre I';, et I',.. En effet, soit & I’involution antiho-
lomorphe de C™ x C™ définie par 7 (t,7) := (7, ). Puisque I'on a w = O(z,(, &) si et
seulement si & = O((, z, w), cette involution envoie M dans M et elle fixe aussi point
par point la diagonale antiholomorphe A. En appliquant & aux définitions (3.13) et (3.14)
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des flots de £ et de £, on Vérifie aisément que o(L., (p)) = L, (@(p)). Il en découle
la relation de symétrie générale & (' (2(x))) = L), (Z(x)). Dans la suite de ce mémoire,
nous travaillerons essentiellement avec les applications ;..

3.18. Minimalité locale. Observons que Lo (p) = p et que £,(p) = p; autrement dit, Lo
et L, coincidentavec I’application identité. Nous en déduisons I"identité : T'. 1 (2(x), 0) =
[£ ou L]o (Tk(2x))) = Tk(z(x))- Par conséquent, les rangs des applications I';, croissent
avec k. Bien entendu, ces rangs sont bornés par dim¢ M = 2m + d. On déduit aussi des
relations I'y. 1 (2x),0) = T'x(2x)) que pour tout k& > 2, le rang a I’origine de I';, est in-
variablement égal & 2m, mais en des points gz‘k) € O,k (dr) distincts de I’origine, le rang
des applications I';, peut augmenter jusqu’a atteindre 2m + d. Nous pouvons maintenant
énoncer la définition précise de la notion de minimalité.

Définition 3.19. La sous-variété complexifiée M d’une sous-variété locale de C™ analy-
tique réelle, générique M est dite minimale a I’origine s’il existe un entier uo > 1 et des

points Z(kuo) € Oy (0,4, ), arbitrairement proches de I’ origine satisfaisant L, (g?uo)) =
0 tels que I"application ', est de rang (maximal possible) égal & 2m + d en ces points
£(no)’

Dans ce cas, I’image d’un petit voisinage d’un tel point 5@0) dans C™#o contient un
petit voisinage de 0 dans M. Grace a la relation & (' (2(x))) = L (Z()), une propriété
similaire est satisfaite par I",,,, avec le méme entier 9. On dira aussi que M est minimale
a I’origine si sa complexifiée M I’est, au sens de cette définition.

Bien qu’il ne soit pas nécessaire, stricto sensu, de commenter cette condition de mi-

nimalité pour comprendre la démonstration du Théoréme 1.23, formulons quand méme
guelques énoncés explicatifs.

3.20. Commentaires. Rappelons que le rang générique d’une application holomorphe
entre deux cubes complexes est le maximum de son rang aux différents points du cube a
la source. En travaillant d’abord avec le rang générique des applications I';,, qui lui aussi
croit avec k, on démontre des propriétés élémentaires que nous résumons dans I’énoncé
suivant, établi dans la Section 7 de [Me1998] et dans le Chapitre 2 de [Me2003].

Théoréme 3.21. La minimalité en 0 de la sous-variété générique complexifiéee M =
(M)© de C™ est une propriété invariante par biholomorphisme local : elle ne dépend ni
du choix d’équations définissantes pour M, ni du choix d’un systéme de coordonnées
holomorphes s’annulant au point de référence, ni du choix d’un systéme générateur de
champs CR complexifiés (conjugués) (Lr)1<k<m €t (Ly)1<k<m. De plus, il existe un
entier invariant v satisfaisant vy < d + 1, qu’on appellera le type de Segre de M a
I’origine, qui est le plus petit entier & tel que les applications I'y, et I, sont de rang
générique égal & 2m + d sur le cube O, (dx), pour tout k& > 1o + 1. Enfin, ’entier
impair o := 21y + 1, que I’on appellera le type de Segre de M a I’origine, est le plus
petit entier k tel que les applications 'y, et I',. sont de rang égal & 2m + d en des points

zZ‘k) € Opmi(0y) et gz‘k) € Ok (0y) satisfaisant Ty, (z{k)) =0etl, (gz‘k)) = 0 qui

sont arbitrairement proches de I’origine dans C™*.

Le fait qu’il existe de tels points 2(y) et 2(y, arbitrairement proches de I’origine est dii
a la propriété qu’ont les applications holomorphes locales d’atteindre leur rang générique
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en tout point d’un ouvert de Zariski dense de I’espace source, grace au principe du pro-
longement analytique (cf. [Me1998], [Me2003]). Ce fait assez crucial sera utilisé dans le
§3.31 ci-dessous.

Le procédé de démonstration de ce théoréme est inspiré de la construction des orbites
de champs de vecteurs, telle qu’elle apparait dans I’article [Su1973], dont la nouveauté
principale résidait dans le traitement des systémes de champs de vecteurs de classe C°,
par opposition aux champs dont les coefficients sont analytiques. Mais dans la catégo-
rie analytique, un théoreme semblable était connu depuis I’article [Na1966], ou I’auteur
raisonne plut6t en considérant I’algébre de Lie engendrée par un systeme de champs de
vecteurs analytiques. H.J. Sussmann démontre une proposition générale établissant I’équi-
valence entre ces deux procédés ([Sul973], Theorem 8.1 et §9), laquelle, spécifiée a la
géométrie CR analytique locale, nous offre I’énoncé suivant :

Lemme 3.22. ([BER1996], [Me1998]) La sous-variété générique analytique complexi-
fiee M = (M)° de C™ est minimale & I’origine (au sens de la Définition 3.19) si et
seulement si I’algebre de Lie engendrée par les sections locales du fibré tangent com-
plexe T°M = T M N JT M engendre I’espace tangent & M a I’origine (cette algébre de
Lie est constituée de toutes les combinaisons linéaires a coefficients analytiques réels de
crochets de Lie emboités [X1[X2[X3]. . . [X&, Xk+1] - - .]]]] de longueur finie & arbitraire,
ou les X; sont des sections de 7°°M).

Cette deuxiéme condition, plus ancienne, est classique. Certains auteurs appellent la
sous-variété générique M de type fini a I’origine (au sens de T. Bloom et I. Graham)
si les crochets de Lie de T“M de longueur arbitraire engendrent 7'M a I’origine. Nous
préférons I’appellation de minimalité a I’origine (au sens de J.-M. Trépreau et A.E. Tu-
manov), puisque ce sont les orbites des champs de vecteurs CR complexifiés qui sont
les «bons objets», et non leurs crochets de Lie. En effet, ce sont les travaux profonds de
J.-M. Trépreau [Tr1986], [Tr1990] et de A.E. Tumanov [Tul988], [Tu1994] qui ont fait
définitivement comprendre 1’adéquation de la correspondance entre les orbites CR et les
wedges attachés pour I’extension holomorphe des fonctions CR (cf. aussi [Me1994]).

Rappelons aussi que les deux concepts que sont les flots de champs de vecteurs et leurs
crochets de Lie sont étrangers I’un a I’autre quant a la combinatoire des calculs, comme
I’illustrent les nombreux exemples que I’on trouve a la Section 8 de [Me1998]. De plus,
la démonstration d’un théoréeme essentiellement équivalent au Théoréeme 3.21 que I’on
trouve dans [BER1996] et dans [BER19994] utilise fortement les crochets de champs de
vecteurs et un systéme de coordonnées dites «normales», qui sont adaptées aux nombres
de L. Hérmander de la structure, lesquels sont des invariants combinatoires décrivant
les sauts de dimension occasionnés par le calcul successif des crochets de Lie (voir les
chapitres 4 et 10 de [BER1999a]). En adoptant le point de vue «crochets de Lie», les
démonstrations deviennent extraordinairement techniques, et ce, sans nécessité interne.
On pourrait de surcroft s’étonner que dans le livre [BER1999a] (publié dans une collection
prestigieuse) qui contient une copie de la démonstration du théoréeme de H.J. Sussmann
(83.1: Nagano’s theorem ; §3.2: Sussmann’s theorem), le lien naturel entre le procédé de
H.J. Sussmann et ce que les auteurs appellent «ensembles de Segre» (qui sont en vérité des
projections sur C™ des images dans M des applications T';, ou I';), n’ait pas été observé.

Deux ans apreés I’apparition de notre prépublication électronique [Me1998] (travail
non publié), S.M. Baouendi, P. Ebenfelt et L.-P. Rothschild ont repris en partie notre
point de vue basé sur I’article de H.J. Sussmann, afin de construire plus économiquement
leurs «ensembles de Segre» ; leur prépublication fut publiée dans une revue spécialisée
en géométrie algébrique pure : [BER2003]. Néanmoins, dans cette référence, le point de
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vue exprimeé par les FIGURES 1 et 2 ci-dessus est absent: on n’y trouve ni mention de la
paire de feuilletages invariants, ni description intrinseque de la symétrie par conjugaison
complexe ni aucune «vision» géométrique. De plus, ces auteurs évitent de mentionner que
I’extraordinaire technicité des chapitres 4 et 10 de leur livre [BER1999a] devient caduque.

Le point de vue ensembliste qui consiste a considérer les projections sur C™ des images
des chaines de Segre, i.e. les ensembles 7, (Ek(Z(k))) n’apporte rien du point de vue
fonctionnel. Ce sont au contraire les chaines de Segre I'y, et I';, vues comme applications
holomorphes locales ainsi que leur propriété de submersivité (dans le cas minimal) qui
sont vraiment utilisées dans I’étude du principe de réflexion analytique. Par conséquent,
nous n’adopterons jamais la terminologie «ensembles de Segre».

En conclusion, retenons seulement la propriété de submersivité de I, énoncée dans la
Définition 3.19.

3.23. Projections des submersions I', et ;. sur M. Soit ug = 21 + 1 le type de Segre
type de M a I’origine 0, qui est toujours impair. Si M est minimale a I’origine, les deux
applications holomorphes locales

(3.24) Ppoet Lyt Do (6p) — M

satisfont I',,, (2(,,)) = O et L, (z5,) = O et elles sont submersives en z(, ) et z7,
c’est-a-dire de rang (maximal) égal & dim¢ M.

Si I’on veut quitter I’espace C™ x C™ ou vit la complexification M et revenir a I’espace
C™ des coordonnées ¢ ot vit M (ou & I’espace des coordonnées o vit la conjuguée M de
M), on peut aussi utiliser la propriété de submersivité des deux applications (3.24) en les
composant & gauche avec I’une des deux projections 7 (¢, 7) := t et (¢, ) := 7 (sur les
sous-espaces de coordonnées «horizontales» et «verticales»), qui sont bien évidemment
submersives, ce qui donne deux couples de possibilité : m¢ (I, (2(u0))) ¢ (Lpp (Z(10)))
et 7 (Duo(2(0)))» ™ (L (2(u0)))- Pour deux de ces quatre expressions, une légére
simplification formelle intervient alors : nous affirmons que I’on a les deux relations

(3.25) { Ui (£2uo+1(z(2uo+1))) =y (EQVU (z(zyo))) et
Tr (F2U0+1(Z(2U0+1))) =T, (F2V() (Z(QVQ))) .

En effet, puisque o = 21y + 1 est impair, le premier terme de flot (& gauche) de la
chaine de Segre conjuguée L'y, . (2(2u,+1)) €St le terme L, c’est-a-dire que I’on

7 . UU+1’
peut écrire
(326) £2V0+1 (Z(2V0+1)) = £Z2u0+1 (£2V0 (2(21’0))) '
Si I’on note les quatre coordonnées du point Iy, (z(2.,)) par
(3.27) (2(2(200))s W(2(200)) C(Z(200))s E(Z(20))) »

une application de la formule (3.14) nous donnne

£2D0+1(Z(2V0+1)) = £22,,0+1 (£2U0 (2(21/0)))
(3.28) = (2(2(200))> W(Z(200))> 220011 + C(2(200))
) (22u0+1 + C(Z(Ql/()))7 Z(Z(Ql/o))a w(Z(QVo)))) :

Puisque 7:(z,w,, &) = (z,w), la premiére relation (3.25) est évidente. La seconde se
vérifie de maniére analogue.



34 JOEL MERKER

Au total, on obtient deux submersions a valeurs dans C} et dans C”.

Corollaire 3.29. Si M est minimale a I’origine, il existe un entier vg < d + 1, le type
de Segre de M a I"origine, et il existe des points z,, ) € C*™° et 2, ) € C*™°
arbitrairement proches de I’origine tels que les deux applications

{(Cle/o > 2(2110) — Tt (£2U0 (2(21/0))) eC” et

Yo

(3.30) - n
c2mve 5 Z(2up) — Tr (quo (Z(2u0))) eC

sont de rang n et s’annulent aux deux points z7,,, | et z(;, .

3.31. Résumé : utilisation concreéte de la minimalité. Nous sommes maintenant en me-
sure de ramener les théorémes de convergence annoncés dans I’Introduction a des pro-
priétés de convergence sur les chaines de Segre conjuguées.

Lemme 3.32. Pour démontrer le Théoréme 1.39, il suffit d’établir que pour tout k£ € N,
les applications formelles z() ——z h (m (L4 (z()))) sont convergentes, i.e. appar-
tiennent a (C{z(k)}"'. De méme, pour démontrer le Théoreme principal 1.23, il suffit
d’établir que les applications formelles z(,y — = & — ©' (¢, h(m (Li(2r))))) €
C{¢, z(k)}d' sont convergentes pour tout k£ € N. Ces deux propriétés sont satisfaites en
remplagant I';, par I'.

Ce sont effectivement ces propriétés de convergence qui apparaitront naturellement
dans les Sections 5, 6 et 7 ci-dessous. Par souci d’élégance et de symétrie, nous tra-
vaillerons simultanément avec les deux composantes h et h de I’application complexi-
fiée h® = (h,h): sans composer avec les projections ; et 7, nous démontrerons que
Zy 7 he (Ly(2())) converge pour tout k

Démonstration. En effet, prenons k := 2v, et supposons I’application formelle

(333) Z(QDO) —r h (7Tt (£2u0 (2(2,,0)))) = H(Z(gyo))

convergente. Puisque I’on peut choisir un point 5?2110) arbitrairement proche de I’origine
ou la premiére application (3.30) est submersive, assurons-nous que ce point Z{oy,) @P-
partient au domaine de convergence normale de H (z(2,,)). Soit s := (s1, ..., s,) € C"
et soit s — ¢, (s) € C*™° une application affine satisfaisant ¢, (0) = z3,, telle que
I"application holomorphe locale s —— ; (L, (¢2,,(s))) est de rang n.en s = 0. On
déduit d’abord que

(3:34) (e (Lo (9200 (5)))) = H (2 (5)) € C{s}™
est convergente. Ensuite, puisque s — ¢ (Ly,, (d21,(s))) est de rang nen s = 0, on

conclut que h(t) € C{t}™ est convergente.
La seconde assertion du Lemme 3.32 se vérifie de maniére similaire. O

84. JETS DE SOUS-VARIETES DE SEGRE ET APPLICATION DE REFLEXION

4.1. Préliminaire. Dans I’article fondamental [We1978], généralisé plus tard en codi-
mension supérieure (cf. [We1982]), S.M. Webster a introduit I’application qui, & un point
p d’une hypersurface analytique réelle M de C", associe le plan tangent complexe a M
en p, c’est-a-dire p — (p, T,y M), et il a observé que I’image de I’hypersurface M est
une sous-variété analytique totalement réelle de C2»~! si et seulement si M est Levi non-
dégénéree. Puisque la sous-variété de Segre S passant par p € M admet comme espace
tangent en p le méme sous-espace 7,7 M, cette application s’identifie avec I"application
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qui, a un point p de M, associe le jet d’ordre 1 de la sous-variété de Segre passant par p.
Dans [DW1980], K. Diederich et S.M. Webster ont généralisé cette idée en introduisant
les jets d’ordre arbitraire des sous-variétés de Segre; ils ont ainsi exhibé des conditions
nouvelles de non-dégénérescence, plus générales que la Levi non-dégénérescence. Puis-
gu’aucun travail de fondation n’a été publié jusqu’a présent pour décrire ces concepts,
nous entreprenons de résumer ici les éléments d’une théorie autonome des jets de sous-
variétés de Segre. Nous élaborerons ainsi un point de vue alternatif aux calculs non géo-
métriques du Chapitre 11 de [BER1999a].

4.2. Définitions fondamentales. Soit M la complexification extrinséque d’une sous-
variété analytique réelle générique définie par les deux jeux symétriques d’équations (3.6).
Rappelons que la sous-variété de Segre complexifiée S, peut étre considérée comme le
sous-ensemble de C™ défini par {7 = ((,£) € C" : £ = O((,t)}, ou ¢t est considéré
comme fixé. Elle est paramétrée par ¢ € C™. Introduisons alors I’application des jets
d’ordre k de S, en I’'un de ses points (¢, ©((, t)), qui est définie précisément par

B! 1<j<d, |8|<k

Elle est a valeurs dans C™Na.m.k o0l Ny, 1 1= d % est le nombre de dérivées
partielles qui apparaissent & droite de la virgule du second membre de (4.3). Remarquons
que les termes (¢4, ..., Grn) apparaissent comme premiéres composantes de I’applica-
tion (4.3). Remarquons aussi que si ko > k; et si my, 1, désigne la projection caonique
CmHNamks — CmHNam ey ona: my, k, (JF2S,) = JMS,. Nous noterons dans la
suite cette application par (¢, 7) — J*S,, ol nous sous-entendons que (¢, 7) € M.

De maniere analogue, introduisons I’application des jets d’ordre & de la sous-variété
de Segre complexifiée S en I’un de ses points (z,@(z,r)). Elle est définie précisément
par

(4-4) thS'r = <Zv <% 328@;(2,7)) ) :
: 1<j<d, [BI<k

Le lien de symétrie entre ces deux applications est trés simple:
(4.5) JES, = JES;
En d’autres termes, le diagramme suivant est commutatif :

M M

st.l lJfS. )
(o

Cm+Nd, m, k ——— Cm+Nd, m, k

ou () désigne I’opérateur de conjugaison complexe. Puisque ces deux applications de
jets sont essentiellement équivalentes, il n’était pas restrictif de présenter dans le §1.7 les
cing conditions de non-dégénérescence (nd1), (nd2), (nd3), (nd4) et (nd5) seulement a
partir de JES,.

4.6. Invariance biholomorphe de I’application de jets. Soit ¢’ = h(t) un changement
de coordonnées holomorphes locales centré a I’origine. Soit M’ := h¢(M) I’image de la
complexification M de M par ce changement de coordonnées. Puisque h° est inversible,
la codimension de M’ est la méme que celle de M. Soient &, = ©%(¢’,t'),j =1, ..., 4,
'eC™ ¢ eC™, t' e C™, deséquations complexes graphées pour M’ dans un systéme
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de cordonnées analogue au systeme de coordonnées dans lequel M est représentée. Par
hypothese, h;(t) € C{t} avec h;(0) = 0, pour i = 1, ...,n, et il existe une matrice
b(t, ) de taille d x d de séries entiéres convergentes telle que I’on a I’identité formelle
vectorielle v’ (h(t), h(t)) = b(t,7) r(t,7) dans C{t, 7}4, ot I’on a posé

4.7 ri(t,7) =& —0,(¢,t), et r} (t',7') = E;- — @; (¢t

pour j = 1, ..., d. Puisque nous scindons les coordonnées ¢’ = (2, w’) € C™ x C% et
7' = (¢',¢") € C™ x C? en deux groupes, divisons aussi les composantes du biholomor-
phisme h en deux groupes h(t) := (f(t),g(t)) € C{t}™ x C{t}<. En remplagant ¢ par
©(¢, t) dans I'identité fondamentale ' (h(t), h(t)) = b(t, 7) r(t, 7), le membre de droite
s’annule identiquement et nous obtenons les d identités formelles suivantes, valables dans
C{¢, t} et qui seront notre point de départ

(48) gj (ga ®(<7t)> = 93 (7(<a ®(<7t>>7h(t)) ) J=1...,d

En différentiant ces identités une infinité de fois par rapporta ¢ € C™, nous allons établir
les relations suivantes, dont I’apparence technique ne doit pas cacher qu’elles ont une
signification géométrique cruciale que nous expliquons ci-apres.

Lemme 4.9. Pourtoutj =1, ...,dettout 8 € N™, il existe une application rationnelle
Q;, g dont I’expression explicite, qui ne dépend ni de M, ni de h, ni de M’, peut étre
calculée grace a des formules combinatoires universelles®, telle que I’on a les identités
formelles suivantes, valables dans C{¢, ¢} :

=0, (020 (c0) (02 T (6.0 0) i)

b
1<51 <4, |B1]<]8]

. p 81 .
=1y (C, (84 631(C’t))1<j1<d,ﬂl<ﬂl)

=:¢5,5(C, 1),

ou I’avant-derniére équation définit la série entiere R; 5 a partir de Q;, 5 par simple
oubli de la dépendance en les jets de h, et la derniére définit la série entiére ¢; s a partir
de Q;, 5, par simple oubli de toute dépendance par rapport aux jets de © ou de h. Ici,
les séries entiéres (); g sont holomorphes au voisinage du jet constant obtenu en posant

(€.1) = (0,0),ie. ((8?1(% (0,015, <d. 1811<181> (97 Pir (0,0))1<iy <, \mISIB\)' Des
relations symétriques analogues sont satisfaites en remplagant ©, ©’, ¢, t, f, h par ©,
- _
O,z 71f h

L’existence des séries entieres R; g exprime que I’application (4.3) des jets d’ordre k
des sous-variétés de Segre complexifiées conjuguées est invariante par biholomorphisme,

6. Mais le travail d’explicitation compléte serait particulierement fastidieux, car quatre ingrédients
se combineraient ensemble dans le calcul: la formule généralisée de Faa di Bruno pour la différentia-
tion de fonctions de plusieurs variables composées; le développement formel des dérivations composées
(él)ﬁl @2)52 ...(ém)ﬁm, ou (81, B2, .., Bm) € N™; la formule universelle pour les dérivations par-
tielles d’ordre quelconque d’un quotient de deux séries entiéres ; les déterminants de Cramer. Heureusement,
nous n’aurons pas besoin ici d’une formule explicite pour les séries entiéres analytiques Q ;, 3.
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c’est-a-dire que le diagramme suivant est commutatif :

M M’

JfS.l lst’. )
R*(h)

Cm+Nd, m, k — Cm+Nd, m, k

ou I"application R*(h), qui dépend de h, est définie par ses composantes R; 5 pour
j=1,...,det|s] < k. Comme h est inversible, on vérifie que la transformation as-
sociée R¥(h) est elle aussi un biholomorphisme local. Grace a Iinversibilité de R*(h),
on démontre sans difficulté que les cing conditions de non-dégénérescence (ndl), (nd2),
(nd3), (nd4) et (nd5) introduites dans le §1.7 sont invariantes par biholomorphisme local
(voir le Chapitre 3 de [Me2003] pour les détails).

Démonstration. Nous allons différentier les équations (4.8) par rapport a , pour k =
1, ..., m. Rappelons ici les expressions explicites des champs de vecteurs CR de type
(0, 1) complexifiés £, définis précédemment:

(4.11) Z ai
J

pour k£ = 1, ..., m. On voit immédiatement que le fait de différenter une série entiére

composée (¢, &)|e—o(c, ) = ¥(¢,O(¢,t)) par rapport a (x équivaut a lui appliquer le
champ de vecteurs £, entendu comme dérivation, c’est-a-dire que I’on a:

%w(g,@(c,t)) = [£,¥] (¢, 0(C, 1)),
k

Cette observation est triviale, mais elle a son importance ; géométriquement parlant, ap-
pliquer I’opérateur £, signifie que I’on différentie le long de la sous-variété de Segre
complexifiée conjugué S,, le tout étant paramétré par ¢.

Ainsi, en différentiant les relations (4.8) par rapport a (., et en utilisant la formule de
dérivation composée, on obtient les relations

(4.12)

ks 0o _
413)  L7,(¢ 0t zz (1)) %ﬂ (F(¢,0(¢, 1), h(1))

pourk=1,....metj=1,...,d.
Par ailleurs, en posant ¢t = 0 dans (4.8), on obtient

(4.14) 7;(¢,6(¢,0)) = 65 (f(¢,©(¢,0)),0).

Ces identités expriment que la restriction de h® = (h,h) & la sous-variété de Segre
complexifiée conjuguée S, = {(0,0,¢,©(¢,0)) : ¢ € C™}, qui est de dimension
complexe m, est & valeurs dans la sous-variété de Segre complexifiée conjuguée S, =
{(0,0,¢",©(¢’,0)) : ¢’ € C™}, qui est de méme dimension. Puisque h¢ est un bi-
holomorphisme, cette restriction est forcément inversible, c’est-a-dire que I’application

¢ — h(¢,0(¢,0)) est de rang m en ¢ = 0. Autrement dit, la matrice (constante) des
dérivées partielle & I’origine (L, E(O))Ef: est de rang m. Mais & cause des rela-

tions (4.13), prises en ¢ = 0, les d derniéres lignes de la matrice (£, E—(O))EE:L sont
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des combinaisons linéaires & coefficients constants de ses m premiéres lignes. Il en dé-
coule finalement que le déterminant suivant de taille m x m ne s’annule pas:

(4.15) det (Ly, Fro(0))1cp, jyzm # 0-
Par conséquent, nous pouvons diviser par le déterminant
(4.16) D(¢,t) = det (Ly, Fr, (GO ) 12ty azm *

pourvu que ¢ € C™ ett € C™ soient suffisamment petits pour qu’il ne s’annule pas.

Maintenant, envisageons les équations (4.13) a j fixé comme un systéme linéaire non
homogene dont les inconnues sont les m dérivées partielles 90’ /97, ..., 00 /0¢,,.
Grace aux formules de Cramer, nous pouvons résoudre ce systéeme, ce qui donne des
expressions de la forme

1<i1<n, 1<k <m)

, T ( (LT (6 006.0)
00!, - ;
(4-17) aC]/g (f(C7®(C7t))7h(t)) = D(C,t)

Ici, en examinant la forme explicite des déterminants de Cramer, on vérifie aisément que
les termes T} . sont des polyndmes universels en leurs variables.

Traitons maintenant le cas |3| = 2 de (4.10). Pour un mutiindice arbitraire 5 =
(81, B2, ..., Bm) € N™, nous noterons £P 1a dérivation d’ordre |3| définie par la com-
position (£, (L,)% -+ (L,,,)".

Différentions a nouveau les identités (4.13) par rapport aux variables (. Nous ob-
tenons & nouveau des systemes de Cramer de méme déterminant D((, ¢) que I’on peut
résoudre. Aussi, pour toute paire d’entiers (k1, ko) avec 1 < ki, k2 < m et pour tout
j=1,...,d, il existe des polynémes universels T} , &, tels que I’on peut écrire
(4.18)

920’ T k. ke <<Lﬁlﬁi1 (¢, 0(¢: t)))
J
9, 9C, D(¢,1)?

Le lecteur aura remarqué I’exposant 3 qui apparait au dénominateur. On doit le com-
prendre comme “3”="2"+"1", ou “2” provient de la différentiation du quotient T’;, /D
dans (4.17) et ou “1” provient de la seconde application de la régle de Cramer.

Différentions successivement les relations (4.8) par rapport a ¢# = Cflggz .- (Bm En
raisonnant par récurrence, on démontre que pour tout 3 € N™ etpourtoutj =1, ...,d,
il existe un polynéme T'; 3 dont I’expression explicite est complexe, mais universelle, tel
que I’identité suivante est satisfaite, dans C{¢, ¢} :

1<ii <n, 1<ﬂ1<2)

(7(C7 @(Cv t))7 h(t)) =

(4.19)
| osler Lo ((L7Bac0Cm)
B oy (6 OEn),h) = ( B = "ﬁ).

A ce stade, il est important d’observer qu’en développant les dérivations multiples £°*,
ou B; € N™ est un multiindice fixé, on obtient des opérateurs différentiels a coefficients
non constants. Plus précisément, en utilisant les expressions explicites (4.11) des champs
de vecteurs £, et en raisonnant par récurrence, il est aisé d’établir que les coefficients des
opérateurs £, exprimés par rapports aux opérateurs 0y, sont des polyndémes universels

en les dérivées partielles (017210, (€.6)/9¢%), ;. - 1<|32|<|3,|- ANinsi, le numérateur
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de (4.19) devient un polynéme universel (dont I’expression explicite ne nous serait pas
utile) en les variables

(420) ((8?1®j1 (Cvt)) ’ (aflﬁh (<’®(<’t)>)1<i1<n,a1|<|[3)

De méme, en développant le déterminant qui apparait au dénominateur, on obtient un
polyndme universel en les variables (4.20), pour |81 < 1. Concluons que nous avons
effectivement construit I’application rationnelle souhaitée Q; 5 := T}, 5/[D)?PI=1. O

1<ji<d, |B1|<18]

Il nous reste maintenant a établir I’invariance biholomorphe de I’application de ré-
flexion CR formelle.

4.21. Inversion. Dans cet objectif, développons les séries entiéres ©; par rapport aux
puissances de ¢’, ce qui don_ne o’ .(g’,t’) =: ZBEN’"’ (¢)? @975 (t"), pour j = 1,...,d,
ou les @;, B(t’) sont des séries entiéres analytiques complexes. Avec ces notations, nous
pouvons développer le membre de gauche de (4.10) en conservant pour membre de droite
la derniére ligne de (4.10), ce qui donne:

|
@) 5 TR0 6 50 () = 410060
yEN™

Puisque nous voulons établir I’invariance biholomorphe de I’application de réflexion,
nous devrions résoudre les termes ©’; ;(h(t)) qui apparaissent dans le développement de
la premieére ligne de (4.10) par rapport aux autres termes, de telle sorte que n’apparaissent
au final que des termes ©;, g, (¢).

Pour cela, il est utile de savoir qu’une collection infinie d’identités formelles de la
forme

|
(423) Z M C/W 9_17, B4y = 45,85

I ~!
yEN™ sty

ouj=1,...,d,0083€Nm" ou¢ €C™etoules constantes 0 ; € Cetg; 3 € Csont
arbitraires et mdependantes peut étre résolue formellement par rapport aux inconnues
0’ 5 au moyen d’une formule totalement similaire, a des différences de signe pres:

B+ !
(4.24) Z (=1)” % (" 4j,p+r =055
~yEN™ Aot
pourtoutj =1, ...,d ettout 3 € N™. On peut se convaincre de cette formule d’inver-

sion de deux maniéres: ou bien en remplacant I’expression (4.24) de 9’ 5 directement
dans (4.23) et en effectuant le calcul, ou bien en raisonnant avec des serles de Taylor
convergentes en deux points distincts et en extrapolant ensuite la relation obtenue aux
séries formelles non convergentes.

L’application de cette formule d’inversion aux identités (4.22) nous donne les relations
formelles
(4.25)

0,ath0) = 3= (-0 ZEE O 0) 4101 (G0

= ¥ o TG e)

~YEN™ /8'

Qj, B+ ((5?1 O, (Cvt)> s (a‘?flﬁh @ @(C’t)))lﬁhﬁm ‘a1‘§‘5|+|7|) .

1<51<d, |B1|<IB8]+17]
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Ici, un argument de convergence est nécessaire. Heureusement, grace aux estimées de
Cauchy pour les dérivées partielles de séries entieres analytiques, il existe des constantes
o’ >0,p > 0etC’ > 0telles qu’on a une estimation de la forme

pro¢)?
pour tous ¢’, ¢’ satisfaisant [¢’| < o, [¢'| < o’. Soit o > 0 une constante suffisamment
petite pour que I’on ait |h(t)| < ¢’ (d’ot aussi |h(7)| < ¢”) pour tout ¢ tel que |¢| < o.
On en déduit la méme estimée de Cauchy que (4.26) pour le membre de gauche de (4.10),

avec les mémes constantes p’ > 0 et C’ > 0. Ensuite, ces estimations se transferent
immédiatement aux membres de la derniére ligne de (4.10):

(4.27) |4, (¢, 1) < C' ()71,

Cette derniére estimation suffit pour assurer que les formules (4.25) sont normalement
convergentes lorsque |¢| < o et [t| < 0.

(4.26) < ' (p)7 17,

(¢.t)

4.28. Formules fondamentales. Pour terminer, posons ¢ = 0 dans les formules (4.25),
ce qui exige quelques commentaires. Notons que les termes ©;(0,¢) s’identifient bien
évidemment aux termes ©;, 5(t)| ;_, du développement © (¢, 1) =: > 5cnm PO, 5t)
de ©; par rapport aux puissances de ¢. Par conséquent, les puissances f(0,©0(0,))” et
les jets 021 Ry, (¢, ©(0,t)) qui apparaissent dans (4.25)|c—o sont des séries entiéres ana-
Iytiques par rapport aux d variables ©;, o(t), pour j; = 1,...,d. Au total, les iden-
tités (4.25)|.—o ne font intervenir & droite que les fonctions O, s, (). Notons ici que
I’indice 31 n’est pas borné, a cause de la présence de la somme > ...

En conclusion, si I’on note S; g ce second membre, on obtient des formules abso-
lument fondamentales entre les composantes ©’ (') attachées a I’équation de M’ =
he(M) et les composantes ©; 3(t) attachées a I’équation de M, formules que nous écri-
rons:

(4.29) L a(h(t) =S5 5 ({93‘1,61 O}h<ji<a, 51EN”L) :

Ici, S;, g est une série entiére qui dépend d’une infinité de variables. Néanmoins, il ne
sera pas nécessaire d’en appeler a la théorie des fonctions holomorphes d’une infinité de
variables, pourvu que S; g soit entendu comme défini par (4.25)|¢c—o, avec les estimées
de Cauchy (4.27)|¢=o.

4.30. Invariance biholomorphe de la convergence de I’application de réflexion CR
formelle. Grace aux relations (4.29), nous pouvons établir I’assertion qui fait immédia-
tement suite & I’énoncé du Théoréme 1.23.

En effet, comme dans les hypothéses du Théoreme 1.23, soit b : (M,0) — # (M’,0)
une application CR formelle entre sous-variétés génériques analytiques réelles de codi-
mension d et d’ dans C™ et dans C™'. Soit un systéme de coordonnées holomorphes
(z/,w') € C™ x C¥ dans lequel la complexification M’ est représentée par les équations
graphées {3, = 07, (¢",t'),j' =1, ...,d".

Supposons que I"application de réflexion Rj, (7', ) := & — >/ cmr (¢")Y O, (R(2))
converge. De maniére équivalente, toutes les séries formelles ©’, _, (h(t)) € C{t} conver-
?Tnt et elles satisfont une estimée de Cauchy telle que \@9,7 " (h(t))| < C’ (p")~1"'l, pour
t| <o.
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Soit t := ¢'(¢') un biholomorphisme local fixant I’origine qui transforme A’ en
M" = ¢'(M'"). Aprés une renumérotation éventuelle des coordonnées ¢”, on peut sup-
poser qu’elles se scindent en t” = (2", w”) € C™ x C¥ de telle sorte que ToM" +
({0} X (Ci',,) = TyCy,. Soient alors £/, = ©7,(¢",t"), j' = 1, ..., d', des équations
graphées pour la complexification M"”. Le but est de démontrer que I’application de ré-
flexion transformée R7, ., (7", 1) := " — ©"((", ¢'(h(t))) converge elle aussi.

Pour le vérifier, scindons aussi les composantes du changement de coordonnées comme
suit: ¢/ (') =: (@' ('), ¢/ (t')) € C{t'}™ x C{t'}¥. Les relations (4.29) pour la trans-
formation ¢’ s’écrivent

(4.31) 0 . (&) =S, ({%m (tl)}lgjggd’,yieNm’) .

Remplagons-y ¢’ par h(t), ce qui donne:

@3 O @) =8 ({ef 00} ).

Puisque les S; .~ sont analytiques et puisque les 6317 i (h(t)) convergent par hypotheése,
nous deéduisons de (4.32) que les composantes ©7, _, (¢'(h(t))) de I"application de re-
flexion Ry (7, t) := & — ©"(¢", h(t)) convergent. Un examen de la construction des
S, -+ montre que toutes les estimées de Cauchy nécessaires sont satisfaites. L’assertion
est démontrée.

4.33. Résumé. En définitive, toutes les hypotheses du Théoréeme principal 1.23 et du
Théoréme 1.39 sont invariantes par changement de coordonnées. Sans perte de généralité,
nous pourrons donc travailler avec un systéme fixé de coordonnées dans lesquelles la
complexification M’ est représentée par &' = ©'({’, t').

85. CONVERGENCE D’APPLICATIONS CR FORMELLES FINIMENT NON-DEGENEREES

5.1. Préliminaire. Afin de rendre plus accessible la lecture du Théoréme 1.39 (iii) (Sec-
tion 6) et du Théoréme 1.23 (Section 7), nous démontrons ici le Théoréme 1.39 (i) (connu)
en utilisant notre propre formalisme ; cette section est exclusivement consacrée a cette dé-
monstration. Certaines observations combinatoires, qui seront réutilisées ultérieurement,
apparaitront au cours des raisonnements (voir par exemple le Lemme 5.4 ci-dessous).
Puisqu’elles sont explicitées d’une maniere parfois incompléte ou exagérément résumeée
dans [BER1998] et dans [BER1999a], nous les détaillerons soigneusement.

5.2. Résolution de h(t) en fonction des jets de h(7). Soit h¢ : (M,0) —x (M’,0)
la complexification de I’application CR formelle du Théoreme 1.39 (i). Nous utiliserons
les notations du §1.25 et du §1.33.

Rappelons que, d’aprés le §1.33, en appliquant les dérivation £° & la premiére ligne
de (1.27), nous obtenons les identités de réflexion écrites a la premiére ligne de (1.31),
gue nous réécrivons plus précisément comme suit:

(5.3) LOGC0¢t) = Y LUTCOK) ) . (h(t),
y'eN™’
pourtoutj’ =1, ...,d ettout 3 € N™. Il est nécessaire d’examiner ce que donnent les

termes £°g,, et L]
Les lettres (3 et v (resp. 3’ et 4') désigneront toujours des multiindices de N™ (resp.
de N™'); la lettre o désignera toujours un multiindice de N™. Soit ¢ € N un entier positif.
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Nous noterons J; i(t) := (95 hir (t)) 1< < s || <¢ 1€ jet d"ordre £ de b et aussi JEh(7) :=
(02 hy (T))1<i/<n/ o<t le jet d’ordre ¢ de k(7). Le nombre de ces dérivées partielles

est égal & Ny 0 := 1/ (fo,)' Nous appellerons jet strict de h (ou de h) les dérivées

partielles de & (ou de k) d’ordre strictement positif.

En observant que les coefficients des champs de vecteurs £, définis & la deuxiéme
ligne de (1.26) sont analytiques et en raisonnant par récurrence, on démontre I’assertion
suivante.

Lemme 5.4. Pour tout ¢/ = 1, ...,n et tout 5 € N™, il existe un polynébme P, s en

le jet g ‘E(T) dont les coefficients sont des séries entiéres convergentes par rapport aux
variables (¢, 7) qui ne dépendent que des séries définissantes © (¢, t) de M, tel que

(55) LPhi(r) = Pop (1,7, 10V R(r))
pour (t,7) € C™ x C™.

Démonstration. Pour 8 = 0, I’existence de P/ g est évidente. Raisonnons par récurrence
sur I’entier |3|, en supposant plus précisément que le premier groupe d’arguments de

Py s estle jet JC‘*@'@(C, t) par rapport & ¢ de la série définissante ©((, t), et en supposant
que P;r g est un polyndme universel par rapport aux variables (Jlfj‘@(g t), JJ—ME(T)).

Fixons ¢ € N et supposons les relations (5.5) vraies pour tout 5 € N™ tel que || < ¢. En
appliquant la dérivation £, a (5.5), et en utilisant I’hypothése de récurrence, nous pouvons
écrire:

LLT(r) = Ly, [Pos (J‘%(@, 0, 7)) |

%

d
Z "* 06,00 0,(C, )+

BreN™, |B1]<|B] J
l Py
(5.6) +) > W ¢, 05 hyy (T)+
it=1 a1 €N, |on |[<|B] El
n’ d 8P
+> Z o - 06,0; - 0,02 Ry (7)
it =1 a €N, |on |[<|B] j=1 11
= P/ ﬁ+1m (Jg_ﬁ‘Jrl@(C’ t)7 JJ_[}‘E(T),) ,
ou le symbole 1;* désigne le multiindice (0, ...,0,1,0,...,0) € N™, avec 1 a la k-

ieme place et 0 aux autres places. Le calcul (5.6) démontre bien que P;/, 541, est un
polynéme et qu’il se déduit de P;/, 3 par une formule algébrico-différentielle universelle
de différentiation composée. Puisque tout multiindice de longueur ¢ + 1 peut s’écrire
B8+ 13", ou |B| = ¢, ceci démontre le Lemme 5.4. O

Gréce a la formule de Leibniz pour la différentiation d’un produit de fonctions, on ob-
serve plus généralement qu’un développement polynomial analogue existe pour £° 7 (1),
lorsque o € N™' est un multiindice arbitraire. Nous n’aurons pas besoin de formules com-
binatoires explicites, que du reste, nous n’avons pas tenté d’écrire.
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Gréce a ce préliminaire, en tenant compte du fait que 7 = (¢, ©(¢, t)) sur M, nous
pouvons développer les identités (5.3) comme suit :

(.7) R, 5 (C,t, TR, 0(C,1) - h(t)) =0,

ou les i, 4 (C,t, JPIR t’) sont des séries entiéres convergentes, relativement poly-
nomiales par rapport au jet strict de k. Le dernier argument ¢’ est placé aprés un signe
«:» pour bien notifier que dans (5.3), ce sont les composantes de % que I’on dérive en
appliquant les opérateurs £°, tandis que les composantes de % ne sont pas différentiées.

Enrevenant a la définition (1.34) des applications W’, 5 introduites dans le §1.33, nous
avons la coincidence de notations:

(5.8) W, 5(0,0,¢) = R 5 (0,0,71R(0) : ).

D’apreés I’hypothése principale du Théoréme 1.39 (i), pour k assez grand, I’application

t— (qﬂ., 5(0,0,t) est de rang n’ en ¢’ = 0. Nous noterons £, un tel
_ e 1<G/<d, |B|<k

entier k. De maniére équivalente, I’application holomorphe locale

(5.9) v (R 5 (0,0, 710 : )

estderangn’ ent’ = 0.

Gréce a cette hypothése forte, nous pouvons appliquer le théoréme des fonctions impli-
cites aux identités (5.7), écrites seulement pour | 3] < ¢y, afin de résoudre h(t) en fonction
des autres variables, ce qui donne une expression de la forme

(5.10) h(t) = @ (¢,t, JR(C,0(C, 1))
ou I"application & est & valeurs dans C", et holomorphe au voisinage de (0,0, 7%%(0))
dans (Cer"Jan’, n o,

En admettant un léger écart de notation, nous réécrirons I’identité (5.10) sous la forme
(5.11) h(t) = ® (t, 7, J2h(T)),
étant entendu que (¢,7) € M, c’est-a-dire que £ doit étre remplacé par ©(¢,¢) si I’on
veut interpréter (5.11) comme une Vvéritable identité formelle dans C[¢, t]" .

En partant des identités de réflexion écrites a la deuxieme ligne de (1.32) et en raison-
nant comme ci-dessus, on démontre que h(7) satisfait I’identité suivante sur M :

(5.12) h(r) =0 (T, ¢, Jth(t)) :

1<y’ <d’, |B]<to

Pour se convaincre que c’est bien I’application conjuguée ® qui apparait dans (5.12),
on peut aussi poser 7 := ¢ dans (5.11), conjuguer de part et d’autre du signe «=», puis
complexifier la variable (#)¢ =: 7 dans I’identité obtenue, ce qui donne (5.12).
En résumé, nous avons obtenu un couple d’identités formelles, valables pour (¢,7) €
M:
h(t) = ® (.7, JOR(7))

(5.13) h(r) =3 (T, t, Jf“h(t)) :

Soit TI(t, ) € CJ[t, 7] une série formelle sans terme constant, par exemple h; (t) —
®; (¢, 7, JEoh(T)), ot i est fixé. Quand nous disons que I1(t,7) = 0 pour (t,7) € M,
nous entendons que I’on a les deux identités formelles I1(¢, ¢, ©(¢,t)) = 0 dans C[¢, t]
et I1(z,0(z,7),7) = 0 dans C[z,7]. De maniére élémentaire, on vérifie qu’en posant
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r(t,7) = & — O((,t) et 7(1,t) := w — O(z,7), ces identités sont équivalentes entre
elles et qu’elles sont équivalentes & la propriété suivante: il existe deux matrices de
séries formelles c(t, ) et d(¢,7) de taille 1 x d telles que II(t,7) = c(¢t,7)r(t, ) et
Ii(t,7) = d(t, ) 7(r,t) dans CJ[t, 7]. Retenons donc que I’expression I1(¢,7) = 0 pour
(t, ) € M signifie rigoureusementque I1(¢, ¢, ©(¢, t)) = Oouquell(z,O(z,7),7) = 0.

Le couple d’identités (5.13) est absolument fondamental : il signifie que A(t) (resp.
h(7)) peut étre résolu par rapport au jet d’ordre ¢ de h(7) (resp. de h(t)) et que cette
résolution est analytique (puisque ® I’est), bien que h(t), h(7) et leurs jets soient, par
hypothése, des applications formelles qui sont a priori non convergentes. Ces identités
ne permettent pas encore de démontrer que h(t) et h() convergent: en effet, les variables
¢ et 7 sont encore mélées dans (5.13), et les deux termes Jh(r), J°h(t) sont a priori
non convergents. Mais dans le reste de cette section, en «démélangeant» les variables ¢ et
7, nous allons établir I’énoncé suivant, qui complétera la démonstration du Théoreme 1.39

(D).
Assertion 5.14. En supposant M minimale & I’origine, le couple d’identités (5.13) im-
plique que h(t) € C{t}™ etque h(r) € C{r}" convergent.

5.15. Passage aux jets d’ordre quelconque. Notre premier objectif est de générali-
ser (5.13) en faisant apparaitre, a la place des membres de gauche h(t) et h(7), des jets
d’ordre arbitraires J/h(t) et JEh(7), ou £ € N. Nous verrons ci-aprés pourquoi cela est
nécessaire.

Pour cela, introduisons les champs de vecteurs T, j =1, ..., d,etX;, j =1, ...,d,
définis comme suit
0 L 00, 0 0 . 00, 0
516) T, := — — (¢, t) =— ; T, = — — —_—
610 V=gt o, gt LT ag T 55 g,

Ces champs de vecteurs sont tangents a M : en effet, on vérifie immédiatement que
T, [&, — 05,(¢1)] = 0etque X, [w), —Oj,(2,7)] = 0, pour ji,jo = 1, ....d.
Observons que la collection des 2m + d champs de vecteurs Ly, £, et T; engendre le
fibré tangent 7'M. La méme propriété est satisfaite par la collection L, £, et X ;. No-
tons au passage des relations de commutation que nous n’utiliserons pas: [Y;, £,] = 0
et [lj, ﬁk} = 0. Considérons I’action sur h(t) des champ de vecteurs Y ;, interprétés
comme dérivations. Soit § = (01, ...,d4) € N un multiindice arbitraire. Notons Y la
dérivation composée (Y1) (Y3)% ---(Y4)%, qui est d’ordre |§]. On observe immédia-
tement que

(5.17) TOh(t) = 0 h(t).

De maniére similaire, Y°%(7) = 02h(r).
En procédant comme dans la démonstration du Lemme 5.4, on vérifie que pour tout

i’ = 1,...,n et tout multiindice o = (B,5) € N™ x N9, il existe des séries entiéres
Qi 3,5 telles que

§
(5.18) £ 00h() = Qi p,s (7, 77 iy (1))

Ces séries sont polynomiales par rapport aux variables de jets et possedent des coeffi-
cients analytiques par rapport a (¢, 7), lesquels coefficients ne dépendent que des séries
définissantes © (¢, t) de M.

Réciproquement, puisque les n champs de vecteurs £y, et Y; engendrent I’espace des
(t1, ..., tn), nous pouvons inverser les formules LY (t) = Q. 5.5, €n considérant
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les dérivées partielles 9;" b (t) comme inconnues. En examinant les termes de plus haute
dérivation dans les polynémes ;. g, 5, on constate que le systéme linéaire que I’on doit
inverser est de type trigonal, et de déterminant 1 : I’inversion est élémentaire et conserve
la polynomialité. On en déduit :

Lemme 5.19. Pour touti’ = 1, ..., n’ et tout multiindice o = (3, 6) € N™ xN¢, il existe
une série entiere P, polynomiale par rapport a son dernier groupe de variables, dont
les coefficients sont des séries entieres convergentes par rapport a (¢, 7) qui ne dépendent
que des séries définissantes ©;((,t) de M, tel que I’identité suivante est satisfaite dans
Clt] -

(6% p— 1 61
(5.20) i (t) = Py o (t,T, (Lo h(t))wl‘gmywl'gw'),

lorsque (¢, 7) € C" x C™.

Appliquons maintenant la dérivation £5Y? & la premiére ligne de (5.12) et la dérivation
L£PY° & la seconde ligne de (5.12): cela est autorisé, puisque les champs de vecteurs
Ly, Ly, T; et X; sont tangents a M. Comme les coefficients de ces dérivations sont
analytiques, en utilisant la «régle de la chaine» pour différentier les membres de droite
® et ® de (5.12), nous voyons apparaitre des expressions polynomiales par rapport aux
variables de jets stricts, dont les coefficients sont analytiques par rapport aux variables
(t,7) € M. L’ordre de ces variables de jets monte jusqu’a ¢y + | 3| + |4|. En appliquant le
Lemme 5.19, nous pouvons effectuer des substitutions linéaires sur les identités obtenues
afin de résoudre les dérivées partielles 9f*h;/ (t), ce qui donne des identités de la forme

Ohir (1) = @i, (1.6,0(¢, ), 1 IR O(C, 1))
Soit ¢ € N un entier arbitraire. Collectons les identités obtenues pour tous les multiin-
dices « satisfaisant |a| < ¢ et résumons les calculs effectués.

Lemme 5.21. Pour tout entier ¢ € N, il existe une série entiére ®, = @, (¢, 7, JT¢)
a valeurs dans C™V~'.».¢, polynomiale par rapport aux variables de jets stricts, dont les
coefficients sont des séries entiéres convergentes par rapport a (¢, 7) qui ne dépendent
que des séries définissantes ©; (¢, ¢) de M, telle que les deux identités suivantes sont
satisfaites:

Jih(t) = @0 (1,(,0(¢,1), JOTR(C,0(C, 1)) et

(522) Jfﬁ(’]‘) — 6( (7_7 27@(27 7)7 Jtlo+lh(z,§(z, T))) 3

dans C[¢, 1]V ¢ et dans C[z, 7]V ».

Ces formules constituent la généralisation désirée de (5.12). Elles seront notre nouveau
point de départ.

La deuxiéme étape cruciale dans la démonstration de I’assertion 5.13 va consister a
effectuer un grand nombre d’«auto-substitutions» entre ces formules, en se «déplagant»
le long des chaines de Segre (conjuguées). Par souci de clarté et de compréhensibilité,
commencons par détailler les deux premiéres étapes.

5.23. Restrictions a la premiére et a la deuxiéme chaine de Segre conjuguée. Rap-
pelons que h¢(t,7) = (h(t),h(r)). Nous admettrons I’abus de notation suivant: au
lieu d’écrire rigoureusement h (m;(t, 7)) et h (. (t, 7)), nous écrirons h(t,7) = h(t)
et h(t,7) = h(7).
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Soit v € N, v > 1, s0it x € C” et soit Q(x) = (Q1(x), ..., Qan(x)) € C[x]*"
une application formelle quelconque satisfaisant Q(0) = 0. Puisque le flot multiple de £
défini par (3.13) n’agit pas sur les variables 7 et que le flot multiple de £ défini par (3.14)
n’agit pas sur les variables ¢, nous avons deux relations simples :

¢ _ y .
(5.24) {Jﬂ(ézl(Q(X))) = Jh(QG) et

Trh (L (Q())) = Jrh(Q()) -

Pour généraliser ces observations, rappelons que lorsque % est impair, la k-iéme chaine de
Segre conjuguée I';, commence a gauche par le multiflot £, (---); de méme, lorsque &
est pair, elle commence & gauche par le multiflot £, (- - - ). Nous déduisons alors de (5.24)
deux relations triviales, mais absolument cruciales:

{th Ty (2))) = Jfh (Lo (26-1))),  sik estimpair ;

5.25 _ _
529 JEh (L (200))) = JER (Di_y (2(6—1))) . Sik est pair.

Des relations similaires sont satisfaites avec la chaine de Segre T'.
Restreignons maintenant les relations (5.22) a la premiére chaine de Segre conjuguée,
c’est-a-dire remplacons (¢, 7) par I’y (z(l)). En tenant compte de (5.24), nous obtenons:

Th(0) = @y (L) (1), TR (L4 (1)) et

(529 TR (T, (21)) = Be (L4 (20), T2 0(0))
La premigre relation ne sera pas utile ; interprétons la seconde : puique le jet .J/h(0) est
constant et puisque ®, est analytique, le membre de droite converge par rapport a la
variable z; € C™ ; par conséquent, le membre de gauche est convergent par rapport a z1,
ce qui signifie que la restriction a la premiére chaine de Segre conjuguée du jet d’ordre
quelconque J A converge.

Passons maintenant & la deuxiéme chaine de Segre conjuguée. Remplacons (¢, 7) par
Ty(2(2)) = Ly(21, 22) dans (5.22). En tenant compte de (5.24), nous obtenons::

(5.27) {Jf h(Da(202) =P (Lal2) SR (L (21))) et

Jrh (Ly(21)) =P (La(2(2), Jth (Da(2(2)))) -

La seconde relation ne sera pas utile. Quant a la premiere, on voit tout de suite qu’il
faut y remplacer le terme J%+¢h (T, (z1)) par I’expression que nous venons d’obtenir
dans (5.26), sans oublier de remplacer ¢ par ¢ + ¢, ce qui nous donne:

Jih (Dy(z2)) = @0 (La(2(2)), JETR (D1 (21)))
(5.28) = @ (Da(22))s Bege (L (1), 200 (0)) )
= H&g (Z(Q), JtMOJrlh(O)) .

Pour pouvoir effectuer une telle substitution, il était important de formuler a I’avance les
identités (5.22) qui généralisent aux jets d’ordre quelconque les identités (5.12). Interpré-
tons maintenant le résultat: I’expression de la seconde ligne de (5.28) est convergente,
puisque ®, et ®,,,, sont analytiques et puisque le jet Jfff’”h(o) de I’application for-
melle h est constant. On en déduit que la restriction a la seconde chaine de Segre conju-
guée du jet d’ordre quelconque .J/ h converge.
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Le lecteur aura deviné qu’en poursuivant ces substitutions le long des chaines de Segre
conjuguées de longueur arbitraire, nous pourrons conclure la démonstration de I’asser-
tion 5.13, grace au Lemme 3.32. Ecrivons donc la démonstration finale.

5.29. Substitutions sur les chaines de Segre conjuguées de longueur arbitraire. L’as-
sertion suivante généralise les substitutions précédentes.

Lemme 5.30. Pour tout entier £ € N et tout entier £ € N, il existe une série formelle
g x = I i (2(k), J¥0 ) & valeurs dans CVr'.n.¢, polynomiale par rapport aux va-
riables de jets stricts, dont les coefficients sont des séries entiéres convergentes par rap-
porta z(; qui ne dépendent que des séries définissantes © (¢, t) de M, telle que les deux
identités formelles suivantes:

631 I (D (2y)) =To, g (z(k), Jf““h(o)) ., sikestimpair ;
Jeh (L (2y)) =1k (z(k), Jflo”h(o)) si k est pair,

sont satisfaites dans (C[[z(k)]]N”” e,

Ce lemme nous permet de conclure la démonstration de I’assertion 5.13, et par la-
méme celle du Théoréme 1.39 (iii). En effet, en posant £ = 0 dans la seconde iden-
tité (5.31), grace a la convergence de Il 5, I’hypothése du Lemme 3.32 est satisfaite.

Démonstration. Pour k& = 1,2, le travail est achevé. Raisonnons par récurrence en suppo-
sant le lemme vrai pour un entier k. On supposera k impair —le cas ou il est pair se traitera
de maniére similaire.

Remplagons (¢, ) par L', ; (2(x+1)) dans la premiere ligne de (5.22); utilisons la se-
conde relation (5.25) pour simplifier ; appliquons I’hypothése de récurrence, c’est-a-dire
la premiére ligne de (5.31): ces trois actions reviennent a effectuer le calcul suivant:

Jfh (Cpi1 (211))) = @ (Dpa (o)) 227 (D (20111))) )
=0 (Ljpy (Zoan)s JOTR (Di(2h)))

5.32 —

(5:32) =9 (£k+1(z(k+1))7 Wegte, i (Z(kw thé”é”“h(o)))
=: 1y, 41 (Z(k+1), JEHI)ZOHMO)) .

Le résultat obtenu n’est autre que la formule (5.31) au niveau k + 1. |

Etudions & présent la convergence de h avec des hypothéses moins simples que la
non-dégénérescence finie (h2).

86. CONVERGENCE D’APPLICATIONS CR FORMELLES SEGRE NON-DEGENEREES

6.1. Préliminaire. Cette section est entiérement consacrée a démontrer le Théoréeme 1.39
(iii), valable pour des applications CR formelles satisfaisant la condition de non-dégéné-
rescence (h4). D’apres le 85.2, nous pouvons développer les identités de réflexion (5.3)
sous la forme (5.6). En revenant a la définition (1.34) des séries W', ;(z,w,(,§,t') intro-
duites dans le §1.33, nous avons la coincidence de notations:

0 =" 5(26(20),0,0,h(2,0(z,0)))

©.2) =R , (2,5(2,0)70,0, JPRO) : h (z,@(z,o))) .
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Une fois pour toutes, choisissons des entiers j/(1), ..., j'(n’) et des multiindices distincts

B(1), ..., B(n") tels que le déterminant (1.36) ne s’annule pas. Pour alléger la présenta-

tion, nous noterons les séries R;/(i,) iy par R!,, pour i} = 1,...,n'. Définissons
1/ 1 1

lo := max <y <ns |B(i7)].

6.3. Proposition principale. Nous ramenons ainsi la démonstration du Théoréme 1.39
(iii) a la proposition suivante, légérement plus générale, puisqu’on ne suppose pas que
h est une application CR formelle & valeurs dans une sous-variété générique analytique
réelle complexifiée M’, mais seulement que c’est une application formelle satisfaisant
certaines équations analytiques.

Proposition 6.4. Soient R}, (¢,7,J% :t'), i’ = 1,...,n/, des séries entiéres holo-
morphes dans un voisinage de (0,0, J©h(0) : 0) dans C* x C™ x C™»"n 0, polyno-
miales par rapport aux variables de jets stricts. Soit M la complexification d’une sous-
variété analytique réelle générique représentée par les équations (3.6) et soit h(t) €
(C[[t]]"/ une application formelle, avec h(0) = 0. Supposons que pour (¢,7) € M, les
deux identités formelles conjuguées qui suivent sont satisfaites :

0 = R} (t,7,J7°h(7) : h(1))

6.5 _ _
(©3) 0=~ (7‘, t, JO(t) - h(T)) .
pouri’ =1, ...,n’. Si M est minimale en O et si le déterminant suivant:
OR,, , — — —
(66)  det (a— (2,6(2,0),0,0, J°R(0) : b (2, @(z,O)))> # 0,
tiy 1<i, i) <n’

ne s’annule pas identiquement dans C{z}, I’application h(t) € C{t}" est convergente.

Démonstration. En travaillant avec les chaines de Segre I'y (alors que nous avons tra-
vaillé avec les chaines conjuguées I';, dans la Section 5), établissons que & (Fk(z(k))) €

Clzw 1 pourtout k € N. D’aprés le Lemme 3.32, cela suffira pour obtenir la conclusion
de la Proposition 6.4. Commencons par établir un critere simplifié pour la convergence
des jets de h et de h sur les chaines de Segre.

6.7. Jets transversaux de h. Rappelons que les champs de vecteurs T et X; tangents a
M sont définis par (5.16). Notons les relations

(6 8) Jfﬁ (Fk (Z(k))) = Jﬁﬁ (Fk—l (Z(k—l))) s Si k est impair,
' Jih (T (2)) = Jfh (Trza (20-1y)) . Sik est pair,
qui sont analogues et équivalentes par conjugaison aux relations (5.25).

Lemme 6.9. Soit / € N, soit k € N et soit I'y(2(x)) la k-ieme chaine de Segre. Les
propriétés suivantes sont équivalentes:

(i) Le jet d’ordre ¢ de h ou de h converge sur la k-iéme chaine de Segre, i.e. en
tenant compte des simplifications (6.8) :

Jh (Tr(z0)) € C{zgn N ne  sik estimpair,
(6.10) { fh (De(zry) € Clap) p

JER (Tr(zry)) € Clzgy )N ome sik est pair ;
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(if) pourtout 3 € N™ ettout § € N4 satisfaisant | 3|+ [0] < ¢, les dérivées suivantes
de h ou de h convergent:

[EﬁT‘Sh} (Fk(Z(k))) S (C{Z(k)}n/ si k est impair,

(6.11) s r .

[QBI h} (TCe(z))) € C{z@}"  sik est pair;

(i) pour tout 6 € N9 satisfaisant |§| < ¢, les dérivées suivantes de h ou de h
convergent:

[T2h] (Tk(zry)) € Clzy}™  sik estimpair,

(6.12) = . _
{I h} (TCe(za)) € C{zpy}™  sik est pair.

Interprétons la derniére propriété (iii) : on doit se figurer que les différentiations £
et £” sont «horizontales», puisqu’elles agissent le long des sous-variétés de Segre com-
plexifiées (conjuguées); au contraire, les différentiations Y9 et Y doivent étre considé-
rées comme «transversales», puisque les 2m + d champs de vecteurs £, £, et T; (ou
X;) engendrent T M (cf. le 85.15). Ainsi, le Lemme 6.9 rameéne la convergence (i) des

jets de h et de h a celle (iii) de leurs seuls «jets transversaux».

Démonstration. Rappelons qu’en développant £ Y%, (t) (ou £ Y%y (7)) par rapport
aux jets 9 h; (t), on obtient les formules (5.18) et leurs inverses (5.20) (ainsi que leurs
conjuguées). Nous en déduisons immédiatement I’équivalence entre (i) et (ii).

(i) implique (iii) trivialement. Réciproguement, supposons k& impair pour fixer les
idées. Observons que la k-ieme chaine de Segre I'y(z(x)) s’écrit L., (Fk,l(z(k_l))).
Soit ¢(t) € (C[[t}]"/ une application formelle arbitraire. Soit = € C™. D’aprés la défini-
tion (3.13) du flot de £, on a% [p(L:(0))] = [Lig] (L.(0)), pour ] = 1, ..., m. Plus
généralement, en notant zj,;, [ =1, ..., m, les composantes de z;, € C™, ona:

0
Oz

(6.13) [ (L2 (Thoa1(z-1)))] = [£20] (Th(zr)) -

Pour un multiindice 8 € N™ arbitraire, nous en déduisons I’identité :
(6.14) 0%, [¢ (Tr(za))] = [£7¢] (Tr(zm)) -

Supposons maintenant que [Y°h] (T (2x))) € C{zx)}" est convergent. Puisque la
propriété de convergence d’une série formelle est stable par dérivation quelconque par
rapport & ses variables, nous en déduisons, en appliquant la différentiation 6fk a la série
[Y°h] (Tk(zk))) eten utilisant au passage la formule (6.14), que [LPY?] (T (z(x))) est
aussi convergent, pour tout 5 € N™. Ceci démontre que (iii) implique (ii) dans le cas ou
k est impair. Le cas ou & est pair se traite de maniére analogue. O

6.15 Convergence des jets de h et de h sur la premiére chaine de Segre. Nous pouvons
maintenant amorcer la démonstration de la Proposition 6.4. Rappelons que pour k& = 1,
onaz) =z € C™. Remplagons (¢, 7) par I'y (21) dans la premiére ligne de (6.5), ce
qui nous donne les n’ identités formelles:

(6.16) 0= R}, (T1(z1), J2R(0) : h(T1(21))),

pouiz" =1, ...,n/. Au passage, nous avons utilisé la relation connue JOR (T1(2)) =
JYh(0). G race a I’analyticité des R/, grace au fait que J2h(0) est constant, grace
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au Corollaire 2.9 et enfin, grace a I’hypothése analytique principale (6.6) de la Proposi-
tion 6.4, nous déduisons immédiatement de (6.16) que la restriction de h a la premiére
chaine de Segre, i.e. (1 (21)) = h (21,0(21,0)) € C{z1}", est convergente.

La prochaine étape consiste a généraliser aux jets de h d’ordre quelconque cette pro-
priété de convergence, aprés composition par I'; (z1 ). Nous verrons dans le 86.29 ci-aprés
pourquoi cela est nécessaire.

Lemme 6.17. Pourtout ¢ € N,ona J/h (I'1(z1)) € C{zy } V' ne.

Démonstration. Grace au Lemme 6.9, il suffit d’établir que
(6.18) [T2h] (T1(21)) € C{z}™,

pour tout § € N, Pour cela, nous aurons besoin de formules analogues a (6.13) et (6.14),
en remplacant £ par Y et £ par X. Soient p = (2, wp, (p,&p) € M, w € Clet & € CL
Les multiflots des champs de vecteurs T ; et X' introduits dans (5.16) ont pour expression
explicite

(6.19) {Tw@) = (2 W + W, Gy O(Gpr 2wy +0)) et

I{ (p) = (vag(zpv §p7 gp + 5)7 Cpa gp + f) .

Il est clair que Y., (p) € M etque X, (p) € M. Soit ¢(t) € (C[[t]]"l. L’argument qui nous
a permis d’établir (6.14) permet de vérifier que pour tout 6 € N9, la relation formelle
suivante est satisfaite :

(6.20) 9y ¢ (Tw (Ti(20)))] = [Y°0] (Tu (Ti(21))).

Remplagons maintenant (¢, 7) par Y., (I'1(21)) € M dans la premiere ligne de (6.5),
ce qui donne les identités formelles:

(6.21) 0= R} (T (T1(21)), JER (Yo (T1(21))) + (Y (T1(21)))),

dans C[z1,w], pouri’ =1, ..., n'. Dans ces identités, on ne peut effectuer aucune sim-
plification en utilisant les relations (6.8). Néanmoins, en différentiant ces identités par
rapportaw;, j =1, ..., d, eten posant w = 0, on pourra appliquer la simplification cru-
ciale J%h(T1(z1)) = Jh(0). Pour exprimer précisément ce que fournit I’application de
I’opérateur O, (-)|w=0 & (6.21), groupons les variables dont dépendent les séries conver-
gentes R/, en trois sous-groupes: (¢, 7); J% ; et ¢'. En appliquant I’opérateur d,,, (-)|w=0
a (6.21), grace a la «régle de la chaine» pour la différentiation de séries composées et
grace a (6.20), nous obtenons une somme massive constituée de trois sous-groupes de
polynémes différentiels, que nous écrivons en détail comme suit, juste avant de formuler



REGULARITE ANALYTIQUE DE L’APPLICATION DE REFLEXION CR FORMELLE 51

des commentaires explicatifs:

(6.22) /
0 = gf]ﬂ (Fl(zl), JfOE(O) . h(Fl(Zl))) =+
3 gﬂ 0,21,8(21,0) Z (P4 (20), JHR(O) : h(Te0) +
" OR! _ _
+ —— % (I'y(z1), J2h(0) : h(T Y0 hy (0)+
1_,12_:1 041€N7;|041<20 (05 Ty ) (T1(z1) (0) : h(T1(21))) (0)
— IR}, 0T
+> ETh (T1(21), J°R(0) : h(D1(21))) - [Yihar | (T1(z1)),

pouri =1,...,n"etj =1,...,d. Les deux premiéres lignes explicitent les dérivées
partielles par rapport au premier groupe de variables (¢, 7) ; la troisieme ligne collecte les
dérivées partielles par rapport au second groupe J“h ; la quatriéme ligne collecte les dé-
rivées partielles par rapport au troisiéme groupe t'. D’apres le début du §6.15, nous savons
déja que h(T'1(z1)) € C{z}™ converge. En examinant tous les termes de la premiére,
de la deuxiéme et de la troisieme ligne de (6.22), nous voyons qu’ils sont convergents. De
plus, les termes de la quatriéme ligne situés avant le signe de multiplication «-» sont eux
aussi convergents. Par conséquent, nous pouvons réécrire (6.22) sous la forme contractée :

(6.23) 0=1b} ;(z1) + Z ri o 5(21) - [Tihe] (T1(21)
11:1
pouri =1,...,n etj =1, ...,d. Ici, comme nous venons de le remarquer, les séries

entieres b, ;(z1) etr;, i J(zl) sont convergentes. En fixant j pour appliquer le lemme
suivant, nous déduisons de (6.23) que [Y;hy | (T'1(21)) € C{z} converge, pour tout
iy=1,...,n ettoutj =1, ...,d.

Lemme 6.24. Soitv € N, v > 1, soitx € C¥, soitn’ € N, n’ > 1, soit 1/, /1( x) € C{x}

’L 5 T
pour ¢’,37 = 1,...,n  etsoit b, (x) € C{x} pour i =1, ...,n. Si n/ séries a priori
formelles @, (x) € C[x], i} =1, ..., n/, satisfont formellement le systeme linéaire
1

n/
(625) O = b;/ (X) + Z 717/;/,7;,1 (X) a;;l (X)7

i =1
et si
6.26 det (1} ;4 (x)) 0
(6.26) ot (4 09) Ly s P

dans C{x}, les séries a/ii (x) € C{x} sont en fait convergentes.

On peut démontrer ce lemme de maniére élémentaire en appliquant les formules de
Cramer : pour chaque ag,l (x), on obtient alors un quotient de séries convergentes, dont le
dénominateur est constitué du déterminant (6.26) ; par unicité des séries formelles a’i/1 (x),
le dénominateur est nécessairement absorbé par le numérateur; en appliquant le théo-
reme de division de K. Weierstrass (version formelle et version analytique), on en dé-
duit que les séries a;,l (x) € C{x} convergent. Observons aussi que ce lemme est un
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cas particulier du Corollaire 2.9, si I’on considére les équations analytiques r/, (x,y) :=
by (%) + 325 1 Th i (X) iy = 0.

En résumé, nous avons établi que [Y ;4] (T1(z1)) € C{z}" pourj =1, ...,d, ce
qui nous donne le Lemme 6.17 pour £ = 1.

Pour traiter le cas général, nous allons démontrer (6.18) par récurrence. Soit £ € N
tel que ¢ > 1; supposons la propriété (6.18) satisfaite pour tout multiindice 6, € N¢
tel que |d2| < 4. Soit j tel que 1 < j < d. Soit 6; € N un multiindice arbitraire
tel que |6;] = ¢. Rappelons qu’un multiindice § € N arbitraire tel que |§| = ¢ +
1 sécrit 6 = &, + 19, ou 17 désigne le multiindice (0, ...,0,1,0,...,0) € N¢, ou
I’entier 1 se situe a la j-iéme place et ou 0 se trouve aux autres places. En appliquant la
dérivation 9,05 a (6.21), en utilisant la «régle de la chaine» pour la différentiation de
séries entiéres composées et en utilisant la formule de Leibniz pour la différentiation des
divers produits qui apparaissent, nous pourrions écrire sous forme développée une formule
(compliquée) qui généraliserait (6.22), mais un tel travail formel n’est pas réellement
nécessaire. En effet, en tenant compte de I’hypothese de récurrence, nous affirmons qu’il
existe des séries entieres convergentes b, 5 (21) € C{z1} telles que I’application des
dérivations 9,,, 95! a (6.21) fournit les identités formelles suivantes:

(6.27)
" AR, -
0="bj 5 ;(z1)+ Z an (T1(21), J2R(0)  h(T1(z1))) - [T Ry | (T1(21)),
i

o
i1=1

pourd’ =1,...,n/,etpourj =1, ...,d. En effet, le terme b;, 5 .(21) collecte toutes
les dérivées partielles de R/, (par rapport aux trois groupes de variables (¢, 7) ; Jh ; ett')
autres que celles écrites dans (6.27) ; ces dérivées partielles peuvent étre multipliées par
des coefficients entiers et par des termes de la forme Y92k, (I'1(21)), pouriy =1, ...,n’'
et pour |d2| < ¢. Tous ces termes convergent, grace a I’hypothése de récurrence: c’est
pourquoi by, 5 ,(21) € C{z1}.

Pour terminer, réécrivons (6.27) sous la forme suivante

/

(628) 0= b/i/,(;l,j(zl) + Z T,L'/_’,L'/Pj(zl) . [T]T(Slh’lll] (Fl(zl)),

o
=1

qui est analogue a (6.23), avec les mémes coefficients convergents 7y i+ ;(z1) € C{z1}.
Une application directe du Lemme 6.24 permet de conclure que [Y;Y°*h; | (T'1(z1)) €
C{z1} pourtout j = 1, ...,d, tout |§1] = £ ettouts) = 1,...,n’. Ceci compléete la
démonstration de (6.18) par récurrence sur |6]. Le Lemme 6.17 est démontré. O

6.29. Convergence des jets de h et de k sur la seconde chaine de Segre. Dans le précé-
dent paragraphe, nous n’avons pas insisté sur le fait que les jets de i convergentsur la pre-
miére chaine de Segre, parce que cette propriété est triviale : en effet, grace a (6.8), le jet
JER (1 (21)) = JEh(0) est constant, donc convergent. Un phénoméne analogue prévaut
sur la deuxiéme chaine de Segre: puisque I’on a J/h (I'2(2(2))) = J{h(I'1(21)) gréce
a (6.8), il découle du Lemme 6.17 démontré précédemment que les jets de h convergent
(gratuitement) sur la deuxiéme chaine de Segre.

Pour démontrer que la série entiére h (Fg(z@))) converge par rapport a z () € c?m,
ecrivons la seconde ligne de (6.5) en y remplacant (¢, 7) par I'a(z(2y), Ce qui nous donne
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les ' identités formelles :
(6.30) 0=, (¢ (Talz@)) IR (T1(21) B (Ta(3) ) 4

pouri’ =1, ..., n'. Ici, puisque le premier groupe (7, t) d’arguments de E;/ dans (6.5)
est écrit dans I’ordre inverse de I’ordre habituel (¢, 7), pour étre rigoureux sur le plan nota-
tionnel, nous avons composeé la chaine I'z(z(2)) avec I’involution holomorphe o (t, 7) :=
(1,t) introduite juste avant le §3.18. Mais dans la Section 7 ci-dessous, nous admettrons
le léger écart de notation qui consiste a sous-entendre o. Bien entendu, nous avons uti-
lisé (6.8) pour simplifier J/°h (Ta(2(2))) = J{°h (T'1(z1)). Grace au Lemme 6.18, le
terme Jf"h (T'1(21)) est convergent: c’est bien parce qu’il apparait dans (6.30) que nous
avions besoin de démontrer a I’avance que les jets de h convergent sur I'; (z1), au moins
jusqu’a I’ordre ¢y. Par conséquent, les équations (6.30) sont convergentes par rapport a
leurs deux premiers groupes de variables. Pour appliquer le Corollaire 2.9, il suffit a pre-
sent de vérifier que le déterminant suivant:
R, ‘ x
(6.31) det (815’./ (a (T2(22))) , J:°h (T1(21)) : h (FQ(Z(Q)))))
1

1<, i, <n/

ne s’annule pas identiqguement dans C[z(5)] = C[z1,22]. Or, en posant z; = 0 et en
tenant compte de la relation I'»(0, z2) = L. (£.,(0))|z,=0 = £.,(L0(0)) = L'} (22), ce
déterminant se simplifie comme suit :

ORy _

det (% (o @ z2)), JoR0) h<£1<zQ>>)>
(6.32) » b 1= as
= det (W (22,9(22,0),0,0, JR(0) :E(ZQ,@(ZQ,O)))>

1<i, i) <n’

Grace a I’hypothese principale (6.6) (retrouvée ici a une conjugaison pres), ce dernier
déterminant ne s’annule pas identiquement dans C[z2], donc le déterminant (6.31) ne
s’annule pas identiquement dans C[z ()] et le corollaire 2.9 nous permet de conclure que
T (Ta(2(2))) € C{z(2)}™ converge.

Nous pourrions poursuivre le raisonnement et établir une version du Lemme 6.17 sur
la deuxiéme chaine de Segre, i.e. démontrer que J:A (I'2(z(2))) € C{z(2)}"»¢ pour
tout £ € N. Mais puisque nous avons maintenant passé en revue et commenté en détail
tous les points techniques délicats, nous pouvons d’ores et déja entamer la démonstration
finale de la Proposition 6.4 en raisonnant par double récurrence sur la longueur & des
chaines de Segre et sur I’ordre ¢ des jets de h.

6.33. Démonstration finale. Pour conclure la Proposition 6.4, nous savons qu’il suffit
d’établir le lemme suivant, qui généralise le Lemme 6.17.

Lemme 6.34. Pourtout k € Nettout/ € N,ona
{ Jih (Ti(zy)) € Clzgy N me,  sik estimpair ;

(6.35) - . .
JEh (Tr(zy)) € CLzg}¥me,  sik est pair.

Démonstration. Pour £ = 1, ce lemme est déja démontré. Supposons que la propriété
(6.35) est satisfaite au niveau & et démontrons-la au niveau k + 1. Pour fixer les idées,
nous supposerons & impair—le cas ol & est pair se traitant de maniére similaire.
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L objectif est de démontrer que JA (Diy1(2(x41))) € C{z(gp1)} V' ¢ converge.
Gréce au Lemme 6.9, il suffit de démontrer que

(6.36) {Iéﬂ (Trp1(z(et1))) € (C[[Z(k)]]n/,

pour tout § € N¥. Nous allons raisonner par récurrence sur I’entier |J|.
Traitons d’abord le cas § = 0, déja vu ci-dessus pour k& + 1 = 2. Pour cela, posons
(t,7) := ry1(2k41)) dans la seconde ligne de (6.5), ce qui nous donne:

(6.37) 0=, (U (Chr(zr41)) s Ji0h (Tlzay)) 2P (Fk+1(2(k+1)))) :

pouri’ =1, ...,n'. Grace a I’hypothése de récurrence, le deuxieme argument de E;/ est
convergent. Pour appliquer le Corollaire 2.9, il suffit donc de vérifier que le déterminant
suivant :
(6.38)

oR,

det [ £2
“\ oz,
1

(U (FkJrl(Z(k-i-l))) 7Jtéoh (Tk(2k)) h (Fk+1(z(k+1))))>

1<i!, i, <n/

ne s’annule pas identiqguement dans C[z(41)] = C[2(x), zx+1]. Or, en posant z(;y = 0
et en tenant compte de la relation Ty 11 (0, zk4+1) = I'; (2x+1), ce déterminant se simpli-
fie et coincide avec le déterminant (6.32) dans lequel z, est remplagé par z;;. Grace a
I’hypothese principale (6.6), il ne s’annule pas identiquement dans C[z1], donc le dé-
terminant (6.38) ne s’annule pas identiquement dans C[z(;1.1)] et le corollaire (2.9) nous
permet de conclure que A (Ti41(2(,11))) € Clz(ry1)}"™ converge.

Soit £ € N avec ¢ > 0; supposons la propriété (6.36) vraie pour tout multiindice
52 € N? tel que |52 < ¢. Soit ; € N un multiindice arbitraire tel que |5;| = ¢.
Considérons le multiindice &, + 19.

En remplagant (¢, 7) par X (Pi+1(2(k+1))) dans la deuxiéme ligne de (6.5), oli £ €
C<, nous obtenons les identités formelles:

(6.39)

0= (o (Te (Trsa(ze1))) s OB (L (Drra (o)) B (Le (Tra (i) )

dans C[z(,41,&] pourd’ = 1, ...,n'. Appliquons la dérivation 6£j8g1(~)’£ a (6.39),
=0

. . b - 6 A . 7
ce qui revient a appliquer X ;X°* (-)[¢=o. Nous obtgngns un polynom_e (gompllque_) dont
nous extrayons seulement le terme que nous considérons comme principal ; ainsi nous
résumons le résultat du calcul sous la forme:

0 = b;/, 61,](Z(k+1))+
" 9Ry _
(6.40) + 3 S (Trsa Grn)s o (Tel9)) B (et ()
=1 %

. [TjT‘glm (Fk+1 (Z(k+1))),

pour i = 1,...,n/, ot le terme b}, 5 (z(r+1)) est le «reste» qui incorpore tous les
termes qui apparaissent, excepté celui qui est écrit a droite du signe «+». Nous affirmons
/
que b, 5, ;(2(k+1)) est convergent. N _ . _
En effet, le terme b}, 5, (z(r+1)) est un polyndme a coefficients entiers qui contient
comme mondmes deux catégories de termes. La premiére catégorie est constituée des
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dérivées «transversales» suivantes :
(6.41) [I‘;Q hi;} (Trr1(2(e41))) 5

oui, =1,...,n etou, de maniére cruciale, la longueur de ¢, satisfait I’inégalité |do| <
£ en effet, le seul terme qui incorpore une dérivée «transversale» d’ordre £ + 1 est celui
qui est écrit a droite du signe «+» dans (6.40). Grace a I’hypothése de récurrence, tous
les termes (6.41) convergent. La deuxiéme catégorie de termes est consitutée des dérivées
partielles suivantes de R; :

on2 02
! ! o o
(6.42) Wiy Wiy 0(07 Vo)) -+ 0 (07 D hiey) )

(Fk+1(2(k+1)), J{°h (T(zry)) + P (Fk+1(2<k+1))))

(dans cette expression, la deuxieme ligne désigne I’argument de la premiére ligne), ol
1 <4d"(1),...,i"(n2) < n',00a(l),...,ale2) € N*,oul <i'(1),...,i(e2) <0
et ol 72 + e2 + 02+ < £ + 1. Grace a I’hypothese de récurrence (il s’agit en fait de
I’hypothése de récurrence qui porte sur k et non sur £), les termes (6.42) convergent aussi.

Puisque b;,ﬁl,_j(z(k_ﬂ)) converge et puisque le déterminant (6.38) est con\_/ergent et
ne s’annule pas identiquement, le Lemme (6.24) s’applique. Nous en deéduisons que
Ijl‘slhifl (Crs1(ze41))) € Clzgan}pourj =1, ...,d, [01] < Ceti’ =1,...,n':
c’est la propriété (6.36) au niveau || = £ + 1.

Ceci compléte la démonstration du Lemme 6.34.

™ (Ry)

La Proposition 6.4 est démontrée.

87. CONVERGENCE DE L’APPLICATION DE REFLEXION CR FORMELLE

7.1. Préliminaire. Cette derniére section est consacrée a démontrer le Théoreme 1.23.
Contrairement aux deux précédentes démonstrations, nous ne pourrons pas ramener les
raisonnements a la seule considération des composantes de A : il nous faudra étudier
simultanément le nombre infini des composantes ©, _,(h(t)) de I’application de re-
flexion (1.28). Avertissons dés maintenant le lecteur : la démonstration du Théoréme 1.23
n’est ni courte ni simple; ce théoréme constitue en effet une avancée substantielle par
rapport aux travaux de S.M. Baouendi, P. Ebenfelt et L.-P. Rothschild, dont le principe
élémentaire a été exposé dans le 85; comme nous I’avons expliqué dans I’Introduction,
cette avancée ne se limite pas a a la simple greffe de techniques connues. Pour toutes ces
raisons, nous devrons faire preuve dans cette section d’un réel souci d’exposition, afin de
présenter nos calculs majeurs de la maniere la plus accessible qui soit.

Soit x(t) une application formelle et soit ¢/ € N. Rappelons que nous notons .Jx(t)
son jet d’ordre ¢. Par exemple, le jet d’ordre ¢ de I’application formelle G)Q(h(t)) de

C™ dans C?' est constitué de toutes les dérivées partielles par rapport a ¢ de I’application
formelle composée t — 5 O/, (h(t)). De méme, le jet J{ R} (7', t) s’identifie a: Jf¢' —
> renmt (€)Y JFOL,(h(t)); ici, pour a = 0, la dérivée partielle 97¢’ s’identifie a ¢/,
mais disparait pour |«| > 1.

Pour commencer, énongons ce que fournit la différentiation de I’application formelle
composée ¢t — 5 O, (h(t)).
Lemme 7.2. Soit o € N™. Il existe une application polynomiale universelle @, a valeurs
dans C¢', linéaire par rapport a son second groupe de variables et ne dépendant que du
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jet strict d’ordre || de h, qui satisfait :

o7 [04,(h)] = Qu (Jh(), 710 ] (h(1)))
0 = Qa (Jt'a‘h(t), o) .

La propriété d’annulation écrite a la seconde ligne découle de la linéarité par rapport
au second groupe de variables; elle sera utilisée dans la démonstration du Lemme 7.7
ci-dessous. Pour établir cet énoncé, on procede en raisonnant par récurrence ; la démons-
tration est élémentaire, puisqu’on ne demande pas I’expression explicite des applications
Q.. inutile pour la suite. Mentionnons toutefois qu’une application de la formule de Faa
di Bruno & plusieurs variables fournirait cette expression.

(7.3)

7.4. Estimées de Cauchy. Dans la conclusion du Théoréme 1.23, la convergence de I’ap-
plication de réflexion (1.28) équivaut a deux propriétés bien distinctes:

(i) pourtout 4’ € N™', la série formelle vectorielle O.L,(h(t)) € C{t}* converge;
(ii) il existe des constantes o > 0, C” > et p’ > 0 telles que

(7.5) t] < o =[O (h(t)| < C" (),

pour tout /€ N’

La seconde propriété est une estimée de Cauchy. Nous souhaitons énoncer dés main-
tenant qu’elle découle de la premiére (Lemme 7.7 infra). Grace a cette remarque, nous
pourrons nous dispenser dans la suite de toute considération au sujet des estimées de
croissance et nous contenter d’établir seulement des propriétés de convergence (voir la
Proposition principale 7.18 ci-dessous).

Comme dans la Section 6, nous travaillerons avec la chaine de Segre I'x, sans utiliser
la chaine conjuguée I, Soit une série formelle ¥’(¢") € C[t'] sans terme constant. Nous
noterons

(76) [TV (1)) (Tr(a)) = (08 10 )] iry o))

le jet de I’application formelle composée ¢ — ¥’(h(t)), dans lequel on remplace I’ar-
gument ¢ par I'x (z(x)). Dans la suite, nous utiliserons régulierement des crochets et des
grandes parenthéses, en vue d’une clarté maximale ; en effet, loin d’alourdir les calculs, le
respect d’un parenthésage rigoureux permettra d’éliminer toute ambiguité notationnelle.
\oici donc I’énoncé qui nous dispensera de mentionner les estimées de Cauchy. Nous
travaillerons avec une chaine de Segre de longueur & arbitraire et avec des jets d’ordre ¢
arbitraire.

o<t

Lemme 7.7. Soitk € N et/ € N. Si k est impair, les propriétés suivantes sont équiva-
lentes:

@) [HRL] (7. Tw(zr) € CLTs 2 Yot
(2) pour tout 7' € N™, ona: [Jf©.,(h)] (Tk(zx))) € CLzqm Ve e, et il existe
des constantes o > 0, C’ > 0 et p’ > 0 telles que
(7:8) || < o = [70% (b (Ti(z)) | < € ()77

(3) pour touty’ € N™', ona: [JfO., (h)] (Tk(zk))) € Clzgy} Ve me.
Si k est pair, on a trois propriétés équivalentes analogues conjuguées, obtenues en rem-
pagant ¢ par 7, h par h, ©/, par @;/ et R}, (7',t) par Ry, (¢, 7) := w' — O (2/,}(7)).



REGULARITE ANALYTIQUE DE L’APPLICATION DE REFLEXION CR FORMELLE 57

La troisiéme propriété exprime seulement que le jet d’ordre £ de chaque composante
©’,(h(t)) de I"application de réflexion converge sur la k-ieme chaine de Segre, sans esti-
mation de Cauchy.

Démonstration. Puisque

(79 IR, (7 Tulzm)) = JE = Y ()[04 ()] (Talzwy))
’Y’ENm,

I’équivalence entre les propriétés (1) et (2) provient de la théorie élémentaire des fonctions

analytiques de plusieurs variables complexes.

L implication (2) = (3) est triviale. Réciprogquement, supposons que la propriété de
convergence [J{O”,(h)] (Tk(z())) € C{z(} e m ¢ est satisfaite pour tout ' € N™'.
thons_ 0% o(2(x)) € C{Z(k)}Nd’., mtces séries vectorielles convergentes. L’objectif est
d’établir qu’elles satisfont une estimée de Cauchy.

Pour cela, partons des identités formelles vectorielles:

(7.10) 0= [J{OL (A)] (Trlzam)) — b4, o(zr),

valables dans (C[[z(k)]]Nd’v ¢, Grace au Lemme 7.2, nous pouvons développer le premier
terme:

(7.11) 0= Q¢ (Jih (Tklzwy) » [J0%] (h (Tr(zw)))) = 0, e(2a))-

Ces identités sont satisfaites par I’application formelle J/h (I'x(z(x))) € Clz)]
Notons que les identités (7.11) sont en nombre infini, puisque 4 varie dans N ; heu-
reusement, le Théoréme d’approximation 2.4 s’applique dans une telle situation, grace a
la remarque qui suit son énoncé. Dans le Théoréme 2.4, on suppose aussi que toutes les
séries formelles considérées s’annulent & I’origine. Ici, 2(0) = 0, mais le jet strict de h
d’ordre ¢ a lorigine (i.e. toutes les dérivées partielles 0;"* hy; (0), pour 1 < || < £ et
pour 1 < 4; < n’) ne s’annule pas forcément. Heureusement, en soustrayant de I’équa-
tion vectorielle (7.11) I’équation vectorielle (7.11) prise en z(;y = 0, on se rameéne a des
séries formelles qui sont toutes sans terme constant.

En appliquant donc le Théoreme 2.4 a (7.11) avec I’ordre d’approximation N = 1,
nous déduisons qu’il existe une application convergente H, (z(k)) € C{z(k)}Nn’, n £, que

N,/

n’,n, €

nous écrirons sous forme développée comme suit: Hy (2(4)) = (Ha (Z(k)))mge' telle
que Hy(0) = Jfh(0) et telle que les équations formelles suivantes sont satisfaites :
(7.12) 0= Qe (He (21) » [15:0%] (Ho (21)))) = 05, e(2a))-

Utilisons maintenant les estimées de Cauchy satisfaites par le jet d’ordre ¢, par rapport a
t’, de la iérie définissante ©'((",t') = 3= ey (x4 ©”,(t") : il existe des constantes
o’ >0,C">0etp > 0telles que

(7.13) '] < o' = |JLeL(t)| < C' (o)7L,

Soit o > 0 suffisamment petit pour que H, (I'x(2(x))) converge dans le cube CIA™ =
{z(k) € C* : |2()| < o, et pour que |z()| < o implique [He (2x)) — JFR(0)] < o,
et en particulier [Ho (z(x))| < o’. On en déduit:

(714) |Z(k)| < 0 — |[J£@;/} (Ho (Z(k)))‘ < 5/ (pl)ihl‘.

Enfin, en utilisant le fait que I’application polynomiale Q. est linéaire par rapport a son
second groupe de variables et en majorant les coefficients de cette expression linéaire, qui
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sont des polyndmes par rapport aux variables H; o, (z(k)), pour 1 < |ay| < |a] et pour
i, =1, ...,n', on vérifie qu’il existe une constante C’ > C" telle que

(715) x| <o = |Qu (He (2w) » [160)] (Ho (29)))] < € ().
Grace a I’identité (7.12), on en déduit I’estimation de Cauchy désirée :

(7.16) ‘Z(k)| <o0o— |9;’72(2(k))‘ < (p/)_l’yl‘.

Ceci compleéte la démonstration du Lemme 7.7. O
7.17. Enoncé de la proposition principale. Grace au Lemme 7.7, nous ramenons la

démonstration du Théoréme 1.23 a des énonceés de convergence pour les jets des compo-
santes de I’application de réflexion.

Proposition 7.18. Pour tout k¥ € N, tout ¢ € N, les propriétés de convergence suivantes
sont satisfaites :

(1) si k est impair, pour touty’ € N™' ona:

(7.19) [Jte@/v’(hﬂ (Fk (Z(k))) € (C{Z(k)}Nd'”“’Z ;
(2) si k pair, pour tout o/ € N™', ona:
(7.20) [Jﬁ@;,(ﬁ)} (Tk (2)) € Clzgo} o me.

Cette proposition implique le Théoréme 1.23, grace au Lemme 7.7 et grace au Lem-
me 3.32. Notons que pour k et £ fixés, il y a une infinité de propriétés de convergence
dans (7.19) et dans (7.20) (cf. le §1.42). De plus, rappelons qu’en vertu de (6.8), on a:
(7.21)

750, ()| (Tk (29)) = [0 ()] (Th1 (201y)) i k estimpair
[770%, (W] (Tk (24))) = [J{O% (h)] (Tk=1 (2k-1))) . ik estpair.
Par conséquent, il n’est pas restrictif de supposer k impair dans (7.19) et k pair dans (7.20).
Nous allons d’abord établir la Proposition 7.18 dans le cas k = 1, £ = 0 (8§87.65), puis
dans le cas k = 1, £ quelconque (87.88) et puis dans le cas k = 2, £ = 0 (8§7.122). En-
suite, dans le §7.135 infra, nous écrirons la démonstration finale, pour k et ¢ quelconques.
Pour commencer, en guise de préliminaire, formulons deux énoncés cruciaux: un prin-
cipe d’unicité relié a la CR-transversalité de h (87.22 juste ci-dessous) et un principe de

symétrie entre les identités de réflexion conjuguées (cf. le §1.25 supra et le Lemme 7.57
infra).

7.22. CR-transversalité. Rappelons que I’application CR formelle h est supposée CR-
transversale a I’origine. D’apres (1.22), cela signifie que si une série formelle F’(g’) €

C[¢'] satisfait I’identité
(7.23) F (F1(6,0(6,0)), oy far (6,0(C,0))) =0,
dans C[¢], elle doit s’annuler identiquement. Analysons cette hypothese.

Pour tout 4/ € N™', développons la puissance f ', restreinte & la premiére chaine de
Segre conjuguée I, (¢) = (0,0, ¢, ©(¢,0)), par rapport aux puissances de ¢, ce qui nous
donne:

(7.24) e =3 7,
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’
- - - H - - rd 7 A
avec Certalqs coe_ff_|C|ents Iy e (C Puisque f(0) = 0, la puissance f  s’annule &
I’ordre |y/| & I’origine ; nous en déduisons :

(7.25) fy.3=0, pourtouty’ tel que|y'| > |3

Développons aussi la série F’(g’) =1 renm’ f; (¢), ot F; € C. Remplagons
(¢')" par (7.24) dans le développement de 7/(0), ce qui donne la double somme:

3 .
(1.26) >S5 Ftes

BeEN™ ’ + €ENm/

Gréce a la propriété (7.25), pour tout 5 € N™, la somme entre parenthéses dans (7.26)
est finie : ces coefficients existent et la double somme a un sens. Nous en déduisons que
I’hypothése de CR-transversalité se traduit par I’implication concréte :

veeN™: N F,fl5=0

(7.27) v N
\

(F;/ =0, VA€ Nm’) .

Cette implication peut s’interpréter en disant que le systéeme linéaire homogéne infini écrit
a la premieére ligne de (7.27) est de noyau nul.

7.28. Notation pour les dérivations CR. Soit £° la dérivation CR définie par (1.30).
Rappelons que différentier (7.24) par rapport & ¢, revient & appliquer la dérivation £,
prise en (¢,t) = (¢,0). En posant ¢ = 0, nous en déduisons:

(7.29) 70 =Ty s

Avant de poursuivre, effectuons une remarque importante. L’application formelle f(7)
ne dépend que de . Mais lorsqu’on lui applique la dérivation £”, dont les coefficients
dépendent de t et de 7 (voir (3.12)), on obtient une expression qui dépend de ¢ et de T, a
moins que 3 = 0. Au55| pour étre preus et seulement lorsque cela sera necessalre nous

n’écrirons pas L7 ( ), mais L°F (¢, 7), ou, de maniére équivalente £° 7" (z,w,g, €).
Voici I’information utile concernant le développement de ces expressions.

Lemme 7.30. Pour tout 5 € N™, il existe un polynéme universel Qﬁ, linéaire par rapport
a son second groupe de variables, tel que I’identité formelle suivante est satisfaite :

(7:31) LT () =@, (e, T (1),

dans C[t, 7], pour touty" € N™',

On établit ce lemme gréce a une récurrence élémentaire sur le multiindice 5 € N™,

7.32. Principe d’unicité. Restreignons (7.31) a la premiére chaine de Segre I'y(z1) =
(21,0(21,0), 0,0), ol z; € C™, ce qui donne:

(7.33) L9 (21,8(21,0),0,0) = Q, (Jf'@(o,zlﬁ(zl,())),Jiﬁ‘f”'(())).
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Puisque le polyndme @6 est linéaire par rapport a son second groupe de variables, on a:
Qp (JCM”@, 0) — 0. En outre, puisque £(0) = 0, ona: JIF" (0) = 0 pour tout +/ tel
que |y'| > |B|. Il découle de ces deux observations et de (7.33) que:

(7.34) L7 (zl, 6(21,0),0,0) =0, pourtouty’ tel que |y'| > |A].

Pour tout 4/ € N™', supposons donnée une série formelle arbitraire F./(z1) € C[z1].
Gréce a (7.34), pour tout 5 € N™, lasomme infinie de produits de séries formelles définie
par:

(7.35) Z ‘Cﬂf (215 0), O’O) 'F’Y’(Zl)v
' €Nm/

est en fait une somme finie ; par conséquent, elle posséde un sens en tant que série for-
melle. Nous pouvons maintenant formuler le principe d’unicité qui nous sera précieux
pour la démonstration de la Proposition 7.18. Rappelons que h est CR-transversale a
I’origine, ce qui se traduit par I’implication (7.27).

Lemme 7.36. L’implication plus générale suivante est satisfaite :

voeN™ : 0= Z L7 ( (21,0)7(),0)'77/(21)
(7.37) Ten

=

(F;,(zl) =0, Ve le) :

Démonstration. Les arguments sont élémentaires. En revenant a (7.29), observons que
L7 (0,0,0,0) = [+, 3- Par conséquent, on peut écrire

(738) ;Cﬁf (21, (21,0),070) :77/76 + Z ?,7/757721)/,

YEN™, |v|>1
avec certains coefficients T% 3.~ € C. De méme, développons chaque série formelle
(7.39) Fylz) =t Y Fyy2],

yeN™

ol F,/ - € C, et réécrivons la premiére ligne de (7.37):
(7.40)

vﬁeNm : 0= Z 77’7[3—’— Z 77’,ﬁ,'yziy ’ Z F’Y’a’)”ziy
v/ eNm/ YEN™, |y[>1 YEN™
En posant tout d’abord z; = 0, on obtient les équations linéaires :
(7.41) VBEN™: 0= > Ff,. 5 Fyo,
’Y’ENm,

qui impliquent immédiatement que F.» o = 0, pour tout o/ € N™' | grace a I'implica-
tion (7.27). Soit £ € N. En raisonnant par récurrence sur la longueur des multiindices ~,
supposons que I’ona: F.,/ ., = 0, pour tout multiindice y> € N™ tel que |y2| < ¢ et pour
tout multindice o/ € N™'. Dans (7.40), la somme du second terme du produit commence
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alors pour |y| > £. Soit y; € N™ un multiindice arbitraire de longueur £+ 1. En annulant
le coefficient de z{* dans (7.40), on trouve les équations linéaires

(7.42) VBENT : 0= Y Fo s T,

' eNm/

qui impliquent immédiatement que F., ., = 0, pour tout v' € N™', en utilisant de
nouveau (7.27). Ceci compléte la démonstration. |

7.43. Combinatoire d’identités conjuguées. Avant d’amorcer la démonstration de la
Proposition 7.18, notre objectif sera d’analyser le lien qui existe entre les quatre iden-
tités de réflexion (1.31) et (1.32). A partir de maintenant, nous devrons en effet utiliser
de maniére exhaustive les relations qui existent entre les objets analytico-géométriques
introduits jusqu’a présent, et leurs conjugués.

Comme dans le §1.15, posons r(t,7) := & — O((,t) et 7(7,t) := w — O(z,7). De
méme, posons r’ (¢',7') := & — ' (¢, ') et 7 (7, ) == w' — o (', 7"). Rappelons
(cf. (3.7)) qu’il existe deux matrices inversibles a(t,7) et a’ (¢',7") de séries formelles
convergentes, de taille d x d et d’ x d’, telles qu’on a les quatre identités formelles vecto-
rielles suivantes, conjuguées par paires verticales:

7(r,t) = alt,7)r(t, 1), () =d W) (),
7.44
(7:44) { r(t,7) =a(r,t)7(7,t), ',y =ad ()T (),

dans C[[t, ]* et dans C[¢/, r’]]d,. Par hypothése (cf. le §1.15), il existe une matrice b(¢, 7)
de taille d’ x d de séries formelles telle que v’ (h(t), h(7)) = b(t, ) r(t, ). Respectons la
combinatoire sous-jacente : ce n’est pas une, mais quatre identités fondamentales, toutes
équivalentes entre elles, qu’il nous faut écrire :

(7.45) { r’ (h(t), h(T)) =b(t,7)r(t, 1), d (h(T) h(t))

c(t,T)r(t, 1),

7 (E('}')7 h(t)) = 1_7(7, t) 7 (7, 1), r (h(t),ﬁ(r)) ¢(r,t) (7, t).

Ici, nous avons posé c(t,7) := b(r,t)a(t,7). Pour (t,7) € M, onar(t,7) = 0 et
7(7,t) = 0. En partant des quatre identités (7.45), on pourrait penser qu’il ne reste alors
que deux égalités

(7.46) ' (h(t),h(1)) =0 et 7 (h(7),h(t),) = 0.
lorsque (t,7) € M, mais on se méprendrait alors sur la véritable nature des choses:

en effet, dire que (¢,7) € M revient a dire que w = O(z,7) ou que & = O((, 1),
et par conséquent, en remplagcant w et £ par ces deux valeurs possibles dans les deux

égalités (7.46), on obtient quatre identités formelles vectorielles:

(7.47) { ' (h(t),h(¢, ©(¢, 1)) =0, 7 (R(¢,O((, 1), (1) =0,
' 7 (h(r),h (2.8(2.7))) =0, o (h(2.8(z,7)) B(r)) =0,

qui ne sont autres, dans le méme ordre, que les quatre relations (7.45) restreintes 8 M. A
nouveau, elles sont conjuguées par paires verticales.

Venons-en maintenant aux identités de réflexion. Rappelons que les champs de vec-
teurs Ly, et £, définis par (3.12) satisfont £, 7(7,t) = 0 et L, r(¢,7) = 0. En appli-
quant ces dérivations a la premiére colonne de (7.44), nous en déduisons que £, 7(7,t) =
Lya(t,T) r(t,T)etque Lyr(t,7) = Lra(r,t) - 7(r,t). Par conséquent, nous avons
L, T(1,t) = 0et Lyr(t,7) = 0, pour (t,7) € M, mais pas d’identité formelle dans
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(C[[t,r]]d. Plus généralement, pour tout multindice 3 € N™ et pour (¢,7) € M, nous
avons les quatre relations:

{Eﬁ r(t,7) =0, LOF(r,t) = 0,

749 ey =0, L) =0
satisfaites pour (¢,7) € M. Lorsque le multiindice 3 est de longueur strictement posi-
tive, les relations de la deuxiéme colonne sont des identités formelles vectorielles dans
C[t, T]]d. Cette remarque ne sera pas utilisée dans la suite.

En appliquant les dérivations £ et £° aux deux relations (7.46), nous obtenons les
quatre identités de réflexion (1.31) et (1.32) de I’Introduction:

249 0 =L+ (h(t),h(r)), 0 =L°7 (R(r),h(t)),

(7.49) 0 = L7 (h(r), (), 0 =L% (h(t),h(1)),

ou S parcourt N, avec (¢, 7) € M, comme & I’accoutumée. La premiére ligne de (7.49)
coincide avec (1.31) ; la deuxieme ligne, avec (1.32).

Pour obtenir ces quatre identités de réflexion, on peut procéder d’une maniére tres Ié-
gérement différente en partant des quatre identités formelles (7.47). En effet, rappelons
que le fait de différentier une série ¢ (2, ©(z,7)) par rapport a z” revient a appliquer
la dérivation £° a ¢ (cf. aussi (4.12)). Ainsi, en différentiant les quatre identités for-
melles (7.47) par rapport & z” ou par rapport a ¢%, nous obtenons quatre familles infinies
d’identités formelles:

(7550) {0Eéﬁ?"(h(ﬁ)ﬁ(Q@(Qt))), 0=LF (¢, 0(C,1)), h(t))
T L0 = (R (2 BE0). 0=£7 (h(=8(:0) )

satisfaites pour tout 3 € N™. Elles coincident avec (7.49).

7.51. Equivalence entre les identités de réflexion. Maintenant, vérifions que ces quatre
familles infinies d’identités sont équivalentes entre elles. Les deux membres de chaque
colonne de (7.49) (ou de (7.50)) sont conjugués entre eux, donc équivalents. Pour démon-
trer que les deux familles infinies écrites & la premiére ligne de (7.49) (ou de (7.50)) sont
équivalentes, partons des deux identités formelles:

{T’ (h(t),h(r)) =@ (h(r),h(t)) 7' (A(7),h(1)) ,
7 (E('r),h(t)) =d (h(t),ﬁ('r)) r (h(t) E('r))
obtenues en remplagant les variables ¢’ et 7/ par h(t) et par h(7) dans la deuxiéme colonne
de (7.44). Si 3 et v sont deux multiindices de N™, on notera v < 3 si v < [ pour
k =1, ...,m. Appliquons aux deux identités (7.52) la dérivation £? en tenant compte

de la formule de Leibniz, ce qui donne, en n’écrivant pas les arguments (¢, 7) pour alléger
les formules:

L T) = Y e £ @ (k) - £ ()

v<pB

£ mn) =Y ﬁ.;ﬁv (a (7)) - L7 (" (7)) .

v<pB

(7.52)

(7.53)
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Gréce & ces relations, nous déduisons immédiatement I’équivalence désirée :
(wa eN™ : £P (h(t),h(r)) = o)

(7.54) (3
(wa eN™ : LPF (R(r), h(t)) = o) .

Ainsi, les quatre familles infinies d’identités de réflexions (7.49) sont équivalentes a une
seule d’entre elles.

7.55. Spéculation cruciale. Une telle observation semble maintenant contredire notre
affirmation au sujet de la nécessité d’utiliser réellement les deux familles infinies d’iden-
tités de réflexion (1.31) (ou leurs conjuguées (1.32)), comme nous I’avons avancé dans
le 8§1.25. En effet, grace a I’équivalence (7.54), on peut fort bien soutenir qu’il est re-
dondant de mentionner plus d’une famille infinie d’identités de réflexion, les trois autres
n’ajoutant aucune relation nouvelle. C’est le point de vue qui est adopté dans toutes les
références citées aprés I’équation (1.30), bien que dans aucun de ces articles, on ne puisse
déceler le moindre souci d’établir de telles équivalences. Nous admettrons bien sdr que le
point de vue classique est justifié lorsque des hypothéses de finitude telles que (h1), (h2),
(h3) ou (h4), ou encore, telles que I’algébricité de M’, sont ajoutées au probleme pour
en simplifier I’étude. Mais en revanche, lorsqu’aucune hypothése particuliere de finitude
n’est supposeée sur la sous-variété générique image M’, le fait que I’on différentie g et les
puissances f' dans la premiére ligne de (1.31), alors qu’on différentie les composantes
@;, (k) de I’application de réflexion CR conjuguée dans la deuxiéme ligne de (1.31),
constitue une différence formelle que nous considérons comme majeure, bien qu’elle soit
occultée par I’équivalence (7.54) et qu’on puisse, pour cette raison, la juger comme infime
et négligeable. Mentionnons qu’a ce jour, NOUS he SoMMmes pas parvenu a construire une
seconde démonstration du Théoréme 1.23 qui n’utilise pas un jeu alternatif permanent
entre chaque couple d’identités de réflexions (1.31) et (1.32)7. Le reste de cette section
est consacré a expliquer comment doit fonctionner ce jeu alternatif, afin d’établir la Pro-
position 7.18.

7.56. Principe d’équivalence polarisée. Commencons par polariser I’équivalence (7.54).
Soit v € N, v > 1, soit x € C” et soient H(x) € C[x]" et Q(x) € C[x]*" deux applica-
tions formelles sans terme constant.

Lemme 7.57. L’équivalence suivante est satisfaite :
<\w eN" : L0 [ (R(r). )]
(7.58) (3
<\w eN™ 1 L8[ (H(x), B(7))]

=0, dans (C[[x]]dl)
(t: 7)=Q(x)

=0, dans (C[[x]]dl) .
(t: 7)=Q(x)

7. Dans I’article [BMR2002], cette stratégie est empruntée librement, sans référence a nos travaux anté-
rieurs [Me2000], [Me2001b] et [Me2001c]. Cependant, dans ledit article, I’approche originale que nous expo-
sons ici est submergée par une technicité quasi-cryptique ; il en découle un manque certain de clarté conceptuelle
qui rend cet article hermétique, méme du point de vue d’un spécialiste rompu au calcul formel.
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Puisque les coefficients des dérivations £° dépendent de ¢ et de 7, et que I’on remplace
(t,7) par Q(x), ces identités formelles sont & interpréter dans C[x]* . Une équivalence
analogue est vérifiée, en remplagant £° par £7 et h(7) par h(t).

Démonstration. En adaptant I’argument du §7.51 ci-dessus, partons des deux identités
formelles conjuguées:

{F/ (h(1),H(x)) = d’ (H(x), k(7)) 7" (H(x), (7)),
" (H(x),h(1)) =@ (h(7),H(x)) 7 (h(1),H(x)),

valables dans C[r, x}]dl, que nous obtenons en remplagant les variables ¢’ et 7' par H(x) et
par h(7) dans la deuxiéme colonne de (7.44). Appliquons les dérivations L° etlaformule
de Leibniz, ce qui donne les identités suivantes, dans C[, 7, x]*

OFEH) = 3 gy £ @ ) £ (¢ (1),

(7.59)

(7.60) s 5
L' (H,h) = —— = L@ (h,H)) - L7 (7 (R H)).
L7 = 3 iy £ @ )£ )
Grace a ces relations, nous déduisons immédiatement I’équivalence désirée. O

7.61. Ecriture définitive des quatre familles d’identités de réflexion. Dorénavant, pour
écrire les identités de réflexion (1.13) et (1.32), nous adopterons le principe de notation qui
est expliqué au §7.28. Plus précisément, nous les écrirons en respectant un parenthésage
rigoureux, en utilisant le signe «-» pour la multiplication, et en faisant apparaitre les deux
arguments (¢, 7) des termes auxquels s’appliquent les différentiations L" et £P, ce qui
donne:

9, ) = 32 [T () @) hi0)),
' eNm/
0 = Z f(t)’y/ . [QB@;/_’,Y/ (E):| (T, t),
(7.62) e , I
) tr) = Y [cﬁfﬂ(t,r)-@m, (A(r)) ,
y'eNm™’
0= f@)-[£°0) )] E7).
~'eNm/

Ici: (t,7) € M; j satisfait 1 < j° < d'; @ varie dans N™. Nous sous-entendons
que pour 3 = 0, la deuxieme ligne de (7.62) coincide avec la relation non différentiée

g (t) =2 renmr f(1)7 @;,,Wf(h(t)) ; de méme, nous sous-entendrons que la quatriéme
ligne de (7.62) coincide avec g, (1) = >y’ 7 (r) O’ ., (h(t)) pour 3 = 0.

Le Lemme 7.30 fournit I’expression développée de [QWW } (t,7). En raisonnant par
récurrence, on établit aussi I’énoncé suivant, utilse dans le §7.65 ci-dessous.

Lemme 7.63. Pour tout 5 € N, il existe un polynéme universel F/ﬁ, linéaire par rapport
a son second groupe de variables, tel que I’identité formelle suivante est satisfaite :

(7.64) [,cﬂ@ (R )] (t,7) = P (J}ﬁ‘@(g,t),ﬂﬁ\ [6;/77/ (E(T))]),
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dans (C[[t,r]]d/, pour tout j' =1, ..., d ettouty’ € N,

Pour prévenir une confusion possible, notons que le second argument de F}, dans
(7.64) n’est pas le jet [J'ﬁ‘G ” V} (_( )), mais le jet d’ordre | 3| de I’application formelle
composée 7 — £ Oy (h(7)).

7.65. Convergence des composantes I’application de réflexion sur la premiére chaine
de Segre. Aprés ces préliminaires étendus, nous pouvons enfin débuter la démonstration
de la Proposition 7.18. Nous allons d’abord établir (7.19) dans le cas k£ = 1, ¢ = 0. Nous
affirmons en effet que pour tout j/ = 1, ..., d ettouty’ € N™ ona:

(7.66) O i (h(21,06(21,0))) € C{z1}.

Démonstration. Pour cela, posons (¢, 7) = (z1,©1,0,0) dans la seconde ligne de (7.62),
ou |8 > 1, ainsi que dans I’identité qui est sous-entendue pour 5 = 0, ce qui nous donne:

g (21.8(z21,0)) = Y [fv}(zl, 6(21,0)) -8, (h(0))

,yleNm’

> P (86,0

,yleNm’

P (1710 (0,21, 8(:1,0)) , LT, L, (7) (0)) -

(7.67) 0

Ces équations sont analytiques par rapport a z1, puisque le second groupe d’arguments de
ﬁ/ﬁ est constant. Elles sont satisfaites par I’application formelle z; —# h (21, ©(21,0)).
En appliquant le Théoreme 2.4 avec I’ordre d’approximation N = 1, nous déduisons qu’il
existe une application convergente H(z1) =: (F(z1), G(z1)) € C{z1}™ x C{z}¥, avec
H(0) = 0, qui satisfait les mémes équations analytiques, i.e.:

(7.68)
, — _
Gi(z)= Y. F(21)- 8} ., (h(0)),
~'eNm’
0= Z F'y’(m) .?IB (Jéﬁ\@ (07217@(2170)) , Jlm@;/,y (E) (0)) _
~'eNm/

Notons que ces dernieres identités (7.68) coincident avec les identités de la premiére
ligne de (7.58), si on les écrit avec x := z1, avec Q(x) := (z1,0(21,0),0,0) et avec
H(x) := H(z1).

Gréce au principe d’équivalence (7.58), nous pouvons donc faire basculer ces identités
vers la seconde ligne de (7.58), ce qui nous donne, pour tout j/ = 1,...,d et tout
BeN™:

(7.69) A/ ENT/
. @3/77/(H(Zl)).
Presque miraculeusement, nous voyons apparaitre dans (7.69) les applications conver-

gentes ©%, _,(H(z1)) € C{z1}. Puisque ces termes constituent la seule différence par
rapport aux identités de réflexion écrites a la premiere ligne de (7.62) et prises en (¢, 7) =
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(21,©(z1,0),0,0), que nous explicitons comme suit:

[éﬁ%,} (21,0(z1,0),0,0) = Z {éﬁ?l} (21,0(21,0),0,0) -
(7.70) y'eN™’
. @I-, ’ (h (21,6(21, 0))) 5

159
soustrayons immédiatement (7.69) de (7.70):
0 = Z [éﬁ77,:| (Zl,@(Zl,O),0,0) .
(7.71) o
{05 (1 (21,8(21,0))) = O/ (H(=1)) } -

Pour terminer la démonstration, il ne reste plus qu’a appliquer le principe d’unicité (7.37)
(pour chaque ;') a ces derniéres identités, ce qui fournit les relations:

(7.72) ©% o (h(21,0(21,0))) = O} ., (H(21)).
Elles établissent la propriété de convergence annoncée (7.66), pour tout j' =1, ..., d’ et
touty/ € N™', O

Ainsi, en passant de (7.68) & (7.69), nous avons initié un jeu alternatif entre deux
familles d’identités de réflexion, et ce jeu crucial se poursuivra ultérieurement. Puisque les
composantes ©7, _,(H(z1)) n’étaient pas visibles dans (7.68), alors qu’elles sont visibles
dans (7.69), nous voyons bien qu’il était nécessaire d’utiliser les deux familles infinies
d’identités de réflexion (7.67) et (7.70), bien qu’elles soient «équivalentes» d’apres le
§7.51. Dans la suite de la démonstration de la Proposition 7.18, nous aurons besoin de
généraliser encore I’équivalence (7.58) (voir le Lemme 7.110 ci-dessous).

7.73. Convergence des jets des composantes de I’application de réflexion sur la pre-
miére chaine de Segre. Cette propriété de convergence constitue le point technique le
plus complexe de toute la démonstration. Pour I’expliquer soigneusement, nous ferons
alterner I’étude spécifique des calculs formels effectués sur la premiére chaine de Segre
avec I’énonciation de propriétés formelles générales, valables sur une chaine de Segre
de longueur arbitraire. Ces dernieres seront utilisées dans la démonstration finale de la
Proposition 7.18, ol nous raisonnerons par récurrence sur la longueur des chaines (voir
le §7.135), ce qui se fera sans mal, grace a tous nos préparatifs.

Commencons par énoncer un critére pour la convergence des jets de toutes les compo-
santes de I’application de réflexion R}, ou de sa conjuguée ﬁﬁl sur les chaines de Segre.
La démonstration, analogue a celle du Lemme 6.9, ne sera pas détaillée.

Lemme 7.74. Soit £ € N, soit & € N et soit I'x(2(x)) la k-iéme chaine de Segre. Les
propriétés suivantes sont équivalentes:

(i) Le jetd’ordre ¢ de chaque composante de I’application de réflexion R}, ou de sa
conjuguée ﬁ; converge sur la k-iéme chaine de Segre, i.e., en tenant compte des
simplifications (7.21), on a pour tout v/ € N™':

[J{0L,(h)] (Tk(2(k))) € CLzy ¢ me  sikestimpalir,

7.75 -
(7.75) {JfG;, (h)} (Tr(zr))) € CLzagy}Ne e sik est pair;
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(i) pour tout 3 € N™ et tout § € N4 satisfaisant | 3| +|5| < ¢, les dérivées suivantes
de ©’,(h) ou de @ (R) convergent pour tout 5" € N™ :

[£57%6”,(h)] (Tr(z)) € Clzay}?  sik estimpair,
7.76 . /
(7719 [Q’ISG;, (h)} (Tk(zk))) € Cl{za}*  sikestpair;

(i) pour tout § € N9 satisfaisant |§| < ¢, les dérivées suivantes de ©Z,(h) ou de
@; (h) convergent pour tout 5" € N™ :

[Té@;/(h)] (Fk(Z(k))) S (C{Z(k)}d/ Si k est impair,

(7.77) st ;o _
[I o, (h)] (T(z))) € C{z}*  sik est pair.

Ainsi, notre objectif est de généraliser la propriété de convergence (7.66) aux jets des
composantes de I’application de réflexion. Soit w; € C?. En nous inspirant de la preuve
du Lemme 6.17, remplacons (¢, 7) dans la seconde ligne de (7.62) par la composition de
flots (z1,w1) — Yu, (T'1(21)), ce qui donne:

(7.78)
9y (T (M1(z1))) = Y [f”/} (T (T1(21))) - ©j1 4 (B (Tuy (T (1))
v’ eNm
0= [ Cu @) [, B)] (Cu (Tr().
v’ eNm/

La seconde ligne est valable pour tout 3 € N™ satisfaisant |3| > 1. Soit § € N9, Ap-
pliquons la différentiation 92 w0, , & ces identités. Grace a la propriété T = Id, grace
aux relations (6.20) et grace a Ia formule de Leibniz, nous obtenons:

[(TPor] T = 20 > sy 5 51 ] )

~'eNm’ 616

[T 93 v ( )} (I'1(z1))

2 2 TG 5 s [0 @)

0% ENWL 51 <é

(7.79)

[Tﬁlzﬂ@ - )] (T1(21)) -

Dans la deuxiéme identité, on suppose |3| > 1. Pour développer les termes qui ap-
paraissent a la deuxiéme et a la quatrieme ligne de (7.79), voici une généralisation du
Lemme 7.63. Nous formulons aussi quatre autres développements, qui seront utiles par la
suite.

Lemme 7.80. Pour tout tout § € N? tout 3 € N™ et tout v/ € N™, il existe cing
polyndmes scalaires universels N 5, Q. 5 s, ?;75, M} et Kz 5 tels que les quatre
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identités formelles suivantes sont satisfaites :
(7.81)

[T‘Sf”l} (1) = Ny'.s ((Télfk' (t))lgk’gm’,5lﬁ5) :
(LT ) =@y s (00 1), T ()))
[rw@;,m, (ﬁ)} (t,7) =Pl s (Jfl*"s'@(g,t), JIBI+13] [@;,_ﬁ, (ﬁ@)}) ,
(106, ()] (t) = M} ((T51 ZA0) ST [JJ?‘@;W} (h(t))) ,
[Y°£°7; | (t.7) = Ko (00,0, 100G, (7))

dans C[¢, 7], pour tout j’ =1, ..., d ettout 5’ € N,

Les démonstrations, analogues a celle du Lemme 5.4, seront omises. Cependant, for-
mulons quelques commentaires explicatifs. Bien que I’on ait T2¢(t) = 92 ¢(t), pour
toute série formelle ¢(¢) de la seule variable ¢ (cf. (5.17)), nous utiliserons exclusivement
la notation Y par souci d’uniformité. Les coefficients des champs de vecteurs Y, font
intervenir des dérivées partielles des séries définissantes ©,, (¢, ¢) par rapport aux va-
riables w;, . Pour cette raison, nous écrivons dans la deuxiéme, dans la troisiéme et dans

la ci_nquiéme ligne de (7.81) que le premier groupe d’arguments de @7,7[31 s, de ?:375 et
de K g, s fait intervenir le jet d’ordre | 3| + |J| de I’application ©(, ¢) par rapport & toutes
les variables (¢, t). Remarquons que les polyndmes ?;75 et M sont indépendants de j/

et de . Enfin, notons que le deuxiéme groupe d’arguments de M est le jet d’ordre ||
par rapport a ¢’ de I’application convergente ¢’ — ©’, _, ('), dans lequel on remplace ¢/
par h(t).

Revenons maintenant aux termes de la deuxiéme et de la quatriéme ligne de (7.79).
Plus généralement, soit & € N et considérons la k-ieme chaine de Segre I'y (z(x)). Grace
au développement donné par la troisieme ligne de (7.81) et surtout, grace aux relations
cruciales (7.21), nous obtenons un abaissement d’un cran sur les chaines de Segre dans le
deuxiéme groupe de variables de ﬁ;ﬁ, P
(7.82)
si k estimpair : [T‘”;B@;,

/

» Y

(B)] (Cuzw)) =
=Plys, (TE11710 (Tulaq)) , S, L ()] (Tez) ) -

), TS L (B)] (P ()
sik estpair i [TML%0), L (h)] (Tlz)) =
) O] ()] (Dk(z))

), JEHR g (0% . (h)] (Fk—l(z(kfl))))'

Eﬁ/ﬁ,él <J|ﬁl+|f51\@( K (zr)

()

=P}, (J|m+|sl|@ (Tk (z01))

= p/ (Jlﬁ\+|51|@ (Fk (k) )
En particulier, pour k = 1:

(T L78, L, (B)] (Ti(=1) =

(7.83)
=P, (JM O (), S0 [, ()] (0)),
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et puisque le deuxieme groupe d’arguments est constant, nous en déduisons que ces
termes sont tous des séries convergentes par rapport a z;. Utilisons alors la premiére
ligne de (7.81) et interprétons le résultat ci-apres:

(7.84)
T )= Y Y s 5 51 - [108 ()] (D))

~ eNm’ 51<6

. N 7 0—61 ((T52fk/(Fl(zl)))1<k/<m/752§5751) )

0= Z Z 51 (5 —61)! 5 5)! [Télﬁﬁ@ ()} (T'1(21)) -

~ reNm’ 61<6

: N’Y’,5—51 ((T(Ska’ (Fl(zl)))lgklgm/,52§(5—(51) .

Nous obtenons des équations analytiques satisfaites par I’application formelle
(785) Z1 —F (T61 hz’l (1"1(,21)))

1< <n’, 51 <6

Cette application formelle ne s’annule pas forcément en z; = 0. Heureusement, puisque
h(0) = 0 et puisque ces équations sont relativement polynomiales par rapport a toutes
les variables Y01 hir, telles que |51 > 1, nous pouvons appliquer le Théoréme d’approxi-
mation (2.4) avec I’ordre d’approximation N = 1 (cf. la démonstration du Lemme 7.7).
Nous en déduisons qu’il existe une application convergente

21— (Hi/l,§1 (,21))19.,191,751&S
(7.86)
= ((Fk’,61 (Zl))1§k/§m/,61§6a (Gj/,él (21))1§j/§d/761§5) 5

avec Hy 5,(0) = 1o hi (0), qui satisfait les équations analytiques (7.84), c’est-a-dire:

Gra)= ¥ Y sy [T B i)

~'eNm’ 6156

-N. v, 661 ((Fkl-,lsz (Zl))1§k’§m’,52§6761) ’

0= Z Z 51 5 51 {Télﬁﬁ@ ( )} (Fl(Z1))

~'eNm’ 1<

(7.87)

. N,y/,(g_(gl ((Fk/,(sQ (21))1§k/§m’,62§6—61) ’

pour tout ;' = 1, ...,d ettout 5 € N™ satisfaisant || > 1. Reportons-nous mainte-
nant a la démonstration de la propriété (7.66). Grace a I’équivalence (7.58), nous avons
pu faire basculer les identités (7.68) satisfaites par I’application convergente H(z ), dans
lesquelles on ne voit pas formellement apparaitre les composantes de I’application de
réflexion, vers les «meilleures» identités (7.69), dans lesquelles on voit apparaitre les
modifications convergentes ©%, _,(H(z1)) des composantes de I"application de réflexion.
Nous affirmons qu’il est au55| p055|ble de transformer les identités (7.87), satisfaites
par I’application convergente (7.86), en des identités qui font apparaitre les dérivées

5 - oenli - g
(el ] ((Hi/1752 (Zl>)1Si/1-,52S51) : expliquons soigneusement ce point-clé.

7.88. Comparaison avec la seconde famille d’identités de réflexion. Au lieu de consi-
dérer les identités de réflexion écrites a la seconde ligne de (7.62), considérons celles qui



70 JOEL MERKER

sont écrites a la premiére ligne et remplagons-y les variables (¢, 7) € Mpar Y., (T'1(z1)),
ce qui donne:

[£75; ] (T (D (21))) =

= 3 [T w0 € (h (Tu, (T1(1).

v’ €Nm’

(7.89)

Appliquons I’opérateur 92, \ wy = 0, en tenant compte de la formule de Leibniz:

oo 10277, | (1(21) = we%m Z_ T 5 T A E
006 ()] (T (21)).

Grace aux développements de la deuxiéme et de la cinquiéme ligne de (7.81), en utilisant

au passage la relation cruciale (6.8), nous voyons que les termes {T‘Zﬁgj,} (T'1(21)) et

T9-31 AT | (1 (21)) sont des séries convergentes par rapport a z;. Enfin, utilisons la
quatrieme ligne de (7.91), pour développer la deuxieme ligne de (7.90), ce qui donne:

[Tééﬁ } (T1(z1)) = Z Z 5 5' B [T‘S_&QB?VJ (T1(21))-

(7.91) y'ENm 81 <
M (%2R (T Jiiler, 1 (n(T
61 ( i ( 1(Z1)))1§i1§n',52§61 I R R Y (h(T'1(21))) ) »
pour tout 5/ = 1,...,d ettout 3 € N™. La méme application formelle (7.85) est

donc solution des équations analytiques (7.91), qui sont visiblement distinctes des équa-
tions (7.84). Or nous avons introduit I’application convergente (7.86) qui satisfait les
équations (7.87). 1l nous faut maintenant généraliser I’équivalence (7.58) pour vérifier
que cette méme application convergente (7.86) est aussi solution des équations (7.91),
c’est-a-dire qu’il nous faut établir que:

[T‘Zﬁgj/} Ti(z)) = Z Z 5TG o0 5 51 [Téﬂsléﬁ?f} (D1 (21))-

(792) 5 reNm’ 61 <0
§
-M(g1 <(Hi/1752(21))1<i’1<n/ 52<81 |:‘]t|’ |®;/,7’1| (H()(Zl))) R
pourtout ;' =1, ...,d ettout 3 € N™, ol nous avons posé Hy := (Hz;, )1<i,<n,. Dans

le §7.98 ci-dessous, nous établirons en effet le Lemme 7.111, qui implique I’assertion
suivante.

Lemme 7.93. Fixons ¢ € N et supposons qu’une application convergente

(7.94) z1 — (HZ/N (21))19,191,7 15]<¢

telle que H;: 5(0) = Yhy (0), iy = 1,...,n’, [§] < ¢, satisfait les équations (7.87),
pour tout 5 =1, ...,d ettout o tel que |§] < ¢. Alors elle satisfait les équations (7.92),
pour tout ;' =1, ..., d ettout ¢ tel que || < £.

Grace a ce lemme, nous pouvons enfin établir que pour tout ;' = 1, ...,d’, touté €
N9, et tout v/ € N™', on a la propriété de convergence :

(7.95) [1°0/, .. (h)] (21,8(21,0)) € C{z1},
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qui généralise (7.66).

Démonstration. Soit ¢ € N arbitraire. Démontrons que la propriété (7.95) est vraie pour
tout § tel que |§| < ¢. En appliquant le Théoréme d’approximation 2.4 aux équations
(7.84), écrites pour tout j' = 1, ...,d’ et tout § tel que |§| < ¢, et en appliquant le
Lemme 7.93, on trouve une application convergente (7.94) qui satisfait les équations (7.92)
pout tout * = 1, ...,d et tout ¢ tel que |5| < £. Nous allons démontrer par récurrence
que pour tout § tel que |0] < ¢, ona:

M (0% by (T1(0)), 5150 [0 | (BT =

(7.96) o "
= M; ((Hz‘g,61 (21)) 1 is < 5120 [Jy 9jw'} (HO(Zl))) ,

pour tout j' = 1, ..., d  ettout~’ € N™ | ce qui établira la convergence désirée, puisque
I’application (7.94) converge.

Pour § = 0, les relations (7.96) ont déja été démontrées en (7.72). Soit ¢, € N tel que
0 < ¢; < £—1etsupposons les identités (7.96) vraies pour tout § tel que |6| < ¢4, et bien
sdr, pour tout j' = 1, ...,d ettout~y’ € N™'. Soit § € N un multiindice arbitraire tel
que |0] = ¢1 + 1. Soustrayons alors les identités (7.92) des identités (7.91), écrites avec
ce multiindice J. Dans la somme ;5 _;, on a ou bien §; = J ou bien [d;] < ¢;. Gréce
a I’hypothése de récurrence, il ne reste donc que le terme §; = ¢ dans cette somme apres
soustraction, ce qui donne:
(7.97)

0=y {ﬁ?/} (21,0(21,0),0,0).

,.YIGN'NL/

M; ((Tlhhi'1 (Fl(’zl)))lgi’lsw,élgél g [Jt‘éll@;",v'} (h(Fl(Zl)))) -

— M; ((Hii-,zil (21)) 1<t < 5151 {Jj?'@;,ﬁ/} (Ho(zl)))

Grace au principe d’unicité (7.37), nous déduisons que les identités (7.96) sont satisfaites
pour ce multiindice § de longueur ¢; + 1, ce qui achéve la démonstration du Lemme 7.93.
O

7.98. Transformation des identités de réflexion. Pour formuler la généralisation de
I’équivalence (7.58), quittons provisoirement la premiére chaine de Segre et travaillons
avec des variables (¢, 7) € M quelconques, ce qui sera utile pour la démonstration finale
de la Proposition 7.18 (voir le §7.135 ci-dessous). Soit w; € C¢. Puisque le multiflot de
Y stabilise M,ona Y, (¢t,7) € M et:

_ BF/-/ N - .
(7.99) {Oé b (B (T, (8,7)) s (T, (,7)))

h
0= LBT;/ (h (Twl (tv 7—)) vﬁ (Twl (ta T))) ’
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pourtout ;' =1, ...,d ettout 3 € N™. Polarisons ces identités en y remplagant 4 par ¢’
et définissons ainsi deux familles infinies de séries comme suit :

E;”,O (wy,t,7: t/) = 7;‘/ (E (T, (¢, 7)) ’t/)

!

=y~ 3 7 [6 L (B)] (Y (7))

~'eN™’
Ry g (wi ity ) o= L% (h (T (t,7)) )
_ e eyl - )
(7.100) = XN: = [é Oy (h)} (Y, (8,7)) 5
v/ EN™

S}ﬁ (wy,t,7: t') = LﬁT;, (t’,E(Twl (t,T)))
= [£75; ] (Tu(t,7) -

- [T w6 @),

v’ eNm’

A la troisiéme ligne, on suppose | 3| > 1. Avec ces notations, les égalités (7.99) s’écrivent
maintenant :

(7.101) { 0=TR, 4(wi,t,7: b (T, (t,7))),

0= S_;’,ﬁ (w1;t77— :h (T’uh (ﬁ5T))) ’

toujours avec (¢,7) € M etw; € C?. Dans la suite, on remplacera (¢, 7) par L' (1)), et
alors ces égalités deviendront des identites formelles dans Cw1, z()].

Notons que R, s’identifie avec 7, (h (Tw, (t,7)),t’) et que Sj o s’identifie avec
rjr (', h (Y, (t,7))). Enposant 7/ = h (Y, (t, 7)) dans la deuxiéme colonne de (7.44),
nous obtenons les identités suivantes:

-/

d/
Ry o(wi,t,7: 1) = Z A;} (wy, 6,7 : t’).Séi,O(wl,t,T: ),
—
(7.102) “d,
. -,
8% o (wi,t, 70 1) = Z B;,l (wi,t,7: t/)-Rji,o(wlath: ',
sim1

ot nous avons posé A7} = a'j} (t',h (Yw, (t,7))) et Bjt = @5} (h(Tuw,(t,7)),t).
En appliquant les dérivations £° & ce couple d’identités, nous obtenons les combinaisons

linéaires suivantes, que nous écrivons sans les arguments (w1, ¢, 7 : t'):

d’
31, B1 /
D 2 A Sie
ji=1 p1<B
d 8
B ar _ ol _ J1, 81 B
é Sj’,OZSj’,ﬁ: Z Z Bj/lyﬁ .Rj{,[ﬂ’

J1=1 B1<pB

87/ =t
LRy 0= Ry

(7.103)
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oU nous avons pose :

e — — S
(7.104) A AN CE (J)
' B p B—p1 ( it

B = gy & (BF)-

Rappelons que les identités (7.103) nous ont servi pour établir I’équivalence (7.58). Pour
généraliser cette équivalence (et obtenir la preuve du Lemme 7.93), nous allons les diffé-
rentier par rapport & ws.

Pour cela, écrivons w; = (w1.1, ..., wr.q) € C%, choisissons un entier j compris entre

1 et d, et appliquons la dérivation ai aux identités (7.101), sans écrire les arguments,
wisj

ce qui nous donne :

0=—2" T hy
a’wl;j — at/ll [ J J )
(7.105) v
05!, 08,
0 — Jj’, B Jj’, B 'r 'hi’
awl;j — at;, [ J 1}

Introduisons de nouvelles variables indépendantes TZ.’/1 ;» qui correspondent aux dérivées
[Tk, | apparaissant dans (7.105), et définissons :

EI " t/ (T/ ) aﬁl/ 8R i
i1 | w,t, T I, i =0 . -/ iy
783 \ 1 I )<t <n 6w1j iz at’ 17

95" 0S5’
, , , i B ZZ3LB
., ) STt (T, ) = ST
3’5 B,3 <w1 T 1 J ISiSSn’) Owy; ’ ot;, R
1

N
i1=1

(7.106)

Plus généralement, soit & € N¢ un multiindice arbitraire. En appliquant I’opérateur 09,
aux identités (7.101), nous obtenons des égalités qui impliquent deux familles infinies de
séries R v g, €t S 3,50 dui sont polynomiales par rapport aux variables différentiées
strlctement [Torh, J, ol 1 < i) <n'et0#d; <46, quenous écrirons:

0= 4 (wl,t, 7 ([T ] (T, (t,T)))lgi,lgn,_ﬁlg) ,

0=5) 45 (wl, for s ([T0hy ] (T T)))lgixn,’élgé) .

(7.107)

Introduisons des variables indépendantes (T, s ) correspondant a ces dé-
1/1<it <n’, 81 <8

rivées Y0 hir, en convenantque 77, , s’identifie a ¢/, , et définissons les nouvelles séries :
1’ 1

-/
R w1, t, T : (T, )

T\ TR hcii < ni<5)
S’ wi,t, T ( ) )
T\ T TR g < 51<0

(7.108)
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Alors les identités (7.79) et (7.90) (o0 § € N% est fixéetot j' = 1,...,d et 3 € N™
varient) coincident avec les deux familles d’identités:

0 = R] 3,68 (0,1—‘1(21) . (T(slhill (Fl(zl)))lgi/lgn/_’glga) )

(7.109) 5
0=5) 4 (O,Fl(zl) (Y0 by (Fl('zl)))lgi’lgn’,élgé)'

Apres ces préliminaires, nous pouvons enfin énoncer la généralisation attendue du
Lemme 7.57. Rappelons que nous avons posé w; = 0 dans (7.79) et dans (7.90); c’est
pourquoi nous poserons aussi w; = 0 dans le lemme suivant.

Lemme 7.110. Soit » € N, soit x € C¥, soit Q(x) € C[x]*" avec Q(0) = 0, soit

§ € N9 et soit x (T , ) une application formelle telle que
—r (Th 5, (%) Lt <o < pp q

_ [vér , ; o
T’, 5,(0) = (Y hzfl] (0). L’équivalence suivante est satisfaite :

Vi'=1,...,d,V3eN" V§ <4 onadans C[x] :
R y <0 t,7: (T/-, (x)) ) =0
, 83,01 » 11752 -/ ’
1<) <n’, 62<6, (t, 7)=Q(x)
(7.111) (;
Vi'=1,...,d,V3eN" V§ <4 onadans C[x] :
S c/ (0 t,T: TI/ (X) ) = 0
B 51 7 11,62 . /
( )19191 ,02<01 (t, 7)=Q(x)

Grace aI’équivalence (7.111) ci-dessus, le Lemme 7.93 est démontré : il suffit de poser
x = z1, Q(x) :==T1(z1) et Ti s, (x) := Hir 5, (x).

Démonstration. Nous affirmons que les séries (7.108) peuvent étre définies par récurrence
de la maniere suivante. En effet, si I’on note 1? le multiindice (0, ...,0,1,0,...,0) €
N, avec 1 a la j-iéme place et 0 aux autres places, on a les relations :

8R
. I
Ry g osnt i= Z Z Ty st
=1 6,<6 11 41
(7.112)
’ .
1>

de telle sorte que

8;5] [R/-, g (wy,t,7: h(Twl(ﬁ,T)))}
= Rj 8,9 (wla (Télh (T’LUI (t”r)))lﬁi’lﬁn/,(ﬁgé) ;

8311 [ _;/,B(wlvtaT: h(Twl(t,T)))} =
;”,B,& (wlvtaT : (T61 hl/l (T'un (t’T)))lgi’lgn’,&SS) .

(7.113)
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Nous affirmons que pour tout 6 € N¢, il existe deux collections de séries formelles::

51 !
Ah’ﬁ1 wy,t, T (T-/ )
3’5 8,90 Y 102 ) ) it <t 5y<5-5,

5
Bh’ﬁl’ wi,t, T (T/ )
i 8,8 T 02 1<t <nt, 5,<6-61 )

telles que les identités formelles suivantes, que nous écrivons d’abord sans les arguments,
sont satisfaites :

(7.114)

E;/,B,(;E Z Z Z A;I’gléél S/ » B, 010

31:1 B1<B 61<6

18,6 = Z > D 351’51561 Ry o0

j1=1 f1<B 61<8

(7.115)

par souci de complétude, écrivons-les ensuite avec leurs arguments:

)
By (ot (Tn), o) =2 2 8

Jji1=1p1<p 6150

5
Al wi, b, T ( ) :
700 T W02 ) <i <t sy <00

-8, wy, t,T: (T’ )
I o TR %) 1<t <nr, 626, )

(
St (i) 5 5 5

Jj1=1p1<B 61<8

51 !
Bh’ﬁ1 wy, t, T (T-, ) .
78,0 Y 092 ) <t <, 5y <5—6

—/
- R wi,t, T (T/ ) .
J1, 81,01 » by i, 8 1< <n’, 52<6,

Avant d’établir cette affirmation, notons que les identités (7.116) impliquent immédiate-
ment I’équivalence désirée (7.111): il suffit de poser w; = 0, de remplacer (¢, 7) par Q(x)
et de remplacerT 5 parT/ 5, (x) dans (7.116).

Pour § = 0, les |dent|tes (7.115) ont déja été vues dans (7.103). Etablissons les identi-
tés (7.115) pour § = 1?. Pour cela, partons de (7.103), que nous réécrivons:

(7.116)

Ry s Z > Ah’ﬁl Sii Bu>

J1:1 B1<pB

;",ﬁ— Z Z Bh B ’7ﬁ1.

Jji=1 P1<p

(7.117)
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Appliquons tout d’abord I’opérateur 9,,,,; de part et d’autre de (7.117), ce qui donne::

-’ d J 7ﬁ /
aRj’,ﬁ _ Z Z 814 171 S/ A]i,ﬁl . 85]1[31
Owy; < Qwyy AT Gwyy |
(7.118) A=t mes
' ' i1, B ¥4
885,75 - Z Z ‘933"1,5 -R, Bh éﬁl . aRj{ﬁl
. . 7% .
i J1=1 pa<B i i

Ensuite, appliquons I’opérateur Z?,lzl 9y, (1) T}, ; de part et d’autre de (7.117), ce qui
1 il 1
donne:

—y rq J 7»31
OR u 0A;
j’, B r / /
W'Tiw‘: Z Z Z 5t4 'Tz"l-,j' [ T
=1 i #h=1ji=1 f1<p g
05’
]17B1 J1a61 /
+A455 T;,l 'TiivJ)
7.119
( ) as/ n’ d’ 8371’61 ,
—_ / >
Z at’ Ty, = Z at’ Ty Byt
it=1 i1=1 j1=1 1< g
—/
-/ 8R/
J1, B1 71, B1 ’
+Bji s .W.ﬂ;7j>'
2

Additionnons maintenant (7.118) avec (7.119) ; en tenant compte de la définition (7.106),
nous obtenons I’expression désirée (7.115), pour 6 = 1? :

d/
=/ _ 3181, Jﬂlo ’
Foue=3 Y (Ajf,g,lgr-s g+ AL n).

ji:l B1<B

/ — B B! i1, 61,0 5/
5,818 = Z ) (B Z it 61,12 B35 R]—;,gl,o),
Ji=1 B <p

(7.120)

ol Nous avons posé :

Ajl B, ;i _AJ1 B

i’ 6,1 3B
Ah 1.0 aAJpﬁl 8AJ1,51
', 8,14 = awlj Z 8t’ ’ 1173’
7.121
( ) Bj{;ﬁhlf le,ﬁ1
i B8, T B
31, B1 Ji, [31
B]pﬁlao — aBleﬁ Z aB .
38,15 awl;j - at/ Zl’j

En appliquant des dérivations d’ordre arbitraire par rapport a wy, en utilisant les for-
mules (7.112) et en raisonnant par récurrence, on établit les identités (7.115). Puisque
nous avons expliqué le principe de la démonstration pour & = 1¢, nous ne croyons pas
utile de développer ces calculs formels supplémentaires.
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Le Lemme 7.110 est démontré. O
7.122. Convergence des composantes de I’application de réflexion conjuguée sur la

deuxiéme chaine de Segre. Nous savons maintenant que pour tout £ € N, les propriétés
de convergence:

(7.123) [J70% i (h)] (T1(21)) € C{zg} Ve i,

sont satisfaites, pour tout j/ = 1, ...,d’ ettouty' € N™ . Grace a cette propriété, nous
pouvons établir le Lemme 7.18 pour k = 2 et ¢ = 0, c’est-a-dire:

(7.124) 8 (®)] (T2(2)) € Tz},

pour tout j/ = 1, ...,d ettout v € N™

Démonstration. Posons (t,7) = T'2(z(2)) dans la quatriéme famille d’identités de ré-
flexion (7.62):

5 (Do) = Y [F7] (TaG@) - [0 4 ()] (Calz)

W/ENm/

S 7] Cae) - (€76 ()] (o))

W/ENm/

(7.125)

o
Il

Dans la deuxiéme ligne, on suppose |3| > 1. D’apreés I’identité conjuguée de la troisieme
ligne de (7.81), écrite pour § = 0 et 3 € N™ arbitraire, nous voyons que tous les termes
(7.126)

[£76), ()] (Taz2) = Ph o (J248 (Tae)) o [1710) 0 ()] (Da(z2))) )
=P}, (JW@(FQ( @) {JJ"'@;,W, (h)} (Fl(zl))).

sont convergents par rapport a (z1,22) € C?™, grace a (7.21) et grace ce que nous
venons d’établir en (7.123). Par conséquent, les équations (7.125) sont analytiques par
rapport & (z(2), 7'), et I'application formelle z(5) —— 7 h (T'2(2(2))) les satisfait for-
mellement. Appliquons le Théoréme d’approximation (2.4) avec I’ordre d’approximation
N = 1. Nous en déduisons I’existence d’une application convergente z oy —— ﬁ(z(g)) =

(F(Z(Q)),C(Z(Q))) S C{Z(g)}ml X C{Z(g)}d/ telle que

Gico) = Y [F] ) ) o (h(Ta(z0)),

,yleNm’

> [F”'} (2@) - [£70] 5 ()] (Ta(z2))) -

,yleNm’

(7.127)

o
Il

Les équations (7.127) coincident avec £717, (h (T2(z(2))) , H(2(2))) = 0, pour tout j" =

.,d ettout 3 € N™. En appllquant la conjugalson de I’ eqmvalence (7.58), nous
pouvons faire basculer ces identités vers £O7, (H(z(2)), h (T'2(2(2)))) = 0, pour tout
j'=1,...,d ettout 3 € N™, ou, de maniere développée:

(7128)  [g;] (L)) = Y [€7F] (Palz@)) - 8 (Ale) -

,.YIGN'NL/
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pour tout 5/ = 1,...,d et tout 3 € N™. Soustrayons ces identités des identités de
réflexion écrites a la troisiéme ligne de (7.62) avec (t,7) = I'2(2(2)) ; nous obtenons:

(7129 0= 3 [0 ] (Dale) - () 0 (B (Talz2)) = O (Alz2) ) -
v’ €Nm’

Généralisons maintenant le principe d’unicité (7.37). Soit ¥ € N. Pour tout 4/ € N™',
supposons donnée une série formelle vectorielle F., (za)) € C[[z(k)]]d et supposons que
I’application formelle h est CR-transversale, ce qui se traduit par I’implication (7.27).

Lemme 7.130. Supposons que pour tout 5 € N™, I’identité formelle suivante est satis-
faite :

0= > [éﬁfq (Tr(za)) - Frr(2y)  sik estimpair,
(7.131) ven , B
0= Z |:£ﬁf'y } (Fk(Z(k))) : F,y/ (Z(k)) sik est pair,
v’ €Nm’
dans C[z(x)]. Alors:
(7.132) Fo(zg) =0, Vo' eN™.

Démonstration. Traitons seulement le cas ou & est pair. Puisque {Eﬁfq 0) = fy.3

d’aprés (7.29), et puisque I'; (0) = 0, il existe des coefficients f,. 5 -, € Ctels que I’on
peut écrire :

(7.133) [ﬁﬁf”'} Crlzw)) = Frp+ Do Frpom -
Ve ENF™M [y | >1

Développons aussi F/ (z(x)) = > L ENkm F7,77k~z(7,§). En raisonnant exactement comme
@ns la démonstration du Lemme 7.36, on obtient I’annulation de tous les coefficients

F./ .., ce qui achéve la preuve. 0

Une application directe de ce lemme aux identités (7.129) fournit les identités

—/ —_— — —
(7.134) @j/.’,.yl (h (FQ(Z(Q)))) = @j/.’,.yl (H(Z(Q))) 5
pour tout j' = 1, ..., d’ ettouty’ € N, ot le membre de droite est convergent, ce qui
acheve la démonstration de (7.124). O

7.135. Démonstration finale. Grace a tous ces préparatifs, nous pouvons enfin présenter
la démonstration de la Proposition 7.18, en raisonnant par récurrence sur la longueur %
des chaines de Segre. Nous traiterons seulement le cas ou k est impair—le cas ou k est
pair étant similaire.

Ainsi, nous supposons que pout tout ¢ € N, les propriétés de convergence:

(7.136) (7705, ()] (Tk(z(k))) € Clzgn N me,

sont satisfaites, pour tout v/ € N . L’ objectif est de démontrer que pour tout ¢ € N, les
propriétés de convergence au rang k + 1:

(7.137) (7765 ()] (Trs1 (2r41))) € Claquany } N0 me,
sont satisfaites, pour tout 4/ € N’
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Pour cela, commengons par poser (t,7) = X¢ (Tx11(2(k+1))) dans la quatrieme ligne
de (7.62), oti ¢ € C4, sans oublier d’écrire I’identité qui est sous-entendue pour 3 = 0

7 (Xe TrnCGaesn))) = D [77,] (Le (Tra1(241)))) -

v/ eNm’

0% o (h (Xe (T (241)))) 5

> 7] (e CenGnn))

v/ eNm’

[£76] 5 ()] (L (Trsa (2141))) -

(7.138)

o
Il

Dans la deuxiéme identité, on suppose || > 1.
Fixons maintenant ¢ € N. Pour démontrer (7.137), appliquons les dérivations 82’
£=0

aux identités (7.138) pour tout multiindice 6 € N tel que |5| < ¢, ce qui donne:
(7.139)

[Iggj’} (FkH Z(k+1) = Z Z 51 5 51 {TS 51f ](FkJrl(Z(k-i-l)))'

y'eNm’ 6156

: [151@’,/ ,(h)} (Trt1(ze41))) »

0= 2 5 sy 2T ] @)

'Y reNm/ §1<8

. [I‘Slﬁﬁ@;,ﬂ/(h)} (Crs1(2e41))) 5

pourtout ' =1, ...,d’, tout 3 € N™ tel que | 3| > 1 ettout § € N tel que |5| < £. Vé-
rifions que tous les termes écrits a la deuxieme et a la quatriéme ligne de (7.139) sont des
séries convergentes par rapport a z(,1. En effet, en remplacant (¢, 7) par I'x 11 (2(x+1))
dans I’identité conjuguée de (7.82), nous obtenons:

(7.140)

X04£%0), (W) (T (241)) = Phsy (TS (Desa ()
[Jtlﬁ\Jrlél\@;,ﬁ/(h)} (Fk(z(k)))) :

et tous ces termes sont convergents, grace a I’hypothése de récurrence (7.136). Appliquons
maintenant le Théoréeme 2.4 avec I’ordre d’approximation N = 1: nous en déduisons
qu’il existe une application convergente

(7.141)

Z(k+1) (Hz’l 5(Z(k+1))) 1<i, <n/,|8|<¢t

= ((Fkl75(z(k+1)))lgk/§m/|5|§€’ (G‘]l,(g(z(k-‘rl)))lg‘]/gd/|5|§€) )
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avec Hy 5,(0) = 1o hi (0), qui satisfait les équations analytiques (7.139), c’est-a-dire
telle que:
(7.142)

Gjr,5(20e41)) = Z Z S (6 —op)! 5 51 [16193’77’“‘)} (Tt (2esn)) -

yrENm! §1<6
-Wy,a—al ((Fk’,t52 (Z(k+1)))1§k/§m/,52§6—61) )
0= > > 511 (6 —69)! 5 51)! [Iglﬁﬁ(a;/w/(h)} (Chr (2en))

¥ eNm’ 51<5

N v, 0—81 ((Fk/-,52 (Z(k+1)))1§k’§m’,62§6—61)’

pourtout j' =1, ..., d’, tout 3 € N satisfaisant |3| > 1 et tout § € N tel que |§| < £.
Utilisons maintenant I’équivalence (7.111) avec x := z(;11), aveC Q(x) := I'ry1(2(k+1)),
avec T’Z./l_’(;1 (x) == ﬁiMl (x) et pour tout § € N tel que |§| < £: nous en déduisons
que la méme application formelle (7.141) satisfait les équations analytiques développées
suivantes:

(7.143)
[léffﬁgj’} Crr o)) = D0 Y S (6 —op)! 5 51
~/eNm! §1<8
: {Iéiélﬁﬁfw/} (Trr1(Zren))) -
'M:h ((ﬁi’lﬁz (Z(k+1)))1§i’1§n’,52g51 )
5180, ] Folzan)) -
pour tout * = 1, ...,d’, tout 3 € N™ et tout § € N tel que |§| < ¢, oli nous avons

posé Hy := (H1170)1<i,1<n/. Comparons ces identités aux identités de la troisieme ligne
de (7.62) dans lesquelles on pose (t,7) = X (Pi+1(241))) et auxquelles on applique
la dérivation 8g(~) L:O, ce qui donne::

(7.144)

[l‘sﬁﬁgjr} (Fk+1 Z(k+1) = Z Z 51 5 51

~y'eNm’ §1<6

) [15*51£ﬁf7/:| (Fk+1(z(k+1))) .
— —
Mg, ((Ifbhyl (Fk+1(z(k+1))))1<i/<n/ 525y’

[Jw@ (% )] (Fk+1(z(k+1))))
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Soustrayons (7.143) de (7.144), ce qui donne :

d! ,
0= X X spmay X e tein):

~'eNm’ 61<6

_, _

M, ((Iﬁzhyl (Fk+1(Z(k+1))))1SiiSn,752§61 )
18 ()] (Cha () ) -

- M:ﬁ ((H’Lll7 P (Z(k+1)))1gillgn/7 52<61
[JBI@;',V/} (HO(Z(kH))))

pourtoutj’ =1, ...,d’ tout 3 € N™ ettout § € N tel que |5| < £. D’aprés la définition
méme de M:n donnée a la quatrieme ligne de (7.81)), le terme développé a la deuxieme et
a la troisiéme ligne de (7.145) s’identifie & {I‘Sl@;,_ﬁ, (E)} (Tk+1(2(k+1)))- Notons que
le terme développé a la quatrieme et a la cinquieme ligne de (7.145) est convergent. Ainsi,
pour conclure que les propriétés de convergence (7.137) sont satisfaites (en utilisant au
passage le Lemme 7.74), il ne nous reste plus qu’a établir que les termes contenus dans
les grandes parentéses s’annulent tous identiquement.

Ecrivons (7.145) pour § = 0: la somme s, <5 contient alors un seul terme et le
Lemme 7.130 s’applique. En raisonnant par récurrence sur la longueur de 4, jusqu’a
la longueur ¢, en écrivant les identités (7.145) pour |§| croissant, et en appliquant le
Lemme 7.130 a chaque étape, nous vérifions que les termes contenus dans les grandes
parentéses s’annulent tous identiquement.

Les démonstrations de la Proposition 7.18 et du Théoréeme 1.23 sont achevées. O

(7.145)

7.146. Existence d’applications holomorphes. Pour terminer cet article, démontrons le
corollaire suivant du Théoréme 1.23, qui implique le Corollaire 1.45.

Corollaire 7.147. Sous les hypothéses du Théoréme 1.23, pour tout entier N > 1, il
existe une application convergente HY (t) € C{t}" avec H(¢) = h(t) mod (m(t))N
(d’ou H(0) = 0), qui induit une application holomorphe locale de M & valeurs dans M.

Démonstration. D’apres le Théoréme 1.23, les composantes ©, _, (h(t)) de I'applica-
tion de réflexion s’identifient a des séries convergentes 67, ., (t) € C{t}, pour tout j* =

1,...,d ettout~y’ € N™ . Appliquons le Théoréme d’approximation 2.4 aux équations
analytiques
(7.148) 0=07 (h(t)) =0} (1)

Nous en déduisons que pour tout entier N > 1, il existe une application convergente
HY (1) € C{t}™ avec HY (t) = h(t) mod (m(t))N qui satisfait ces équations analytiques,
ie.:

(7.149) 0=0/ ., (HY(t) — 0} ..(1).

Nous affirmons que toute telle HYV induit nécessairement une application holomorphe
locale de M a valeurs dans M. En effet, il découle d’abord de (7.148) et de (7.149) que
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®% . (h(t)) = ©) ., (HN(t)) et ensuite:

gcecn= Y [F]eeen) o) . mhw)

,Y/GNm’

> [T ec e L HY@).
,Y/GNm’
pourtoutj’ = 1, ..., d’. Autrementdit, nous avons: /, (H™ (t), (¢, ©(C,t))) = 0, pour
tout j/ = 1, ...,d’". En remplagant 7/ par h(¢,©(¢,t)) et ¢’ par HY (¢) dans la premiére
ligne de la deuxiéme colonne de (7.44), nous en déduisons:

0=7 (A(C, 0 1), HY (1))

(7.150)

— —
(7.151) =GN - > FYO7 -8, (h(¢01),
v’ €Nm’
pour tout j' = 1, ...,d’. Remplagons alors w par ©(z, ) dans ces identités, en tenant

compte de la relation £ = © (¢, z, ©(z, 7)), qui découle immédiatement de (3.7), ce qui
donne:

/

(7.152) GY (2,0(z,7) = Z FN (z,@(z,r))v -@/-,_ﬁz(

J h(T)) ’
' eNm
pourtoutj' =1, ...,d.
Enfin, pour terminer, remplagons @;,77/ (h(7)) par @;,_ﬁ, (ﬁN(T)) dans ces identi-

tés (cela est possible, grace aux conjuguées des relations (7.148) et (7.149)), ce qui donne:

(7.153) Gy (280 = 3 FV(:8(xm)" -0, (ﬁNm) ,
v’ €Nm’
pour tout j* = 1, ...,d’. Ces derniéres identités démontrent clairement que H” induit
une application de M a valeurs dans M. Le corollaire (7.147) est démontré. O
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ABSTRACT. Searching normal forms? for real analytic submanifolds of C™ involves convergence
problems. In 1983, J.K. Moser and S.M. Webster provided examples of real analytic surfaces in
C? having an isolated hyperbolic (in the sense of E. Bishop) complex tangency, which are formally
but not holomorphically normalizable (because of the presence of small divisors), even if the nor-
mal form is itself real analytic or algebraic. On the contrary, it appears that such a nonconvergence
phenomenon does not appear for submanifolds of C™ whose CR dimension is locally constant,
in view of recent results by S.M. Baouendi, P. Ebenfelt and L.P. Rothschild. These results hold
true with hypotheses which are relatively simple, but satisfied at a Zariski-generic point2. Notably,
these authors establish that every invertible formal CR mapping between two submanifolds of C™
which are real analytic, generic, finitely nondegenerate and minimal (in the sense of J.-M. Trépreau
and A.E. Tumanov) is convergent. In this paper, we establish a more general convergence theorem,
which is valid without any nondegeneracy condition, and which confirms the rigidity of the CR
category (see Theorem 1.23). This result may be interpreted as a formal Schwarz reflection prin-
ciple for CR mappings. We deduce that every formal CR equivalence between two submanifolds
of C™ which are real analytic, generic and minimal is convergent if and only if both submanifolds
are holomorphically nondegenerate (in the sense of N. Stanton). Finally, we establish that two sub-
manifolds of C™ which are real analytic, generic and minimal are formally CR equivalent if and
only if they are biholomorphically equivalent.
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