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Résumé. On établit que le (pseudo)groupe local des biholomorphismes stabilisant une sous-
variété algébrique réelle, minimale, finiment non dégénérée de C

n, est un groupe de
Lie local algébrique réel. On en déduit des conditions nécessaires pour l’algébrisabilité
locale de tubes analytiques réels rigides de codimension quelconque dans C

n. c© 2002
Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

On the local algebraizibility of real analytic generic submanifolds in Cn

Abstract. We prove that the local (pseudo)group of biholomorphisms stabilizing a minimal, finitely
nondegenerate real algebraic submanifold in C

n is a real algebraic local Lie group. We
deduce necessary conditions for the local algebraizability of real analytic rigid tubes of
arbitrary codimension in C

n. c© 2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

1. Introduction

Une sous-variété analytique réelle de Cn est dite algébrique (au sens de Nash, cf. [2]) si elle est définie
localement par l’annulation de polynômes réels et localement algébrisable en un de ses points p s’il
existe un système de coordonnées holomorphes locales centré en p dans lequel elle est algébrique. S’il
est clair que toute sous-variété analytique réelle de dimension k dans R2n est localement équivalente,
par une transformation analytique réelle, à un plan de dimension k, il n’en va pas de même pour
l’algébrisabilité au moyen d’une transformation holomorphe. X. Huang, S. Ji et S.T. Yau ont récemment
présenté dans [7] le premier exemple explicite {(z, w) ∈ C2 : Imw = exp(zz̄)} d’une hypersurface
analytique réelle Levi non dégénérée de C2, algébrisable en aucun de ses points. La démonstration
dans [7] repose sur la méthode dite d’équivalence due à É. Cartan [3] et développée par S.-S. Chern
et J.K. Moser [4] pour classifier les hypersurfaces strictement pseudoconvexes de Cn au moyen d’in-
variants différentiels. La complexité des calculs formels ne permet apparemment pas de dégager une
obstruction concrète de non algébrisabilité locale, partagée par tous les éléments d’une famille de sous-
variétés de dimension quelconque dans Cn.

On présente dans cette Note des conditions nécessaires d’algébrisabilité locale de sous-variétés ana-
lytiques réelles génériques de Cn. L’argument clé consiste à observer que le (pseudo)groupe des bi-
holomorphismes locaux de Cn stabilisant une sous-variété générique algébrique réelle est, sous cer-
taines hypothèses de non dégénérescence, un groupe de Lie local pour lequel la loi de multiplication est
algébrique.

Note transmise à Étienne GHYS
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2. Énoncé des résultats

Soit M une sous-variété analytique réelle locale de codimension d dans Cn, passant par l’origine,
définie par les équations rk(t, t̄) = 0 pour k = 1, . . . , d, où t = (t1, . . . , tn) ∈ Cn et où les rk(t, t̄) ∈

C{t, t̄} satisfont rk(0, 0) = 0, rk(t, t̄) ≡ rk(t, t̄) et dr1 ∧ · · · ∧ drd(0) 6= 0. On suppose M générique,
c’est-à-dire que T0M+iT0M = T0C

n. Dans ce cas, T (0,1)M := T0M∩T (0,1)
C

n est un fibré complexe
de rang (n − d). Soit L1, . . . , Ln−d une base de T (0,1)M . On dit que M est minimale en 0 si l’orbite
(au sens de Sussmann) de l’origine sous l’action des champs ReL1, ImL1, . . . ,ReLn−d, ImLn−d

contient un voisinage de l’origine dans M . On dit que M est holomorphiquement non dégénérée (cf.
[9]) s’il n’existe pas de champ de vecteurs non nul de type (1, 0), à coefficients holomorphes, tangent
à M . Dans ce cas, d’après [1], il existe un sous-ensemble analytique réel strict V de M tel que, pour

tout point p de M\V , on a Vect {L
β
∇t(rk)(p, p̄) : β ∈ Nn−d, k = 1, . . . , d} = Cn, où l’on note

∇t(rk)(t, t̄) le gradient holomorphe de rk et L
β

:= (L1)
β1 . . . (Ln−d)

βn−d . On dit alors que M est
finiment non dégénérée en p.

On étudie la structure du (pseudo)groupe des biholomorphismes locaux de Cn stabilisant M . Ce
groupe est de dimension infinie lorsque M n’est nulle part minimale ou holomorphiquement dégénérée
(cf. [9]). La notion de groupe de Lie local (de dimension finie) est présentée par exemple dans le chapitre
8 de [10]. On appelle groupe de Lie local algébrique un groupe de Lie local pour lequel la loi de
multiplication (cf. [10], pp. 176–177) est algébrique (au sens de Nash).

THÉORÈME 1. – Soit M une sous-variété générique algébrique réelle de Cn, passant par l’origine,
minimale et finiment non dégénérée en 0. Il existe ε0 > 0 tel que pour tout 0 < ε < ε0, les trois
conditions suivantes sont satisfaites :
(a) Le (pseudo)groupe GM des biholomorphismes locaux de Cn définis sur le polydisque ∆n(0, ε) et
stabilisant M est un groupe de Lie local algébrique réel de dimension finie m ne dépendant que de la
géométrie locale de M au voisinage de l’origine.
(b) Il existe 0 < ε′ < ε et une application algébrique HM , constructible algorithmiquement à partir
des équations définissantes de M , définie au voisinage de l’origine dans Cn × Rm, à valeurs dans
Cn, vérifiant HM (t, 0) ≡ t, et telle que toute application holomorphe h : ∆n(0, ε′) → ∆n(0, ε)
suffisamment proche de l’identité, stabilisant M , vérifie h = HM (., eh) pour un unique eh ∈ Rm.
(c) L’application (t, e) 7→ HM (t, e) définit un groupe de Lie local algébrique de biholomorphismes
algébriques stabilisant M .

La démonstration du Théorème 1 fait intervenir les jets en 0 de biholomorphismes locaux, voir [6].
On considère maintenant la famille T d

n des sous-variétés analytiques réelles génériques de Cn,
définies au voisinage de l’origine, de codimension d, minimales et finiment non dégénérées en 0, dont
le groupe GM est commutatif, de dimension n. Il existe alors, pour tout élément M de T d

n , un système
local de coordonnées holomorphes centré à l’origine (z, w) = (x + iy, u + iv) ∈ Cn−d × Cd et d
fonctions analytiques réelles ϕ1, . . . , ϕd s’annulant en 0, tels que M soit représenté au voisinage de 0
par les équations v1 = ϕ1(y), . . . , vd = ϕd(y). Dans ce cas, M est finiment non dégénéré en 0 si et
seulement s’il existe (n−d) multiindices β1, . . . , βn−d ∈ Nn−d de longueur strictement positive et des
entiers 1 ≤ k1, . . . , kn−d ≤ d tels que l’application réelle

(1.1) ψ(y) :=

(

∂|β
1|ϕk1

(y)

∂yβ1
, . . . ,

∂|β
n−d|ϕkn−d

(y)

∂yβn−d

)

est de rang (n − d) à l’origine dans Rn−d (cf. [6] Lemme 3.2). On note y′ 7→ (ψ′1(y
′), . . . , ψ′n−d(y

′))
l’application réciproque de ψ. Le second résultat de cette Note est le théorème suivant :

THÉORÈME 2. – Soit M appartenant à T d
n , définie par les équations v1 = ϕ1(y), . . . , vd = ϕd(y),

minimale et finiment non dégénérée en 0. Si M est localement algébrisable à l’origine, les dérivées
partielles ∂ψ′j/∂y

′
l sont algébriques réelles pour 1 ≤ j, l ≤ n− d .
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Algébrisabilité de sous-variétés analytiques réelles de C
n

Cette condition d’algébrisabilité locale s’exprime très simplement lorsque M est une hypersurface
Levi non dégénérée de C

n, définie par l’équation v = ϕ(y) : il est équivalent de dire que les fonc-
tions ∂ψ′j/∂y

′
l sont algébriques réelles pour 1 ≤ j, l ≤ n − 1 et que les dérivées partielles secondes

∂2ϕ/∂yj∂yl sont des fonctions algébriques des dérivées partielles premières ∂ϕ/∂y1, . . . , ∂ϕ/∂yn−1

pour 1 ≤ j, l ≤ n − 1. Le Théorème 2 montre qu’un élément de T d
n pour lequel une dérivée ∂ψ′

j/∂y
′
l

n’est pas algébrique réelle (ce qui est génériquement le cas au sens de Baire) n’est pas localement
algébrisable à l’origine. Le Corollaire 1 exhibe une famille explicite d’exemples de sous-variétés analy-
tiques réelles de Cn, qui ne sont pas localement algébrisables à l’origine :

COROLLAIRE 1. – [6] (a) Soient χ1, . . . , χn−1 des fonctions analytiques réelles arbitraires, définies
au voisinage de 0 ∈ Rn−1. L’hypersurfaceM de Cn d’équation v =

∑n−1
k=1 [y2

k + y6
k + y9

ky1 · · · yk−1 +
yn+8

k χk(y1, . . . , yn−1)] appartient à la famille T 1
n . De plus, pour un choix générique (au sens de Baire)

de χ1, . . . , χn−1, M n’est pas localement algébrisable à l’origine.
(b) Les hypersurfaces de C

2 d’équations v = sin(y2), v = sinh(y2) et v = exp(exp(y) − 1) − 1
appartiennent à T 1

2 et ne sont pas localement algébrisables à l’origine.
Pour vérifier l’appartenance de M à la famille T 1

n , on utilise la théorie analytique des symétries des
équations aux dérivées partielles (cf. [8] Chapitre 2), appliquée à la géométrie CR dans [11, 12, 5].

Dans le même état d’esprit, le théorème suivant donne un éclairage différent du résultat de [7] :
THÉORÈME 3. – [6] Soit M : v = ϕ(zz̄) une hypersurface analytique réelle, Levi non dégénérée

dans C2, passant par l’origine, dont l’algèbre de Lie des automorphismes infinitésimaux est engendrée
par ∂/∂w et iz∂/∂z. SiM est localement algébrisable à l’origine, la dérivée deϕ est algébrique. Ainsi,
les hypersurfaces de C

2 d’équations v = ezz̄ − 1, v = sin(zz̄) et v = sinh(zz̄) ne sont pas localement
algébrisables à l’origine.
3. Résumé de la démonstration du Théorème 2

Soit M ∈ T d
n et soit Φ un biholomorphisme local, vérifiant Φ(0) = 0, tel que M ′ := Φ(M) est

algébrique, minimale et finiment non dégénérée en 0. L’algèbre de Lie réelle des automorphismes
infinitésimaux de M étant engendrée par les champs ∂/∂t1, . . . , ∂/∂tn, l’algèbre de Lie des au-
tomorphismes infinitésimaux de M ′ est commutative, de dimension n, engendrée par les champs
X ′

1 = Φ∗(∂/∂t1), . . . , X
′
n = Φ∗(∂/∂tn). On commence par redresser algébriquement les feuilletages

holomorphes induits parX ′
1, . . . , X

′
n, en utilisant l’algébricité de l’applicationHM ′ et la commutativité

du groupeGM ′ données dans le Théorème 1. La démonstration est standard, voir [6].
PROPOSITION 1. – Il existe un biholomorphisme algébrique complexe Ψ, défini au voisinage de

l’origine dans C
n, et n fonctions algébriques complexes c1, . . . , cn, vérifiant cj(0) = 1, tels que

l’algèbre de Lie des automorphismes infinitésimaux de M ′′ := Ψ(M ′) est engendrée par les champs
X ′′

j := Ψ∗(X
′
j) = cj(tj)∂/∂tj , 1 ≤ j ≤ n.

D’après [4], il existe des coordonnées t = (z1, . . . , zn−d, w1, . . . , wd) dans lesquelles on peut
représenter M ′′ par les équations wk = Θk(z, z̄, w̄), k = 1, . . . , d, où Θk est une fonction
algébrique complexe. On note maintenant , (Ψ ◦ Φ)−1 = (f1, . . . , fn−d, g1, . . . , gd) et (c1, . . . , cn) =
(a1, . . . , an−d, b1, . . . , bd). L’application Ψ◦Φ vérifiant (Ψ◦Φ)∗(∂/∂tj) = cj(tj)∂/∂tj , on a les iden-
tités aj(zj)(∂fj/∂zj)(zj) ≡ bk(wk)(∂gk/∂wk)(wk) ≡ 1, ce qui montre que ∂fj/∂zj et ∂gk/∂wk

sont algébriques pour 1 ≤ j ≤ n − d et 1 ≤ k ≤ d. La condition (Ψ ◦ Φ)(M) = M ′′ donne, pour
k = 1, . . . , d, les identités suivantes dans C{z, z̄, w̄} :

(1.2)
gk(Θk(z, z̄, w̄))− ḡk(w̄k)

2i
≡ ϕk

(

f1(z1)− f̄1(z̄1)

2i
, . . . ,

fn−d(zn−d)− f̄n−d(z̄n−d)

2i

)

.

En différentiant (1.2) par rapport à zj pour j = 1, . . . , n− d, on obtient :

(1.3)
aj(zj)(∂Θk/∂zj)(z, z̄, w̄)

bk(Θk(z, z̄, w̄))
≡
∂ϕk

∂yj

(

f1(z1)− f̄1(z̄1)

2i
, . . . ,

fn−d(zn−d)− f̄n−d(z̄n−d)

2i

)

.
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Le membre de gauche de l’équation (1.3) est une fonction algébrique complexe (l’algébricité est stable
par différentiation, cf. [2]), indépendante de la variable w. Pour 1 ≤ l ≤ n− d, on applique l’opérateur
∂|β

l|/∂zβl

à l’identité (1.2) avec k = kl. Il existe des fonctions algébriques réelles Akl,βl vérifiant :

(1.4) Akl,βl(z, z̄) ≡
∂|β

l|ϕkl

∂yβl

(

f1(z1)− f̄1(z̄1)

2i
, . . . ,

fn−d(zn−d)− f̄n−d(z̄n−d)

2i

)

.

L’applicationψ donnée par l’équation (1.1) étant de rangn−d, on obtient pour j = 1, . . . , n−d l’identité
fj(zj) − f̄j(z̄j) ≡ 2i ψ′j(Ak1,β1(z, z̄), . . . , Akn−d,βn−d(z, z̄)). La différentiation de cette identité par
rapport à zj et à zm pour m 6= j fournit le système linéaire :

(1.5)



























1

2i aj(zj)
≡

n−d
∑

l=1

∂ψ′j
∂y′l

(Ak1,β1(z, z̄), . . . , Akn−d,βn−d(z, z̄))
∂Akl,βl

∂zj

(z, z̄),

0 ≡

n−d
∑

l=1

∂ψ′j
∂y′l

(Ak1,β1(z, z̄), . . . , Akn−d,βn−d(z, z̄))
∂Akl,βl

∂zm

(z, z̄), m 6= j.

Puisque aj(0) = 1 pour tout 1 ≤ j ≤ n − d, la matrice ((∂Akl,βl/∂zj)(0, 0))1≤j,l≤n−d est inversible
et il existe donc des fonctions algébriques complexes Bj,l(z, z̄), définies pour 1 ≤ j, l ≤ n − d, telles
que (∂ψ′j/∂y

′
l)(A(z, z̄)) := (∂ψ′j/∂y

′
l)(Ak1,β1(z, z̄), . . . , Akn−d,βn−d(z, z̄)) ≡ Bj,l(z, z̄). Enfin, la

fonction Akl,βl étant réelle et la matrice ((∂Akl,βl/∂zj)(0, 0))1≤j,l≤n−d étant inversible, le jacobien à
l’origine de l’application y 7→ A(iy,−iy) =: y′ est non nul. Il existe donc une application algébrique
réelle C telle que (∂ψ′

j/∂y
′
l)(y

′) ≡ Bj,l(iC(y′),−iC(y′)), ce qui prouve l’algébricité de ∂ψ′
j/∂y

′
l pour

1 ≤ j, l ≤ n− d. �
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