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Chapter 1Le 
al
ul propositionnel
1.1 Le langage du Cal
ul propositionnel1.1.1 D�e�nitions et Propri�et�esLe 
al
ul propositionnel (abr�eg�e en CP0) permet d'exprimer des propri�et�es�el�ementaires (ou atomiques) et de les 
ombiner entre elles �a l'aide des 
on-ne
teurs logiques. On peut ainsi mod�eliser une partie importante du raison-nement. Plus formellement, le langage se d�e�nit 
omme suit.De�nition 1 Le langage L du CP0 est 
ompos�e:� des symboles (ou variables) propositionnels (not�es usuellement en let-tres minus
ules p, q, r)� 
onne
teurs logiques ^,_,), , , :� de symboles auxiliaires: \)" \(\ \," \ \Dans la suite on supposera que l'ensemble des symboles propositionnelsest d�enombrable, et 
 d�esignera l'un quel
onque des 
onne
teurs binaires(^;_;); , ). Un symbole propositionnel s'appelle aussi un atome. Ond�e�nit maintenant les formules du CP0:De�nition 2 FORM l'ensemble des formules du CP0 est le plus petit en-semble tel que� tout atome est dans FORM 7



� si ' 2 FORM alors :' 2 FORM� si ';  2 FORM alors '
  2 FORMExemple: p _ q 2 FORM , q ) q 2 FORM mais : _ q 62 FORMPrin
ipe d'indu
tion stru
turelle sur FORM :Th�eor�eme 1 Une propri�et�e P est vraie pour toute formule de FORM ssi:� P est vraie sur les symboles propositionnels.� si ' v�eri�e P alors :' v�eri�e P .� si ' et  v�eri�ent P alors '
  v�eri�e P .Par 
ons�equent, pour d�e�nir une fon
tion f sur FORM, il suÆt de lad�e�nir sur les symboles propositionnels, et de d�e�nir f(:') �a partir de f(')et f('
  ) �a partir de f(') et f( ).Une notion utile est 
elle de sous-formule:De�nition 3 On d�e�nit la propri�et�e ' est une sous-formule de  par:� une sous-formule d'un symbole propositionnel est le symbole proposi-tionnel.� une sous formule de :' est soit une sous-formule de ' soit :'� une sous-formule de '
  est soit une sous-formule de ', soit unesous-formule de  soit '
  Une sous-formule stri
te de ' est une sous-formule de ' distin
te de '.Par exemple les sous-formules stri
tes de p _ (q ) r) sont p; q; r; q) r.1.1.2 Formalisation de probl�emeNous montrons 
omment 
e langage peut s'utiliser pour passer d'un expos�einformel �a un expos�e formel qui est une formule du CP0.On donne le r�eglement d'un 
lub:� Les membres de la dire
tion �nan
i�ere sont 
hoisis parmi 
eux de ladire
tion g�en�erale 8



� Nul ne peut etre �a la fois membre de la dire
tion g�en�erale et de ladire
tion de la biblioth�eque, s'il n'est membre de la dire
tion �nan
i�ere� Au
un membre de la dire
tion de la bibliotheque ne peut être membrede la dire
tion �nan
i�erepeut se formaliser en, si F signi�e \être membre de la dire
tion �nan
i�ere",G \être membre de la dire
tion g�en�erale", B \être membre de la dire
tionde la biblioth�eque", ((F ) G) ^ (((:(G ^ B)) _ F ) ^ (:(B ^ F )))) 
e quipeut se simpli�er en la formule �equivalente (G _ :F ) ^ (:G _ :B) 
e quipermet d'elaborer le r�eglement simpli��e qui fusionne les deux derniers pointsen: \au
un membre de la dire
tion g�en�erale ne peut être membre de la di-re
tion de la bibliotheque"1.2 S�emantiqueLa s�emantique 
lassique utilis�ee 
omporte 2 valeurs de v�erit�e 0 et 1 (0 pourfaux et 1 pour vrai) 1, et une valuation servira �a asso
ier une valeur de v�erit�e�a une formule une fois �x�ees les valeurs de v�erit�e des atomes et en respe
tantles d�e�nitions des tables de v�erit�e des 
onne
teurs.Table de ^ Table de _ table de :p q (p ^ q)0 0 00 1 01 0 01 1 1 p q (p _ q)0 0 00 1 11 0 11 1 1 p (:p)0 11 0Table de ) Table de ,p q (p) q)0 0 10 1 11 0 01 1 1 p q (p , q)0 0 10 1 01 0 01 1 11
ertaines logiques ont 3 valeurs de v�erit�e 0 pour faux, 1 pour vrai et 1/2 pour \on nesait pas", d'autres ont un nombre �ni de valeurs de v�erit�e, d'autres en
ore un ensemblein�ni de valeurs de v�erit�e. 9



Il n'est pas inutile de remarquer que (p) q) est vrai, quand p est faux.Ainsi l'impli
ation \New-York est la 
apitale de l'URSS" ) \Mos
ou estla 
apitale des USA" est vraie, 
e qui peut paraitre 
hoquant. N�eanmoins,notre d�e�nition est la seule r�ealiste si on veut garder le sens de si p alorsq. Ne la 
onsid�erer vraie que si p et q sont vrais revient �a identifer ) et ^.La 
onsid�erer fausse quand p et q le sont fait perdre l'equivalen
e (qui estla base du raisonnement par 
ontraposition) (p) q) �equivaut �a (:q ) :p).A�e
ter une valeur de v�erit�e �a une formule se fait �a l'aide de valuations.De�nition 4 Une assignation A est une appli
ation de l'ensembles des vari-ables propositionnelles dans f0; 1g.Une valuation est une appli
ation v de l'ensemble des formules dans f0; 1gtelle que:� v(:') = 1� v(')� v(' ^  ) =Min(v('); v( ))� v(' _  ) =Max(v('); v( ))� v(')  ) = 0 ssi v(') = 1 et v( ) = 0� v(' ,  ) = 1 ssi v(') = v( )Proposition 1 Etant donn�e une assignation A, il existe une unique valua-tion v qui la prolonge (
.a.d. v(p) = v(A) pour tout variable propositionnellep).Preuve Par indu
tion stru
turelle sur les formules.La notion 
entrale est 
elle de tautologie ( formule toujours vraie)De�nition 5 Une formule ' est une tautologie (not�e j= ') ssi pour toutevaluation v on a v(') = 1.Exemple: p_:p est une tautologie mais pas p_ q. D'autres notions sontutiles:De�nition 6 (satis�abilit�e, insatis�abilit�e, 
ons�equen
e logique)10



� Une formule ' est satis�able ssi il existe une valuation v ave
 v(') = 1(on dit que v est un mod�ele de ') . Un ensemble E de formules estsatis�able ssi il existe une valuation v telle que v(') = 1 pour toutesles formules ' de E. Une formule (ou un ensemble de) est insatis�ables'il n'existe pas de valuation v telle que v(') = 1.� une valuation v telle que v(') = 0 falsi�e la formule '. Si v(') = 1elle valide '.� Une formule ' est une 
ons�equen
e logique d'un ensemble de formules� (not�e � j= ') ssi pour toute valuation v qui valide toutes les formulesde � alors v(') = 1.Th�eor�eme 2 Il existe un algorithme qui permet de savoir si la propri�et�e 'est une tautologie est vraie (m�ethode des tables de v�erit�e).M�ethode des tables de v�erit�e: si p1; : : : ; pn sont les n atomes intervenantdans ', on dresse la table �a 2n entr�ees qui 
al
ule la valeur de v�erit�e de ' par
al
ul des valeurs de v�erit�e des sous-formules de ' (une fois donnees les v(pi)).On peut ainsi v�eri�er si la formule est satis�able, valide ou insatis�able.Exemple: soit ' la formule (((:q) ) (:p)) , (p ) q)), sa table dev�erit�e est 
al
ul�ee 
omme suit:p q (:p) (:q) ((:q)) (:p)) (p) q) '0 0 1 1 1 1 10 1 1 0 1 1 11 0 0 1 0 0 11 1 0 0 1 1 1On v�eri�e don
 que pour toute valuation, ' a pour valeur 1, 
e qui prouveque ' est une tautologie. S'il n'y avait eu que des 0, alors ' aurait �et�einsatis�able, et s'il y avait eu des 0 et des 1 alors ' aurait �et�e satis�able. Si
ette m�ethode est e�e
tive, elle est imprati
able, 
ar si la formule 
onsid�er�ee
omporte n symboles propositionnels, il y a 2n 
as �a examiner, don
 le 
oûtest exponentiel. En parti
ulier, 
ette m�ethode qui serait la plus simple dansle 
adre des bases de donn�ees n'est absolument pas utilisable, pour autre
hose que des exemples d'�e
ole. La 
omplexit�e exa
te du probl�eme \est-
e qu'une formule est une tautologie" est un probl�eme ouvert. Toutes lesm�ethodes 
onnues sont exponentielles, et on 
onje
ture que le probl�eme n'estpas polynômial (
f la 
onje
ture P 6= NP).11



A titre d'exer
i
e, on peut montrer ainsi que q est une 
ons�equen
e logiquede fp; (p) q)g, fp; (q ) p)g est satis�able, et que fp; (:p)g est insatis�able.Exer
i
e: : Pierre, Paul et Ja
ques sont pr�evenus de fraude �s
ale etprêtent serment de la fa
on suivante:� Pierre: Paul est 
oupable et Ja
ques est inno
ent� Paul: Si Pierre est 
oupable alors Ja
ques aussi� Ja
ques: Je suis inno
ent mais au moins un des deux autres est 
oupable.Exprimer le t�emoignage de 
ha
un des suspe
ts sous forme proposition-nelle. Dresser la table de v�erit�e de 
es formules. Les t�emoignages des troissuspe
ts sont-ils 
ompatibles? Le t�emoignage de l'un des suspe
ts d�e
oulede 
elui d'un autre suspe
t. Lequel? En supposant que tous sont inno
ents,qui a fait un faux t�emoignage?Exer
i
e: : On dit qu'un ensemble de 
onne
teurs est ad�equat s'il per-met d'exprimer toutes les fon
tions de v�erit�e (appli
ations de PROP dans0,1). Les ensembles suivants sont-ils ad�equats: f:;^g,f_;^g, f_;:g, fjg ouj (op�erateur de 
ontradi
tion de She�er) est d�e�ni par sa table de v�erit�e:p 1 1 0 0q 1 0 1 0pjq 0 0 0 1Exer
i
e: : On donne deux formules A et B telles que A j= B et telle queS l'ensemble des atomes 
ommuns �a A et B est non vide. Montrer qu'il existeC (l'interpolant de A et B) tel que A j= C et C j= B et tel que l'ensembledes symboles propositionnels de C soit SExer
i
e: : Une 
lause de Horn est une disjon
tion de lit�eraux dont unseul est positif. Une valuation v est g�en�erique pour un ensemble de formules� si v(p) = 1 ssi v0(p) = 1 pour tout autre valuation v0 qui valide �. On ditqu'un ensemble de formules � admet une valuation g�en�erique ssi pour toutsymbole propositionnel p, il existe une valuation g�en�erique pour � [ fpg.Montrer que � admet une valuation g�en�erique ssi � est un ensemble de
lauses de Horn. 12



1.3 Manipulations alg�ebriques de formules1.3.1 Lemme de KoeningNous dtaillons le lemme de K�onig qui sera utilis plusieurs fois dans la suite.De�nition 7 Un arbre est bran
hement �ni si 
haque noeud a un nombre�ni de �ls.Lemme 1 Un arbre bran
hement �ni dont les bran
hes sont �nies est �ni.Preuve Supposons que T soit un arbre bran
hement �ni dont les bran
hessont �nies. Si T est in�ni on peut 
onstruire par r
urrene
e une suite in�nie(ni)i de noeuds de la manire suivante: n0 est la ra
ine. Supposons parhypothse de r
urren
e que le sous-arbre de ra
ine ni est in�ni. Alors parmiles �ls f1; f2; : : : ; fki de ni l'un d'eux (au moins) est ra
ine d'un sous-arbrein�ni. Prenons pour ni+1 l'un de 
es �ls. La suite (ni)i de�nit une bran
hein�nie, 
e qui est 
ontradi
toire ave
 l'hypothse.Fond sur 
e lemme, voi
i un argument simple pour montrer la terminaisonde 
ertains pro
essus ou programmes. Nous prsentons 
et argument sousforme de jeu.On a un ensemble �ni de balles numrotes par des entiers positifs. Plusieursballes peuvent porter le mme numro. Chaque joueur rempla
e tour de rleune balle par un nombre quel
onque de balles de numros stri
tement infrieurspuises dans une rserve in�nie. Il s'agit de montrer que 
e jeu termine.Preuve Chaque balle initiale est 
onsidre 
omme la ra
ine d'un arbre. Ses�ls sont les balles qui la rempla
ent la suite d'un 
oup. Les arbres obtenusainsi sont bran
hement �ni et bran
hes �nies 
ar les numros d
roissentstri
tement le long de 
haque bran
he. Par le lemme de K�onig 
es arbressont �nis, don
 le jeu s'arrte.1.3.2 Equivalen
e de formulesOn introduit une relation entre formules qui joue un role similaire �a l'egalit�e,
e qui justi�era 
ertaines transformations alg�ebriques sur les formules.De�nition 8 On d�e�nit ' �  ssi ' ,  est une tautologie.13



Proposition 2 � est une relation d'equivalen
e sur FORM.La preuve est laiss�ee au le
teur.Cette relation d'equivalen
e est similaire �a une �egalit�e, en parti
ulier si onnote F (p  ') la formule obtenue en rempla
ant dans la formule F toutesles o

urren
es de p par ', on a le th�eor�eme de rempla
ement:Proposition 3 ' �  alors F (p ') � F (p  ).Preuve par indu
tion stru
turelle sur FD'autres propri�et�es alg�ebriques sont utiles, 
omme l' asso
iativit�e et 
om-mutativit�e de ^ et _, ainsi que la dualit�e de 
es 2 
onne
teurs par n�egation(lois de Morgan).1.3.3 Formes parti
uli�eres de formulesLes m�ethodes de preuve automatique demandent �a travailler sur des formulesparti
uli�eres a�n d'être eÆ
a
es. Pour 
ommen
er, on d�e�nit la forme nor-male n�egative: ' est en forme normale n�egative (f.n.n en abr�eg�e) ssi toutesles n�egations sont devant des atomes.Proposition 4 Pour toute formule ' il existe une  en f.n.n. telle que' �  .Preuve Par indu
tion stru
turelle sur '.Exemple 1 :(p ^ :q) _ :r � :p _ q _ :rLa forme la plus utilis�ee en d�emonstration automatique est la forme nor-male 
onjon
tive, en abr�eg�e f.n.
., (ou 
lausale) ave
 sa duale la forme nor-male disjon
tive, en abr�eg�e f.n.d.De�nition 9 (forme 
lausale)� un lit�eral est un atome ou bien sa n�egation.� une 
lause est une disjon
tion de lit�eraux.� une formule est en f.n.
 si elle est une 
onjon
tion de 
lauses.14



� une formule est en f.n.d si elle est une disjon
tion de 
onjon
tions deliteraux.(une 
onjon
tion ou disjon
tion peut-être r�eduite �a un �el�ement).Th�eor�eme 3 Pour toute ' 2 FORM il existe  en f.n.
 (resp  0 en f.n.d.)tq ' �  (resp ' �  0).R�egles de transformation pour la mise en f.n.
.Etape 1: ' ,  ! (')  ) ^ ( ) ')')  ! :' _  Etape 2: ::' ! ':(' _  ) ! :' ^ : :(' ^  ) ! :' _ : Etape 2: ' _ ( 1 ^  2) ! (' _  1) ^ (' _  2)( 1 ^  2) _ ' ! ( 1 _ ') ^ ( 2 _ ')Proposition 5 L'algorithme 
al
ule une forme 
lausale et termine.Preuve Corre
tion: La formule r�esultat ne 
ontient ni , ni ) et unesous-formule  1_ 2 du r�esultat est telle que  i ne 
ontient pas de 
on-jon
tion sinon on applique la distributivit�e, et une n�egation s'appliquefor
�ement �a une variable propositionnelle.Terminaison: la terminaison est fa
ile �a prouver si on �xe une strat�egie,sinon on utilise le lemme de K�onig (ou un ordre de terminaison 
ommele rpo).Exemple: 
al
ul d'une f.n.
. de (p ^ :q) _ (q ^ :r) _ r).(p ^ :q) _ (q ^ :r) _ r(p _ (q ^ :r) _ r) ^ (:q _ (q ^ :r) _ r)(p _ q _ r) ^ (p _ :r _ r) ^ (:q _ q _ :r) ^ (:q _ q _ r)Remarque: Une f.n.
. (resp. f.n.d.) n'est pas for
�ement unique même �al'asso
iativit�e 
ommutativit�e de ^ et _ pr�es (voir exer
i
e).15



Exer
i
e: : On donne la table de v�erit�e d'une formule: retrouver la (une)formule en fnd (resp fn
) 
orrespondante. Traiter le 
as:p 1 1 1 1 0 0 0 0q 1 1 0 0 1 1 0 0r 1 0 1 0 1 0 1 0f(p; q; r) 1 1 0 0 0 0 0 1Exer
i
e: : Montrer que la fnd (resp. fn
) n'est pas unique même �al'asso
iativit�e-
ommutativit�e de ^ et _ pr�es. (on peut 
onsid�erer la formule(p^q^r)_(:p^:q^:r)). Cal
uler la forme 
lausale de (p1^q1)_: : : (pn^qn).Si on appelle taille d'une formule le nombre de symboles propositionnelsde son �e
riture, que peut-on dire de la mise en forme 
lausale? E
rire unalgorithme de transformation de la fn
 en fnd.1.4 Le th�eor�eme de 
ompa
it�eLe th�eor�eme de 
ompa
it�e permet de relier satis�abilit�e pour un ensemblein�ni et satis�abilit�e pour des ensembles �nis. Il peut s'interpr�eter de mani�eretopologique d'o�u son nom.Th�eor�eme 4 Soit � un ensemble in�ni de formules, alors � est satis�ablessi tout sous-ensemble �ni de � est satis�able.Preuve La 
ondition n�e
essaire est �evidente.Pour la 
ondition suÆsante, on 
onsid�ere l'arbre des valuations sur l'ensembledes variables propositionnelles.���� �� �� ��................................................ ................................................ ................................................
��................................................ 0x1x2 0 10 1 1Chaque noeud n 
orrespond �a la restri
tion d'une assignation ~n �a un sous-ensemble initial de variable propositionnelles fp1; : : : ; png. On dit que n estun noeud d'�e
he
 s'il existe une formule � de � dont les variables proposition-nelles sont dans fp1; : : : ; pmg telle que m � n et ~n(�) = 0. Supposons quetout sous-ensemble �ni de � est satis�able. Alors toute bran
he de l'arbre fal-si�e � et don
 
ontient un noeud d'e
he
. Consid�erons le sous-arbre obtenu16



en 
oupant tout 
e qui est sous un noeud d'�e
he
. Ce sous-arbre n'a que desbran
hes �nies, don
 d'apr�es le lemme de K�onig, est �ni. Cha
une de sesbran
hes est termin�ee par un noeud d'�e
he
 pour une formule �i. Commeil n'y a qu'un nombre �ni de bran
he l'ensemble �0 des formules �i est unsous-ensemble �ni de � qui est insatis�able, d'o�u la 
ontradi
tion.1.5 Syst�eme d�edu
tif: m�ethode des tableauxs�emantiquesEn logique, on 
her
he �a d�emontrer des th�eor�emes (les tautologies). On peutle faire soit dire
tement �a partir de la s�emantique 
e qui est 
oûteux et mêmeimpossible d�es que la logique est suÆsament ri
he, soit on utilise un moyenm�e
anique qui ne travaille que sur la syntaxe (l'�e
riture) des formules. Cemoyen est un syst�eme d�edu
tif (ou formel) qui permet don
 de m�e
aniser leraisonnement. Un syst�eme d�edu
tif est form�e d'un langage, d'un ensemble(peut-etre vide) de s
h�ema d'axiomes et de r�egles d'inf�eren
e. Le syst�emed�edu
tif dit \ m�ethode des tableaux s�emantiques" est form�e:� du langage des formules du CP0� ne 
ontient pas de s
h�ema d'axiomes� des r�egles d'inferen
es:
1;:'0; ' 1; ' ^  1; 'j1;  1; ' _  = n1; ' 1;  1; ')  = n0; ' 1;  1; ' ,  = n1; ' 0; 'j j1;  0;  0;:'1; ' 0; ' ^  = n0; ' 0;  0; ' _  0; 'j0;  0; ')  1; 'j0;  0; ' ,  = n1; ' 0; 'j j0;  1;  17



Remarque: une autre r�egle possible pour l'impli
ation est 1; ')  = n0; ' 1; 'j1;  Les prin
ipes de base de la m�ethode des tableaux s�emantiques sont:
1. La m�ethode pro
�ede par l'absurde (m�ethode r�efutationnelle):on montreque donner la valuation 0 au th�eor�eme 
onduit �a une impossibilit�e danstous les 
as.
2. on 
onstruit un arbre (�ni) �etiquet�e par des formules, appel�e tableaus�emantique, de la fa
on suivante:

� on initialise la 
onstru
tion en mettant 0; ' �a la ra
ine si ' est leth�eor�eme �a prouver.� on 
hoisit une bran
he B de l'arbre et un noeud x;  o dans B eton fait pousser la bran
he B en utilisant les r�egles d'inf�eren
e.� une bran
he qui 
ontient un noeud 0; 
 et un noeud 1; 
 ne seraplus d�evelopp�ee 
ar elle 
ontient une 
ontradi
tion (
e qu'on sym-bolise ave
 �). 18



Exemple de 
onstru
tion d'un tableau:
0; (:((p _ q) ^ (:p ^ :q)))j1; (p _ q) ^ (:p ^ :q)j1; p _ qj1;:p ^ :qj1;:pj1;:qj0; pj0; q= n1; p 1; q� �De�nition 10 Les 
on
epts essentiels sur les tableaux sont les suivants.� un noeud N d'une bran
he B est r�eduit si B 
ontient une bran
he dutableau atomique de ra
ine N .� Une bran
he est 
ontradi
toire ou ferm�ee si elle 
ontient les noeuds 0; �et 1; � pour un � quel
onque.� Une bran
he est termin�ee si elle est 
ontradi
toire ou si tous ses noeudssont r�eduits.� Un tableau est termin�e si toutes ses bran
hes le sont. Un tableau est
ontradi
toire si toutes ses bran
hes le sontOn peut alors d�e�nir la notion de preuve et la relation de d�edu
tion `.De�nition 11 Une preuve (par la m�ethode des tableaux) de ' est un tableau
ontradi
toire de ra
ine 0; '. On note ` ' s'il existe une preuve de '.Exemple: prouver (:q ^ (p _ q)) p)19



0; (:q ^ (p _ q)) p)j1;:q ^ (p _ q)j0; pj1;:qj1; p _ q/ n1; p 1; q� j0; q�Exer
i
e: : Un ensemble d'axiomes d'un syst�eme formel est dit ind�ependantssi au
un des axiomes ne peut être d�eduit �a partir des autres en utilisant lesr�egles d'inf�eren
e de S. Donner un ensemble d'axiomes non ind�ependantspour le 
al
ul propositionnel.Exer
i
e: : Utiliser la m�ethode des tableaux s�emantiques pour v�eri�erou in�rmer les aÆrmations:� ` ((s) r) ^ p ^ q)) (:r ^ :s ^ p)� ` (((p) r ^ t) ^ (t _ s))) (:q))) (:(p ^ q))� ` ((p) (:q _ r)) ^ (q ) (p ^ :r)))) (r ) q)1.6 Corre
tion et 
ompl�etudeD�es qu'on introduit un syst�eme d�edu
tif, on se pose deux questions:Est-il 
orre
t, 
.a.d est-
e que le m�e
anisme de d�edu
tion ne 
ontredit pasla s�emantique 
hoisie?Est-il 
omplet, 
.a.d est-il suÆsamment ri
he pour prendre en 
ompte tout
e qui est d�e
rit par la s�emantique?20



Tout syst�eme doit etre 
orre
t, par 
ontre 
ertains syst�emes sont in
omplets(mais restent ad�equats pour l'usage qui en est fait, par exemple la logiqueintuitioniste)1.6.1 Preuve de 
orre
tionDans un premier temps nous montrons la 
orre
tion de la m�ethode destableaux s�emantiques, 
.a.d ` ' entraine j= '. Le raisonnement est par
ontrapos�ee, 
.a.d on montre que si 6j= ' alors 6` '.De�nition 12 Pour tout ' il existe des tableaux termin�es de ra
ine 0; ' et1; '.Preuve Par indu
tion stru
turelle sur �.Avant de prouver le r�esultat de 
orre
tion, nous montrons le lemme suiv-ant.Lemme 2 Soit T un tableau de ra
ine i; ' ave
 i = 0 ou i = 1. S'il existeune valuation v telle que v(') = i alors il existe une bran
he de T telle quepour tout j;  sur 
ette bran
he, v( ) = j.Th�eor�eme 5 ` ' alors j= '.Preuve Par 
ontraposition. Supposons que 6j= ', alors il existe un valua-tion v telle que v(') = 0. S'il existait un tableau 
ontradi
toire de ra
ine0; ' la valuation v serait mod�ele d'une bran
he de 
e tableau et don
 onaurait v(�) = 0 et v(�) = 1 pour une formule � de 
ette bran
he, 
e qui estimpossible.1.6.2 Le th�eor�eme de 
ompl�etudeLe th�eor�eme de 
ompl�etude montre que la m�ethode des tableaux permet deprouver toutes les tautologies. Nous donnons d'abord un lemme.Proposition 6 Soit B une bran
he non 
ontradi
toire d'un tableau termin�eT , alors toute valuation v obtenue en posant v(p) = i si i; p est sur B ave
i = 0; 1, p une variable propositionnelle,v�eri�e v(i; �) = i pour tout noeudi; � de B. 21



Preuve Par indu
tion stru
turelle sur �.Nous en d�eduisons le th�eor�eme de 
ompl�etude:Th�eor�eme 6 Si j= ' alors ` '.Preuve Par 
ontrapos�ee. Supposons not ` '. Alors soit B une bran
henon-
ontradi
toire d'un tableau termin�e T de ra
ine 0; '. Par appli
ation dulemme nou savons une valuation telle que v(') = 0 et don
 ' n'est pas unetautologie 
.a.d. 6j= '.On peut poser la question du 
oût de la m�ethode des tableaux: si n estle nombre de symboles propositionnels du th�eor�eme �a prouver, on d�e�nitla 
omplexit�e d'une preuve par le nombre de symboles apparaissant dans lapreuve. Il est alors fa
ile de 
onstruire une formule dont toute preuve par lam�ethode des tableaux a un 
oût exponentiel en n (exer
i
e).1.6.3 Traitement de la 
ons�equen
e logiqueLes tautologies ne sont pas des formules tr�es int�eressantes en soi (p _ :ppar exemple). Par 
ontre, il est plus utile de savoir 
e qu'on peut d�eduired'un ensemble d'hypoth�eses, 
.a.d si une formule ' est 
ons�equen
e logiqued'un ensemble de formules � �eventuellement in�ni. D'apr�es le th�eor�eme de
ompa
it�e on a: � j= ' ssi il existe �0 � � tel que �0 est �ni et �0 j= '.Il suÆt de modi�er la m�ethode des tableaux en rajoutant une r�egle de�-introdu
tion qui autorise �a rajouter 1; 
 �a une bran
he si 
 2 �. On �e
rit� ` ' ssi il existe un arbre ferm�e pour :' (ave
 utilisation de la r�egle de�-introdu
tion). On a alors:Th�eor�eme 7 � ` ' ssi � j= 'Exer
i
e: : Montrer que f'1; : : : ; 'ng `  ssi j= ('1 ^ : : : ^ 'n))  .Exer
i
e: : Peut-on montrer �a l'aide de la m�ethode des tableaux (si nonjusti�er, si oui donner une preuve e�e
tive 
.a.d un tableau ferm�e):� f:p) q; r) :pg j= :p) (:r) q)� f(s) r) ^ p; qg j= :r ^ :s ^ p� fp) (:q _ r); q ) (p ^ :r)g j= r) q22



1.7 Autres syst�emes d�edu
tifs1.7.1 La R�esolutionA la di��eren
e de la m�ethode des tableaux s�emantiques, la r�esolution imposeque les formules trait�ees soient en forme 
lausale 2 (don
 un pr�etraitementest n�e
essaire avant de 
ommen
er les d�edu
tions). La m�ethode est aussir�efutationnelle (on d�ebute ave
 la n�egation du th�eor�eme), et la r�egle der�esolution 3 est:L _ C, :L _ C 0C _ C 0Une preuve par r�esolution 
onsiste �a 
onstruire un ensemble de 
lauses�a partir des 
lauses initiales (une formule en f.n.
. donne l'ensemble deses 
onjoints) et �a y rajouter les 
lauses qu'on peut engendrer par la r�egled'inf�eren
e jusqu'�a obtenir un ensemble qui 
ontient la 
lause vide (not�ee 2).Exemple: prouver (:q ^ (p_ q)) p). On 
ommen
e par 
al
uler la f.n.
.de la n�egation du th�eor�eme :q ^ (p_ q)^:p qui 
orrespond �a l'ensemble de
lauses E = f:q; p _ q;:pg et on e�e
tue les r�esolutions:p _ q :qp :p2Dans la preuve 
i-dessus, les pr�emisses d'une r�egle d'inf�eren
e sont des
lauses de l'ensemble d�eja 
onstruit, et la 
on
lusion est une nouvelle 
lausequ'on peut don
 utiliser 
omme pr�emisse pour les inf�eren
es suivantes. Lar�esolution sera �etudi�ee en d�etail par la suite.Exer
i
e: : Formaliser le prin
ipe des tiroirs et 
haussettes (si on a n > 0tiroirs et n + 1 paires de 
haussettes rang�ees dans les tiroirs, alors il y a aumoins un tiroir ave
 2 paires de 
haussettes.� Introduire n � (n + 1) pr�edi
ats hi;j dont la signi�
ation est \la iemepaire est dans le jeme tiroir" et exprimer le th�eor�eme �a l'aide d'uneformule Tn qui utilise 
es pr�edi
ats. Prouver informellement que laformule est une tautologie.2il est possible de donner des r�egles pour des formules g�en�erales, qui 
orrespondent enfait �a une mise en f.n.
3pour avoir un syst�eme d�edu
tif 
omplet, il faut aussi avoir la r�egle de fa
torisation,voir 
ours de logique II 23



� Prouver par r�esolution la formule dans le 
as n = 2. (on peut montrerque la taille d'une preuve de Tn par r�esolution 
roit exponentiellementave
 n)1.7.2 Le syst�eme de HilbertLe syt�eme de Hilbert est un syst�eme adapt�e �a la mod�elisation du raison-nement math�ematique, qu'on pr�esente i
i dans un 
adre restreint �a 1 
on-ne
teur logique ) et un seul symbole propositionnel sp�e
ial ? signi�ant\faux". Le syst�eme de Hilbert d�e�ni sur un langage 
onstruit ave
 ) et ?et des atomes, 
omporte des (s
h�emas d') axiomes et une r�egle d'inf�eren
equi sont:L = formules 
onstruites ave
 ) et un ensemble de symboles propositionnel
ontenant ?R est 
ompos�e d'une seule r�egle le modus ponens:(MP ) A A) BBA l'ensemble des axiomes est :A) (B ) A)(A) (B ) C))) ((A) B)) (A) C))((A) ?)) ?)) A (tiers ex
lu 
ar �equivalent �a A _ :A)Remarque: si on �elimine l'axiome du tiers ex
lu on obtient la logiqueappel�ee logique minimale.Une d�edu
tion de ' �a partir de � est une suite '0; '1; : : : ; 'n telle que:� 'n = B� 'i est soit un axiome, soit un �el�ement de �, soit 'i est la 
on
lusiond'une r�egle d'inf�eren
e dont les pr�emisses sont des 'j ave
 j < iet on note � `H '.Montrons que `H A) A.(1)A) (B ) A) premier axiome(2) A) ((B ) A)) A) premier axiome instan
i�e par B  B ) A24



(3)(A ) ((B ) A) ) A)) ) ((A ) (B ) A)) ) (A ) A)) deuxiemeaxiome ave
 B  (B ) A) et C  A(4) (A) (B ) A))) (A) A) modus ponens entre (2) et (3)(5) A) A par modus ponens entre (4) et (1)Exer
i
e: : d�emontrer ` ((A ) ?) ) ?) ) A puis `H (A ) B) )((B ) C)) (A) C))Un th�eor�eme tr�es utile dans 
e syst�eme formel est:Th�eor�eme 8 (th�eor�eme de la d�edu
tion) � `H (A) B) ssi � [ fAg `H BPreuve Par indu
tion sur la longueur de la d�erivation (exer
i
e)Ce th�eor�eme fa
ilite �enorm�ement les preuves dans le syst�eme de Hilbert,par exemple la preuve de `H A) A est imm�ediate.Exer
i
e: : d�emontrer les deux formules de l'exer
i
e pr�e
�edent en util-isant le th�eor�eme de la d�edu
tion. D�emontrer fp) q; (:p)) qg `H q.Il existe d'autre syst�emes de preuve 
lassiques 
omme la d�edu
tion na-turelle (plus pro
he du syst�eme �a la Hilbert 
ar 
ontenant le modus ponensmais qui 
ontient aussi des r�egles stru
turelles sur la forme des formules
omme la m�ethode des tableaux) ou le 
al
ul des s�equents.
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Chapter 2Cal
ul des Pr�edi
ats dupremier ordreLe 
al
ul propositionnel a une expressivit�e limit�ee. En parti
ulier on ne peutpas parler d'individus, ni de fon
tions appli
ables �a des individus. Le 
al
uldes pr�edi
ats du premier ordre �etend le 
al
ul propositionnel en ajoutant 
ettenotion de variable d'individus, de fon
tion et de relations (ou pr�edi
ats) sur
es individus ainsi que les 
onne
teurs 8 et 9 qui permettent de quanti�ersur l'ensemble des individus.2.1 Le langage du 
al
ul des pr�edi
ats2.1.1 SyntaxePour 
ommen
er nous donnons les �el�ements syntaxiques de base du langage.De�nition 13 Un langage L du CP1 est form�e de:� 
onne
teurs logiques ^;_;); , ;:,� quanti�
ateurs 9; 8,� un ensemble d�enombrable de variables V ,� un ensemble de symboles de relation R,� un ensemble de symboles de fon
tion F ,27



� des symboles de pon
tuation \(\,")"," \Chaque symbole de relation ou de fon
tion a une arit�e �xe.2.1.2 Termes et substitutionsL'ensemble des termes sur F et X, not�e T (V; F ) est le plus petit ensembletel que:� si x 2 V alors x 2 T (V; F ),� si f 2 F et f d'arit�e n, t1; : : : ; tn sont dans T (V; F ) alors f(t1; : : : ; tn) 2T (V; F ).Les symboles de fon
tion d'arit�e 0 sont les 
onstantes.L'ensemble not�e V ar(t) est l'ensembles des variables du terme t. Unterme t est 
los ou ferm�e s'il est sans variable, 
.a.d V ar(t) = ;.De�nition 14 Une substitution � est un morphisme de TF (X), 
.a.d. uneappli
ation de TF (X) dans lui-même telle que f(t1; : : : ; tn)� = f(t1�; : : : ; tn�)(l'appli
ation de � au terme t se note t�).Pour d�eterminer 
ompl�etement une substitution il suÆt de 
onnaitre lesvaleurs x� pour les variables x telles que x� 6= x.De�nition 15 Le domaine d'une substitution Dom(�) est l'ensemble desvariables telles que x� 6= x.Le domaine d'une substitution peut être in�ni, mais dans la suite seulesinterviennent des substitutions �a domaine �ni, et on d�e
rira une substitution� par fx1  t1; : : : ; xn  tn : : : g ave
 Dom(�) = fx1; : : : ; xn; : : : g et xi� =ti pour xi 2 Dom(�).Exemple d'appli
ation de substitution: soit t = f(x; y) et � = fx  s(z)g, � = fx y; y s(z)g alors t� = f(s(z); y), t� = f(y; s(z)).Une op�eration utile dans les pro
�edures de d�edu
tion automatiques estl'uni�
ation: une substitution � uni�e s et t ssi s� = t�. Un uni�
ateur de set t � est plus g�en�eral qu'un uni�
ateur � de s et t ssi � est la 
omposition de� et d'une autre substitution. On peut montrer que deux termes du premierordre soit n'ont au
un uni�
ateur, soit ont un uni�
ateur le plus g�en�eral(p.g.u.) qui est unique �a renommage pr�es. Le 
al
ul d'un p:g:u: peut se faireen temps lin�eaire en la taille des termes.28



2.1.3 FormulesL'objet essentiel du CP1 est la formule.De�nition 16 Un atome est une formule de la forme p(t1; : : : ; tm) ave
t1; : : : ; tm des termes, p un symbole de pr�edi
at d'arite m. L'ensemble desformules bien form�ees est le plus petit ensemble FORM tel que:� tout atome est dans FORM,� si ' est dans FORM alors: (:'); (8x : ')1; (9x : ') 2 sont dans FORM.� si ' et  sont dans FORM alors ('^ ), ('_ ), (')  ), (' ,  )sont dans FORM.Par exemple, plus-grand(x; s(y)) est une formule bien form�ee mais pasplus-grand(plus-grand(x; y); z).Un lit�eral est un atome ou la n�egation d'un atome. Une variable peut êtreli�ee par un quanti�
ateur ou non, et son role di��ere selon le 
as. De�nissonsles variables libres:De�nition 17 Si ' est une formule, alors on de�nit FV (') l'ensemble desvariables libres de ' par:� si ' est un atome, FV (') est l'ensemble des variables de '� FV (8x : ') = FV (9x : ') = FV (')� fxg� FV (:') = FV (')� FV ('
  ) = F (') [ FV ( ) o�u 
 est ^ ou _ ou ) ou , .Les o

urren
es de x dans (9x : ') (respe
tivement (8x : ')) sont li�eeset x est appel�ee une variable li�ee. Dans une formule, une variable peut être�a la fois li�ee et libre, 
omme dans p(x) ^ 8x : p(x) On dit qu'une formuleest 
lose (ou ferm�ee) si elle ne 
ontient pas de variables libres. Par exemple(8x : (p(x) ^ (9y; q(s(y))))) est 
lose mais ((8x : 9y : p(x; y)) ^ q(y)) ne l'estpas.1on dira que x est li�ee par 82idem pour x et 9 29



On 
hoisit de n' appliquer une substitution � �a une formule ' que si elleest libre pour ' 3, notion d�e�nie 
omme suit: � est libre pour un lit�eral, pour:' si elle est libre pour ', pour '
  si elle est libre pour ' et  et pour8x : ' (resp. 9x : ') si y� ne 
ontient pas x pour toute variable libre y de 'et �x la substitution �egale �a � pour toute variable y 6= x et telle que x�x = xest libre pour '. On d�e�nit alors '� par:� ' = p(t1; : : : ; tn) alors '� = p(t1�; : : : ; tn�)� ' = '1
 '2 alors '� = '1�
 '2�� ' = (8x :  ) alors '� = 8x :  �x� ' = (9x :  ) alors '� = 9x :  �xExemple: si � = fx  s(y)g et ' = (8z : (8x : p(x)) ^ q(x; z)) alors'� = (8z : (8x : p(x))^q(s(y); z)). Les restri
tions sur les variables n'en sontpas r�eellement 
ar il est toujours possible d'obtenir une expression �equivalente�a ' par renommage des variables quanti��ees. Pour une substitution fx tgon pourra noter '� par 'x t.2.2 S�emantiqueDonner un sens 1 (pour vrai) ou 0 (pour faux) aux formules demande plusd'e�ort que pour le 
al
ul propositionnel 
ar il faut donner un sens auxvariables d'individus, aux fon
tions et aux relations.De�nition 18 Soit L un langage sur V;R; F , alors une L-stru
ture estune paire < D; I > ave
 D un ensemble non vide, le domaine, I une in-terpr�etation qui asso
ie� �a une 
onstante 
 de F , un �element 
I de D,� �a un symbole de fon
tion f d'arit�e n, une fon
tion f I de Dn ! D,� �a un symbole de relation r d'arit�e n, une relation rI d'arit�e n sur Dn.Une fois �x�ee l'interpr�etation des symboles de fon
tion et de relation, ilne reste plus qu'�a donner des valeurs aux variables.3on peut d�e�nir '� pour � quel
onque 30



De�nition 19 Une assignation A est une appli
ation A : V ! D qu'on�etend aux termes par morphisme, 
.a.d en posant A(
) = 
I� A(
) = 
I pour une 
onstante 
,� A(f(t1; : : : ; tn) = f I(A(t1; : : : ; A(tn)) pour un terme fon
tionnel.Exemple 2 F = f0; s;+g R = f=g, une stru
ture possible est < N; I >ave
 0I = 0 (le z�ero usuel), sI la fon
tion su

esseur qui �a un entier asso
iel'entier plus un, +I l'addition usuelle. de même =I l'interpr�etation de = seral'�egalit�e entre entiers.Une assignation B est une x-variante de A ssi elle est identique �a A surtoute variable y di��erente de x.De�nition 20 Etant donn�ees < D; I > une stru
ture et une assignation A,on peut donner �a une formule ' une valeur de v�erit�e 'I;A qui vaut 0 ou 1
omme suit.� p(t1; : : : ; tn)I;A = 1 ssi (tI;A; : : : ; tI;An ) 2 pI� (:')I;A = 1 ssi (')I;A = 0� ('f^;_;); , g )I;A = 'I;Af^;_;); , g I;A,� (9x ')I;A = 1 ssi il existe une x-variante B de A s.t. 'I;B = 1� (8x ')I;A = 1 ssi pour toutes x-variantes Bde A s.t. 'I;B = 1Une remarque importante est que si ' est une formule 
lose alors pourtoutes assignations A;B, on a 'I;A = 'I;B qu'on notera alors 'I . Les notionsutilis�ees sur les formules sont les suivantes:� la formule ' est satis�able dans < D; I > ssi il existe A telle que'I;A = 1. On dit alors que < D; I > est un mod�ele de '.� la formule ' est vraie dans < D; I > ssi 'I;A = 1 pour toute assignationA.� la formule ' est valide si elle est vraie dans toute stru
ture (sur sonlangage) 
e qu'on note par j= '.31



� une formule 
lose ' est 
ons�equen
e logique d'un ensemble de formules
loses � ssi ' est vraie dans toute stru
ture ou toutes les formules de� sont vraies.La notion de mod�ele est tr�es g�en�erale 
ar le 
hoix des interpr�etations estillimit�e. On peut prendre n'importe quel ensemble 
omme domaine 
e quirend toute appro
he s�emantique tr�es diÆ
ile. Par exemple le programmelogique �e
rit �a la Prolog:aime-bien(enfant(x); x)( humain(x) ^ sage(enfant(x))sage(enfant(enfant(Paul))):humain(enfant(enfant(Paul))):(tout est impli
itement universellement quanti��e) a un mod�ele dont le do-maine est R, o�u Paul s'interprete par la 
onstante 2, enfant par la fon
tionx ! x3 et les pr�edi
ats aime-bien(x; y) par x � y, sage(x) par x � 1 ethumain(x) par x 2 R.Heureusement 
ertains mod�eles ont des propri�et�es tr�es remarquables etsimpli�ent l'appro
he s�emantique: 
e sont les mod�eles de termes ou de Her-brand.De�nition 21 Un mod�ele est un mod�ele de Herbrand ssi� le domaine est l'ensemble des termes 
los,� 
haque fon
tion f d'arit�e n s'interpr�ete par \elle-même", 
.a.d. f I estla fon
tion f I : t1; : : : ; tn ! f(t1; : : : ; tn).Par exemple, un mod�ele de Herbrand de 8x : (pair(x)) pair(s(s(x))))^p(0) (le le
teur a re
onnu un programme PROLOG) est (si F = f0; sg)d�etermin�e par la relation I(pair)(y) est vrai ssi y est soit 0 soit de la formes2n(0), qu'on abr�ege souvent en le mod�ele est fpair(0); pair(s(s(0))); : : : ; pair(s2n(0)); : : : g
ar D et l'interpr�etation des symboles de fon
tion est 
onnue. Cela dit uneformule peut ne pas avoir de mod�ele de Herbrand (tout au moins sur le lan-gage initial), par exemple rajouter l'axiome 9y : 0 < y < s(0) aux axiomesde Peano donn�es dans le paragraphe suivant.Exer
i
e: : Un mod�ele �ni est un mod�ele dont le domaine est �ni. Don-ner une formule satis�able qui n'a pas de mod�ele �ni. Donner une formulequi est satis�able par tout mod�ele �ni. Peut-on trouver une formule qui32



admette des mod�eles de n'importe quelle 
ardinalit�e �nie et qui n'est passatis�able par un mod�ele in�ni. Donner une formule satis�able par touteinterpr�etation de domaine de 
ardinalit�e 1 qui peut être falsi��ee dans toutdomaine de 
ardinalit�e sup�erieure ou �egale �a 2.Exer
i
e: : Donner un mod�ele de la formule 8x : 8y (P (f(x; y); a) )P (x; y)) puis en donner une interpretation qui la falsi�e. Même question ave
8x : 9y : P (x; y)) 8x P (x; f(x))Exer
i
e: : Donner un mod�ele de la formule: 8x : 9y : P (x; f(f(x; y); y)).Donner un mod�ele de Herbrand de la formule: P (s(0)) ^ 8x : (P (x) )P (s(x))) Donner un mod�ele de la formule pr�e
�edente dans lequel 8x : P (s(x))est faux.2.3 Th�eor�emes 
ara
t�eristiquesLes deux th�eor�emes suivants, que nous donnons sans d�emonstration sont
ara
t�eristiques de la logique du premier ordre.Th�eor�eme 9 (Lowenheim-Skolem)Si un ensemble d�enombrable de formules 
loses est satis�able, alors 
et en-semble admet un mod�ele d�enombrable.Une appli
ation est la suivante: le 
orps des nombres r�eels R n'est pasaxiomatisable au premier ordre 
.a.d. qu'il n'existe pas d'ensemble d'axiomesdu premier ordre dont le seul mod�ele est le 
orps des r�e�els. En e�et s'il existeun tel ensemble d'axiome, 
et ensemble a un mod�ele d�enombrable qui n'estdon
 pas R, 
elui-
i n'�etant pas d�enombrable.Th�eor�eme 10 (
ompa
it�e)Un ensemble de formules 
loses est satis�able ssi tous ses sous-ensembles�nis sont satis�ables.Une appli
ation est de montrer que tout ensemble d'axiome qui admet desmod�eles �nis de 
ardinalit�e quel
onque admet un mod�ele in�ni (exer
i
e).Une autre appli
ation est l'existen
e de mod�eles non-standards pour l'arithm�etiquede P�eano. L'arithm�etique de P�eano est d�e�nie �a partir du langage:33



� les symboles de fon
tion 0 d'arit�e 0, s d'arit�e 1 (la fon
tion su

esseur),+; � d'arit�e 2 (l'addition et la multipli
ation)� le symbole de pr�edi
at = (l'�egalit�e),� les axiomes 8x(s(x) 6= 0), 8xy(s(x) = s(y) ) x = y), 8x(x + 0 = x),8xy(s(x) + y = s(x + y), 8x(x � 0 = 0), 8xy(x � s(y) = x � y + x),'(0) ^ 8x('(x) ) '(s(x))) ) 8x'(x). Ce dernier axiome appell�es
h�ema d'indu
tion est un s
h�ema d'axiome qui repr�esente tous lesaxiomes obtenus en rempla�
ant ' par n'importe quelle formule ayantune variable libre. Peano d�esigne l'ensemble de 
es axiomes.L'arithm�etique usuelle est mod�ele de 
es axiomes et interpr�ete s(: : : s| {z }n (0)par l'entier n, 
'est le mod�ele standard. On peut se demander si 
'est leseul, le th�eor�eme de 
ompa
it�e permet de r�epondre non. Soit a un nouveausymbole de 
onstante, posons An 
omme �etant la formule 0 < a ^ s(0) <a ^ : : : ^ sn(0) < a o�u x < y un synomyme de 9z (y = x + z) ^ :(z = y).Alors pour tout n il existe un mod�ele de Peano [ fAng obtenu en prenantl'interpretation standard et en interpr�etant a par n + 1. Il est fa
ile de voirque tout sous-ensemble �ni de Peano [ fA1; A2; : : :g a un mod�ele 
onstruitsur le même prin
ipe. Par 
ons�equent Peano [ fA1; A2; : : : g a un mod�elequi ne peut pas être le mod�ele standard (a doit s'interpr�eter par un objetsup�erieur �a tout entier, 
'est un entier non-standard). De plus 
e mod�ele estn�e
essairement un mod�ele de Peano qui a don
 des mod�eles non-standards.2.4 Forme normale prenexe. Skol�emisation2.4.1 Forme pr�enexeLes formules du premier ordre sont 
ompliqu�ees et on 
her
he �a en simpli�erla manipulation en utilisant des formes plus agr�eables. La mise en formepr�enexe permet de regrouper tous les quanti�
ateurs en tête de formule.Une premi�ere op�eration est de lever les ambiguit�es qui apparaissent quandune variable a des o

urren
es libres et li�ees ou bien des o

urren
es li�eespar des quanti�
ateurs distint
s dans une même formule, 
omme x dans 8y :(p(x; y) ^ 9x : (q(x) _ 8x : p(x; y))). Les deuxi�eme et troisi�eme o

urren
esde x qui sont li�ees, ne jouent pas le meme rôle que la premi�ere qui est libre.34



Dans une o

urren
e li�ee le nom de la variable n'a que peu d'importan
e,la variable est muette. On peut sans 
hanger le sens de la formule, 
hangerla variable pour une autre, �a 
ondition de ne pas faire un mauvais 
hoix.I
i, la premi�ere o

urren
e de x est libre, on n'a don
 pas le droit de latou
her. Dans la deuxi�eme partie on a 9x : (q(x) _ 8x : p(x; y)) En enlevant9x on trouve q(x) _ 8x : p(x; y). On renomme l'o

urren
e li�ee de x enz pour obtenir q(x) _ 8z : p(z; y) (un mauvais 
hoix est de renommer xen y), et on renomme maintenant x en u dans 9x : (q(x) _ 8z : p(z; y))pour obtenir 9u : (q(u) _ 8z : p(z; y)) et on obtient �nalement la formule8y : (p(x; y)^9u : (q(u)_8z : p(z; y))). On dit qu'on a e�e
tu�e un renommagede variables. Cette op�eration pr�eserve le sens des formules:Proposition 7 Pour toute formule ' il existe  telle que ' �  et toutesles variables quanti��ees ou libres sont distin
tes et deux o

urren
es li�ees dela même variable sont quanti��ees par le même quanti�
ateur.La deuxi�eme �etape est de remonter les quanti�
ateurs (les formules sontsuppos�ees renomm�ees) par les r�egles::(9x ')8x (:') :(8x ')9x :' (8x ') ^  8x (' ^  ) ' ^ (8x  )8x (' ^  )(8x ') _  8x (' _  ) ' _ (8x  )8x (' _  ) ') (8x  )8x (')  ) ') (9x  )9x (')  )(8x '))  9x (')  ) (9x '))  8x (')  ) ' ,  (')  ) ^ ( ) ')et le r�esultat:Proposition 8 Toute formule ' est �equivalente �a une formule en formepr�enexe (
.a.d. de la forme Q1 x1 : : : Qn xn  o�u  est sans quanti�
ateuret les xi distin
ts, et qu'on peut 
al
uler apr�es renommage et utilisation desr�egles 
i-dessus.Exemple: mise en forme pr�enexe de 9y; z (8x p(x; y)) 9y q(y; x0; z)).Etape 1: Renommage 
e qui donne 9y; z (8x p(x; y)) 9u q(u; x0; z)).Etape 2: utilisation des r�egles. 35



9y; z (8x p(x; y)) 9u q(u; x0; z))9y; z; u (8x p(x; y)) q(u; x0; z))9y; z; u; x (p(x; y)) q(u; x0; z))(on abr�ege 8x 8y ' en 8x; y ' -idem pour 9- et on a d'ailleurs 8x; y ' �8y; x ')2.4.2 Skol�emisationOn peut r�eduire le 
al
ul des pr�edi
ats au 
al
ul propositionnel en un 
ertainsens. L'id�ee est de rempla
er une formule8x8y9u9v P (x; y; u; v)par une formule 8x8y P (x; y; f(x; y); g(x; y))o�u f et g sont de nouveaux symboles: les fon
tions de skolem. On remarqueraque si la nouvelle formule est satis�able ssi la formule originale l'est.R�egle de skol�emisation:8x1 : : : xn9y'! 8x1 : : : xny'fy f(x1; : : : ; xn; X1; : : : ; Xp)where X1; : : :Xp sont les variables libres de 8x1 : : : xn9y' et o�u f est unnouveau symbole de fon
tion d'arit�e n (don
 une 
onstante si n = 0).En it�erant 
e pro
essus sur une formule en forme pr�enexe on obtient uneformule universelle apr�es un nombre �ni d'�etapes. Cette formule est uneforme de skolem de la formule initiale.Proposition 9 Soit ' une formule et 'S une de ses forme de skolem, alors' est satis�able ssi 'S est satis�able.Preuve Il suÆt de montrer que 
ela est vrai pour la r�egle de transforma-tion. Soit une formule  de la forme 8x1 : : : xn9y' et sa skolemis�ee  qui estdon
 8x1 : : : xny'fy f(x1; : : : ; xn; X1; : : : ; Xp).� l'impli
ation  S satis�able entraine  est �evidente.36



� R�e
iproquement, soit < D; I > une stru
ture et A une assignation telleque (8x1 : : : xn9y')I;A soit vraie. Construisons une fon
tion fD 
ommesuit. A 
haque dx1; : : : ; dxn; A(X1); : : : ; A(xn) tuple d'�el�ements de D,on asso
ie un element dy tel que 'fx1  dx1; : : : ; xn  dxn; A(X1); : : : ; A(Xp)gsoit vrai. Alors l'interpr�etation obtenue en prolongeant < D; I > enposant f I = fD est un mod�ele de 8x1 : : : xny'fy f(x1; : : : ; xn; X1; : : : ; Xp).Remarque 1 Il est essentiel de noter les points suivants:� une formule et sa skol�emis�ee ne sont pas �equivalentes en g�en�eral: 
on-sid�erer la formule 8x9y p(x; y) et sa skol�emis�ee 8x p(x; f(x)) et l'interpretationD = N, pI est le pr�edi
at � et f I la fon
tion x ! x + 1. Cette in-terpr�etation est un mod�ele de la formule mais falsi�e sa skol�emis�ee.� une formule peut avoir plusieurs formes pr�enexes di��erentes et plusieursformes skol�emis�ees di��erentes.� La m�ethode de skol�emisation pr�esent�ee est parti
uli�erement ineÆ
a
e.Un bon algorithme utilisera des m�ethodes de minis
oping (
f l'algorithmede Pierre Mar
hand)Exer
i
e: : Mettre sous forme pr�enexe les formules:� (9x : '(x))) 8y'(y))� :((:(8x : '(x)) _ 8x :  (x)) ^ ((9x �(x))) 8x : �(x)))� (8x : '(x)) , (9x :  (x))et les mettre en forme de Skolem.Exer
i
e: : On donne un langage dont le seul symbole de fon
tion este, et le seul symbole de pr�edi
at est = (utilis�e de fa
on in�x�ee). Skol�emiserla formule (9x : 8y : x � y = y � x ^ x � y = x) ^ (8x : 9y : x � y = e).37



2.5 M�ethodes des tableaux pour le 
al
ul despr�edi
ats2.5.1 Pr�esentationLes 
onne
teurs logiques s'interpr�etent 
omme en 
p0, mais il faut donnerdes t�emoins de v�erit�e pour les formules existentielles. Pour 
ela on �etend lelanguage ave
 un nombre d�enombrables de nouvelles 
onstantes 
1; 
2; : : : , eton appelle L
 le nouveau language. La pro
�edure de preuve ne s'applique qu'�ades formules 
loses et on supposera maintenant que toutes les formules
onsid�er�ees sont 
loses. Le prin
ipe de la m�ethode est le même que pourle 
p0. On a�e
te la valuation 0 �a la formule et on montre que 
ela 
onduit�a une impossibilit�e dans tous les 
as. Les r�egles suppl�ementaires sont:1; 8'1; 'fx tg 0; 8'0; 'fx 
gt un terme 
los de L
 
 une nouvelle 
onstante de 
1; 
2; : : :qui n'apparait pas au-dessus dans la bran
he0; 9'0; 'fx tg 1; 9'1; 'fx 
gt un terme 
los de L
 
 une nouvelle 
onstante de 
1; 
2; : : :qui n'apparait pas au-dessus dans la bran
heExemple 3 l'arbre 0; 8x p(x)) 8x p(x)j1; 8x p(x)j0; 8x p(x)j0; p(
) 
 nouveau symbolej1; p(
)est un tableau 
onstruit selon les r�egles indiqu�ees.Les notions de bran
he 
ontradi
toire et de tableau ferm�e restent les mêmeque pour le 
p0.De�nition 22 On �e
rit ` ' ssi il existe un tableau ferm�e pour 0; '.Exemple 4 Prouver ` 9x : (P (x) _Q(x))) (9x : P (x) _ 9x : Q(x)).38



0; 9x : (P (x) _Q(x))) (9x : P (x) _ 9x : Q(x)))j1; 9x : (P (x) _Q(x))j0; (9x : P (x) _ 9x : Q(x))j1; P (
) _Q(
) 
 nouveau symbole= n1; P (
) 1; Q(
)j j0; (9x : P (x)) 0; (9x : P (x))j j0; (9x : Q(x)) 0; (9x : Q(x))j j0; P (
) 0; Q(
)� �Ne pas tenir 
ompte de la n�e
essit�e d'introduire de nouvelles 
onstantesaboutit �a des preuves in
orre
tes 
omme:0; ((9x : P (x) ^ 9x : Q(x))) 9x : (P (x) ^Q(x))j1; 9x : P (x) ^ 9x : Q(x)j0; 9x : (P (x) ^Q(x))j1; 9x : P (x)j1; 9x : Q(x)j1; P (
)j1; Q(
)j0; (P (
) _Q(
))= n0; P (
) 0; Q(a)� �Alors que la proposition est �evidemment fausse (penser �a P (x) 
omme x39



a les yeux noirs et Q(x) 
omme x a les yeux bleus)2.5.2 Corre
tionA la di��eren
e du 
p0, la 
onstru
tion d'un tableau peut ne pas terminer, eton peut don
 avoir des tableaux in�nis. Pour 
ette raison nous introduisonsla notion de noeud r�eduit et de tableau termin�e. La suite t1; t2; : : : d�esigneune �enum�eration des termes 
los de L
 (
e qui est possible puisque L
 estd�enombrable).De�nition 23 Un noeud N de la bran
he B d'un tableau est r�eduit sur Bssi � soit il est du type 1; 8' (resp. 0; 9') et B 
ontient 1; 'fx t1g; 1; 'fx t2g; : : : (resp. 0; 'fx t1g; 0; 'fx t2g; : : : )� soit il n'est pas de la forme pr�e
�edente et on a appliqu�e une r�egle �a 
enoeud.Un tableau est termin�e si tous les noeuds d'une bran
he non-ferm�ee sontr�eduits.Pour montrer que la m�ethode est 
orre
te, nous prouvons un premierlemme.Lemme 3 SiM est un mod�ele de :' et T un tableau T de ra
ine 0; � alorsil existe un 
hemin P de T et une extension deM enM0 une L
-stru
turetelle que pour tout 1; � (resp. 0; �) sur P , M0 est un mod�ele de � (resp.:�).Preuve La preuve est par indu
tion sur le nombre d'�etapes de 
onstru
tionde T par la suite T0; T1; T2 : : : . On suppose que le noeud ajout�e prolonge le
hemin P sur lequel la propri�et�e est vraie.� Cas de base. M 
onvient 
ar T se r�eduit �a 0; �.� Indu
tion. On 
onsid�ere N le noeud de P developp�e pour passer deTn�1 �a Tn. 40



{ N de la forme 9x  (x) et le noeud ajout�e est psi(
) ave
 
 unenouvelle 
onstante. Par hypoth�ese il existe des termes t tels que (t) est vrai et don
 il suÆt d'interpr�eter 
 (dont l'interpr�etationn'est pas en
ore �x�eee puisque 
 est nouveau) par un de 
es termes.{ N de la forme 8x  (x), et on rajoute un nouveau noeud  (t). Sit ne 
ontient que des symboles d�ej�a utilis�es au
un probl�eme:  (t)est vrai 
ar pour tout �el�ement du domaine, l'interpr�etion de  estvraie. Sinon t 
ontient de nouvelles 
onstantes, qu'on interpr�etera
omme des �el�ements arbitraires du mod�ele. L'interpr�etation de  �etant vraie pour tout �el�ement du mod�ele, restera vraie.{ les autres 
as sont similaires �a 
eux-
i ou au 
as propositionnel.Th�eor�eme 11 Si ` ' alors j= '.Preuve On raisonne par 
ontraposition. On suppose que 6j= ', don
 ilexiste un mod�ele M de :'. S'il existait un tableau 
ontradi
toire pour 0; ',alors une bran
he B et une extension de M en M
 telle que si i; � est dansB alors � vaut i dans B. Comme B est 
ontradi
toire, il existe une formule� qui vaut 0 et 1 en même temps dans 
e mod�ele, 
ontradi
tion.Exer
i
e: : Prouver �a l'aide de la m�ethode des tableaux s�emantiquesque le raisonnement suivant est 
orre
t:((8x : (P (x) ) 8y (Q(y) ) :R(x; y)))) ^ (8x : (P (x) ) 9y (S(y) ^R(x; y)))) ^ 9x : P (x))) 9x : (S(x) ^ :Q(x))2.5.3 Compl�etudeProposition 10 Pour toute formule 
lose ' il existe un tableau termin�e dera
ine 0; ' et un tableau termin�e de ra
ine 1; 'Preuve On de�nit rang(') 
omme l'indi
e maximal d'un terme ti de L
apparaissant dans '. Un tableau est n-termin�e si 
ha
un de ses noeuds d'uneforme autre que 1; 8x ou 0; 9x qui est sur une bran
he non-
ontradi
toireest r�eduit, et si toute bran
he non-
ontradi
toire qui 
ontient 1; 8 (resp.0; 9x ) 
ontient aussi f1;  fx tig j rang( fx tig) � ng (resp. f0;  fx tig j rang( fx tig) � ng). Un tableau n-termin�e se 
onstruit ais�ement �a41



partir d'un tableau n-1-termin�e par extension des bran
hes. Comme seul unnombre �ni de noeud peuvent être ajout�es (rang born�e par n) la 
onstu
tiontermine. L'arbre limite T1 est un tableau termin�e par 
onstru
tion.Th�eor�eme 12 Si j= ' alors ` '.Preuve Par 
ontrapos�ee: on suppose que 6` ' et on va montrer qu'alors6j= '. Si 6` ', alors 
onsid�erons une bran
he non 
ontradi
toire d'un tableautermin�e pour 0; ', qui existe d'apr�es la proposition pr�e
�edente. Prenons Mune interpr�etation de Herbrand sur L
 d�e�nie par pour tout i; p(t1; : : : ; tn)apparaissant sur la bran
he, l'interpretation de p(t1; : : : ; tn) est i. Une telleinterpr�etation existe (B n'est pas 
ontradi
toire) et pour tout i; � sur labran
he, l'interpr�etation de � dans M est i. La preuve est par indu
tionstru
turelle sur �:� � un atome: 
'est vrai par hypoth�ese.� � estde la forme :� ou �1f^;_;); , g�2: la preuve est �evidente.� � = 8x �(x) et 1; � est dans B. Alors tous les 1; �(ti) sont sur B valent1 dans l'interpr�etation par hypoth�ese de r�e
urren
e et don
 � vaut 1puisque le domaine de l'interpr�etation est l'ensemble des termes 
los deL
. Le 
as � = 9x �(x) et 0; � sur B est analogue.� � = 9x �(x) et 1; � est dans B. Alors 1; �(
) est sur B, don
 �(
) vaut1 et don
 � vaut 1 �egalement.Une fois 
e
i prouv�e, le r�esulat est imm�ediat: il existe un mod�ele de :'puisque 0; ' est sur B.Exer
i
e: : Peut-on prouver ave
 la m�ethode des tableaux s�emantiquesque: ` 8x; y; (P (x; y)_Q(x; y))) 8x; y; P (x; y)_8x; y; Q(x; y) (Si la r�eponseest oui, donner une d�emonstration, si elle est non, donner un argument quila justi�e).2.6 Am�elioration de la m�ethode des tableauxLe probl�eme en 
p1 est est qu'il peut être n�e
essaire d'appliquer une r�egled'inf�eren
e plusieurs fois �a la même formule. C'est la grande di��eren
e ave
42



le 
p0: le 
p1 n'est pas d�e
idable, mais seulement semi-d�e
idable don
 siune formule est un th�eor�eme, il est possible d'en trouver une preuve sinonla pro
�edure de re
her
he de preuve peut 
ontinuer ind�e�niment. Dans 
equi suit on montre 
omment ajouter des hypoth�eses et ensuite 
ommentutiliser l'uni�
ation de termes pour maitriser les instantiations de variablesexistentielles ou universelles.2.6.1 Traitement de la 
ons�equen
e logiqueLe traitement de la 
ons�equen
e logique est similaire �a 
elui r�ealis�e pourle 
as propositionnel: on ajoute une r�egle de �-introdu
tion qui autorise �arajouter1; 
 �a une bran
he de l'arbre si 
 2 � o�u � est un ensemble deformules 
loses. Le r�esultat fondamental est le suivant.Th�eor�eme 13 � ` ' ssi � j= '2.6.2 Utilisation de l'uni�
ationLa r�egle sur les formules universelles est trop permissive, puisqu'elle autorisen'importe quelle instan
e et que seul un 
hoix judi
ieux de l'instan
e permetde fermer le tableau en g�en�eral.La solution va exiger de modi�er la m�ethode des tableaux de plusieursfa
ons:� on autorise des variables libres dans les tableaux.� on utilisera la skol�emisation pendant la preuve.� les r�egles d'instan
iation sont:{ Formule universelle: 1; 8x 
(x)1; 
(X) ave
 X variable libre qui n'estpas li�ee ailleurs dans le tableau. On a une r�egle similaire pour0; 9x
(x).{ Formule existentielle: 1; 9x 
(x)1; 
(f(X1; : : : ; Xn)) ave
 f nouveau sym-bole de fon
tion et X1; : : : ; Xn toutes les variables libres qui ap-paraissent sur la bran
he. 43



� (r�egle de substitution) on pourra appliquer une substitution � �a untableau T pour obtenir un tableau valide T� si � est libre pour touteformule dans T .Comme pr�e
�edement un tableau est ferm�e ssi toutes ses bran
hes le sont.Choisir la bonne substitution � est �equivalent �a 
hoisir la bonne instan
e,l'uni�
ation est l'outil ad�equat.Proposition 11 (r�egle de fermeture atomique par p.g.u) Soit T un tableaupour un ensemble de formules 
loses S, soit B une bran
he qui 
ontienne A1et :A2 o�u A1 et A2 sont deux atomes uni�ables ave
 � un p.g.u., alors T�est un tableau valide pour S.Exemple: Une preuve de 8x : P (x; f(x)) ) 8x : 9y : P (x; y). Dans unsou
i de 
lart�e on notera les variables libres ave
 des majus
ules:0; (8x : p(x; f(x))) 8x : 9y : p(x; y))j1; 8x : p(x; f(x))j0; (8x : 9y : p(x; y))j0; (9y : p(a; y))j0; p(a; Y )j1; p(X; f(X))et on applique le p.g.u. � = fX  a; Y  f(a)g qui permet de fermer letableau.On peut montrer la 
orre
tion et la 
ompl�etude de la m�ethode (même ense restreignant la substitution �a la r�egle de fermeture atomique). La preuveest similaire �a 
elle de la r�esolution et utilise un lemme de rel�evement.
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Chapter 3Logique modale
3.1 Introdu
tionL'�evolution de l'univers est diÆ
ile �a repr�esenter en logique 
lassique. Laproposition il pleut de la logique 
lassique signi�e:� il a toujours plu et il pleuvra toujours� il pleut pour tout le mondeUne solution dire
te pour relativiser les �enon
�es 
onsisterait �a introduiredes pr�edi
ats d'ordre sup�erieur: par exemple il pleut �a l'instant T pour-rait s'�e
rire Valide(T,il pleut) et Jean sait que John sait qu'il pleut s'�e
riraitSait(Jean,(Sait(John,il pleut))). Cette m�ethode �a l'in
onv�enient d'introduiretrop radi
alement la logique d'ordre sup�erieure, o�u l'uni�
ation est ind�e
idable(même restreinte au se
ond ordre, Goldfarb 82). La solution pr�esent�ee dans
e 
hapitre est une extension plus prudente du langage 
lassique.La logique peut être rendue plus expressive par l'introdu
tion demodalit�estraduisant des notions a priori non quanti�ables: possibilit�e, obligation, 
roy-an
e : : : . Les op�erateurs modaux sont des op�erateurs qui portent sur desformules logiques pour en modi�er, en in
�e
hir le sens. On peut 
onsid�erer lesop�erateurs modaux 
omme de nouveaux quanti�
ateurs. Leur sens d�ependradu 
ontexte. 45



Logique Modes 2A 3Aal�ethique possibilit�e, il est n�e
essaire que A il est possible que An�e
essit�ed�eontique permission, A est obligatoire A est permisn�e
essit�etemporelle parfois, A sera toujours vrai A sera parfois vraitoujours�epist�emique 
onnaissan
e A est su l'inverse de A n'est pas su
royan
e A est 
onnu l'inverse de A n'est pas 
onnudynamique toute exe
ution du il existe une exe
ution duprogramme produit A programme qui produit A3.2 Logique du possibleUn syst�eme logique utilisant les op�erateurs il est possible que et il est n�e
essaireque s'appelle logique du possible ou logique al�ethique. Le symbole 2 est as-so
i�e �a la modalit�e de n�e
essit�e; 2P signi�e: il est n�e
essaire que P. Duale-ment, le symbole 3 est asso
i�e �a la modalit�e de possibilit�e; 3P signi�e: il estpossible que P. Cha
un de 
es op�erateurs peut s'exprimer �a l'aide de l'autre:2P �equivaut �a :3:P (
f. les quanti�
ateurs 
lassiques). Par exemple, les
h�ema d'axiome suivant, appel�e K:K 2(P ) Q)) (2P ) 2Q)exprime que s'il est n�e
essaire que P implique Q alors il est n�e
essaire queP implique qu'il est n�e
essaire que Q. La logique modale �etend la logique
lassique. Les r�egles de d�edu
tion 
lassiques 
omme le modus ponens, sonten
ore disponibles (en g�en�eral):modus ponens : i A A) BBCes r�egles seront 
ompl�et�ees par la r�egle de n�e
essit�e:n�e
essit�e : i B2BExer
i
e: Traduire sous forme logique les �enon
�es suivants:46



� Il est possible que Denis envoie le livre �a Martine.� Il n'�etait pas possible pour Pierre d'�e
rire �a 
ha
un.Introduisons de nouvelles r�egles d'inf�eren
e d�eriv�ees permettant de ra

our-
ir les preuves. R1 : i A) B2A) 2BPreuve:1 A) B hypoth�ese2 2(A) B) N(1)3 2A) 2B MP (2; K)De la même mani�ere, on peut v�eri�er:R2 : i A , B2A , 2BR3 : i A) B3A) 3BPreuve:1 A) B hypoth�ese2 :B ) :A 
lassique3 2:B ) 2:A R14 :2:A) :2:B 
lassique5 3A) 3B def:3.3 Logique de la 
onnaissan
e ou de la 
roy-an
eEn logique �epist�emique, l'op�erateur 2 (parfois not�e L) signi�e est 
ru oubien est 
onnu. Son dual 3 (parfois not�e M) signi�e le 
ontraire n'est pas
ru ou le 
ontraire n'est pas 
onnu. Voi
i quelques s
h�emas d'axiomes qu'ilpeut être int�eressant d'introduire pour pr�e
iser l'intention que l'on attribueaux modalit�es: 47



� Axiome de la 
onnaissan
eT 2p) pIntention: une 
onnaissan
e est par d�e�nition une information vraie.L'axiome T formalise la 
onnaissan
e 
ertaine par opposition �a la 
roy-an
e.La logique modale fond�ee sur K et T s'appelle logique T.� Axiome de l'introspe
tion positive4 2p) 22pIntention: si je sais (
rois) p alors je sais (
rois) que je sais (
rois) p.La logique modale fond�ee sur K, T et l'axiome 4 s'appelle logique S4.� Axiome de l'introspe
tion n�egative5 3p) 23pCe s
h�ema d'axiome est �equivalent �a::2p) 2:2pIntention: si je ne sais (
rois) pas que p est vrai alors je sais (
rois) queje ne sais (
rois) pas que p est vrai.La logique modale fond�ee sur K, T et les axiomes 4 et 5 s'appelle logiqueS5. Le syst�eme form�e des axiomes K, 4 et 5 permet de d�e
rire une sit-uation o�u l'agent poss�ede des 
royan
es erron�ees mais admet une parfaite
apa
it�e d'introspe
tion logique (logique S5 faible). Lorsque le syst�eme 
on-tient plusieurs agents, une modalit�e sera asso
i�ee �a 
haque agent: Paul 
roit
e que Pierre 
roit sera not�e [Pierre℄p) [Paul℄p, par exemple.Exer
i
e: Traduire sous forme logique les �enon
�es suivants:� Pierre ne 
roit pas que Jean 
roit 
e qu'il (Pierre) dit.� Denis 
roit qu'il a donn�e un livre �a Jean (2 interpr�etations).48



3.3.1 Logiques S5 et S4Dans 
e paragraphe nous allons nous familiariser ave
 des syst�emes d�edu
tifssimples asso
i�es aux logiques S5 et S4. Ces syst�emes sont pr�esent�es �a laHilbert. Dans une autre se
tion, on verra des syst�emes fond�es sur la m�ethodedes tableaux s�emantiques. FormulesL'ensemble des formules de S5 est le plus petit ensemble E qui 
ontient lesformules du 
al
ul propositionnel 
lassiques et tel que si A est dans E, alors2A et 3A sont dans E. Axiomes de S5axiomes 
lassiques +8>><>>: K 2(A) B)) (2A) 2B)T 2A) A4 2A) 22A5 3A) 23AR�egles d'Inf�eren
eMP : i A A) BBN : i B2BTh�eor�eme 14 Dans S5, on a ` 2(A ^B) , (2A ^ 2B)Preuve:1 A ^B ) A 
lassique2 2(A ^ B)) 2A R1(1)3 2(A ^ B)) 2B R14 2(A ^ B)) 2A ^ 2B 
lassiqueRe
iproque5 A) (B ) (A ^B)) 
lassique6 2A) 2(B ) (A ^B)) R1(5)7 2(B ) A ^ B)) (2B ) 2(A ^B)) K8 2A) (2B ) 2(A ^ B)) MP (6; 7)9 (2A ^ 2B)) 2(A ^B) 
lassique49



Nous obtenons en 
orollaire:Th�eor�eme 15 Dans S5, on a ` 3(A _B) , (3A _3B)Nous allons montrer maintenant que les axiomes de S5 ne sont pas ind�ependantsles uns des autres. En fait, l'axiome 4 peut se d�eduire des autres.Th�eor�eme 16 Dans S5, on peut d�eduire des autres axiomes: 2A) 22APreuve:1 A) 3A 
ontraposition de T2 3A) 23A 53 A) 23A MP (1; 2)4 32A) 2A 
ontraposition de 55 232A) 22A R1(4)6 2A) 232A substituer 2A �a A dans 37 2A) 22A MP (5; 6)Consid�erons maintenant le syst�eme S4 obtenu �a partir de S5 en ôtant l'axiome5, les r�egles d'inf�eren
e �etant les mêmes.Axiomes de S4axiomes 
lassiques +8<: K 2(A) B)) (2A) 2B)T 2A) A4 2A) 22ANous appellerons modalit�e, une suite d'op�erateurs modaux. Nous allonsmaintenant montrer un 
ertain nombre de propositions qui permettront der�eduire la taille des modalit�es. Toute modalit�e de S4 peut être r�eduite �a unemodalit�e de longueur inf�erieure ou �egale �a 3. Il suÆt de montrer que` 22A , 2A` 3A , 33A` 23A , 2323A` 3232A , 32AEn e�et les deux premi�eres r�egles permettent de ramener toute modalit�e �a:(23)n2 ou (32)n3 ou (23)n ou (32)n. Les deux autres permettent de50



ramener (23)n et (32)n �a 23 et 32 respe
tivement.R�edu
tion 11 22A) 2A T2 2A) 22A 43 22A , AR�edu
tion 21 22:A , 2:A2 :33A , :3A3 33A , 3AR�edu
tion 31 :A) :2A 
ontrapose(T )2 :A) 3:A3 A) 3A subst A par :A4 2A) 23A R1(3)5 223A) 2323A subst A par 23A6 23A) 2323A7 23A) 3A T8 323A) 33A R3(4)9 323A) 3A10 2323A) 23A R1(9)11 2323A , 23A 6� 10R�edu
tion 41 2323:A , 23:A red:32 :3232A , :32A3 3232A , 32A 
lassiqueEn 
on
lusion, dans S4 il existe sept modalit�es (positives) di��erentes: vide; 2; 3; 23; 32; 232; 323.Cela reste bien sûr valable pour S5. Mais on peut même aller plus loin:1 3A) 23A 52 23A) 3A T3 23A , 3A4 23:A , 3:A5 :32A , :2A6 32A , 2AFinalement toute suite de modalit�es dans S5 se ram�ene �a une seule modalit�e.Exer
i
e: Montrer: S5 ` (2(A) 3B) ^2(C ) 3D))) ((A_C))3(B _D)) 51



3.3.2 Un exempleNous allons �etudier un exemple o�u plusieurs modalit�es interviennent, 
esmodalit�es �etant 
ha
une asso
i�ee �a un agent. Cet exemple montre que lalogique modale se prête bien �a la formalisation du raisonnement sur le raison-nement lui-même.Le probl�eme est 
lassique:Un roi d�esire savoir lequel de ses trois 
onseillers est le plus sage. Il peint unpoint blan
 sur le front de 
ha
un et leur dit qu'il a peint un point noir oublan
 sur 
ha
un et qu'au moins l'un des points est blan
. Il demande ensuite�a 
haque 
onseiller la 
ouleur de son point. Le premier r�epond qu'il ne saitpas. Le deuxi�eme, ensuite, r�epond qu'il ne sait pas non plus. Ayant entendu
ela, le troisi�eme r�epond que son point est blan
. Trouver son raisonnement.Pour simpli�er, nous allons supposer qu'il n'y a que deux 
onseillers, A etB, B dit qu'il ne sait pas puis A dit qu'il a trouv�e. Le probl�eme sera for-malis�e par une logique multi-modale de 
onnaissan
e. Nous introduisons unop�erateur modal pour 
haque agent i 2 fA;Bg et nous le notons 2i.Axiomesaxiomes 
lassiques +� Ki 2i(p) q)) (2ip) 2iq)Ti 2ip) pR�egles d'Inf�eren
eMP : i p p) qqNi : i p2ipLes axiomes Ki et la r�egle de modus ponens nous assurent que 
haqueagent 
onnait toutes les 
ons�equen
es logiques de ses 
onnaissan
es. Celapeut s'exprimer par la r�egle d�eriv�ee d'omnis
ien
e logique:52



OL : i 2iA A `
lassiquement B2iBD�etaillons le raisonnement de A, le vainqueur de l'�epreuve. Nous noteronsb(x) la phrase x a un point blan
.A et B savent que 
ha
un peut voir le point de l'autre. Si A n'a pas de pointblan
, B le sait. :b(A)) 2B:b(A)B sait qu'au moins l'un d'eux a un point blan
. Don
:2B(:b(A)) b(B))B d�e
lare qu'il ne sait pas s'il a un point blan
 don
 A le sait:2A(:2B(b(B)))1 :b(A)) 2B(:b(A)) hyp2 2B(:b(A)) b(B)) hyp3 2B:b(A)) 2Bb(B) R1(2) ou MP (KB; 2)4 :b(A)) 2Bb(B) MP (1; 3)5 2A(:2Bb(B)) b(A)) NA(
ontr(4)))6 2A(:2Bb(B))) 2Ab(A) R1(5) ou MP (KA; 5)7 2A(:2B(b(B))) hyp:8 2Ab(A) MP (6; 7)3.4 S�emantique de la logique modale: mod�elesde KripkeL'interpr�etation du 
al
ul propositionnel 
lassique 
omme 
omposition defon
tions bool�eennes �el�ementaires ne s'applique pas �a la logique modale. Ene�et la 
omposition d'un op�erateur de n�e
essit�e ave
 une proposition vraie53



peut 
onduire, suivant les 
as, soit �a un �enon
�e vrai, soit �a un �enon
�e faux.Par exemple, la neige est blan
he est un �enon
�e vrai, mais n�e
essairement,la neige est blan
he n'est pas vrai. Pourtant, n�e
essairement, la neige estblan
he ou la neige n'est pas blan
he est vrai. La di��eren
e entre les deux�enon
�es auxquels s'applique l'op�erateur de n�e
essit�e est que l'un est vrai �a
ause des 
ir
onstan
es, i.e des lois de la physique, alors que l'autre est vraien vertu des lois de la logique. Il faut don
 distinguer entre les v�erit�es de faitet les v�erit�es logiques. Le point de vue g�en�eralement adopt�e, est de 
onsid�ererun �enon
�e 
omme n�e
essairement vrai si sa v�erit�e est ind�ependante des 
ir
on-stan
es, s'il est v�eri��e dans tous les mondes possibles: 
'est la s�emantique deKripke. Chaque monde possible est un ensemble de 
onnaissan
es. Il existepar ailleurs une relation d'a

essibilit�e sur l'ensemble des mondes possibles;
ette relation d�e�nit les transitions d'un monde �a un autre. La s�emantiquedes logiques modales d�epend don
 de deux �el�ements: l'ensemble des mondespossibles et la relation d'a

essibilit�e. Des propri�et�es de 
ette relation vontd�ependre les notions de validit�e et de satisfaisabilit�e.En fait, la relation d'a

essibilit�e sera li�ee �a la forme des axiomes propres �a
haque logique modale. Consid�erons par exemple le s
h�ema d'axiome 2A)A. Il sera vrai dans toute stru
ture o�u la v�erit�e d'un �enon
�e A dans tous lesmondes a

essibles �a partir du monde a
tuel implique la v�erit�e de A dans lemonde a
tuel. Il est don
 n�e
essaire que le monde a
tuel soit a

essible �alui-même. Autrement dit la relation d'a

essibilit�e est r�e
exive.La s�emantique de la logique modale sera d�e�nie en terme de mod�elesde Kripke. Nous nous restreindrons au 
as propositionnel. On notera Pl'ensemble des symboles propositionnels.De�nition 24 Un mod�ele de Kripke M est un triplet (W;R; I) o�u:� W est l'ensemble des mondes possibles.� R est une relation binaire sur W , appel�ee relation d'a

essibilit�e.� I : P ! 2W est une fon
tion qui �a 
haque variable propositionnelle luiasso
ie l'ensemble des mondes o�u elle est vraie.Remarquons qu'il est �equivalent de se donner �a la pla
e de I, une valuationv : W � P ! fvrai; fauxg.Introduisons maintenant la relation de satisfa
tion dont la d�e�nition faitintervenir non seulement une formule et un mod�ele, mais aussi un monde:54



Si A d�esigne une formule, M un mod�ele de Kripke et w un monde de M, larelation: Le monde w de M satisfait Asera not�ee M;w j= ACette relation est d�e�nie par indu
tion sur la stru
ture des formules:� M;w j= A si A est une variable propositionnelle et w 2 I(A)� M;w j= A ^ B si M;w j= A et M;w j= B� M;w j= A _ B si M;w j= A ou M;w j= B� M;w j= :A si M;w j= A est faux� M;w j= 2A si pour tout t tel que wRt on a M; t j= ANous pouvons en d�eduire la r�egle s�emantique suivante:� M;w j= 3A si il existe un t tel que wRt et M; t j= AExemple 5 Nous avons:� M; a j= 32A ssi 9b(aRb et 8
(bR
)M; 
 j= A))� M; a j= 23A ssi 8b(aRb) 9
(bR
 et M; 
 j= A)).Une formule A est satisfaisable s'il existe un mod�ele M et un monde w deM tel que M;w j= A. Une formule A est valide dans un mod�ele M si pourtout monde w de M on a M;w j= A. Une formule A est valide dans unestru
ture (W,R) si, pour toute interpr�etation (ou valuation ) I, A est validedans le mod�ele (W,R,I). Si A est valide dans toute stru
ture (W,R), on dirasimplement que A est valide.Exemple 6 V�eri�ons si 2p est satisfaisable dans la stru
ture d�e�nie parla Figure 3.4. L'�enon
�e 2p est vrai en w1, 
ar tout monde a

essible de w1
ontient p. De même 2p est vrai en w5, mais 3:p est insatisfaisable alorsque :p est satisfaisable (en w5).Exer
i
e: Montrer que les formules suivantes sont valides:2(A) B)) (2A) 2B) 55



W1

W5

W3

W2

W4

p

p

p

p

Figure 3.1: Mod�ele de Kripke2(A) B)) (3A) 3B)2(A ^ B) , (2A ^ 2B)2(A _ B) , (2A _ 2B)Exer
i
e: D�enombrer les mod�eles de Kripke que l'on peut 
onstruiresur un ensemble �a deux �el�ements.Exer
i
e: Construire une valuation I sur la stru
ture de Kripke donn�eede mani�ere �a satisfaire les propri�et�es indiqu�ees:i) (N;<)0 j= P;:2P;3P;23P;23:P1 j= :P;:2P;3P;23P;23:Pii) (R;<)1 j= P;3P;3:P;23P;23:Pp2 j= :P;3P;3:P;23P;23:PSolution: i) prendre I(p) = fx; x pair ; ii) prendre I(p) = QIl existe de nombreux s
h�emas d'axiomes int�eressants qui 
orrespon-dent �a des propri�et�es parti
uli�eres de la relation d'a

essibilit�e R. Cette
orrespondan
e est pr�e
is�ee dans le r�esultat suivant:Th�eor�eme 17 Dans le tableau 
i-dessous, un axiome est valide dans (W,R),si et seulement si R a la propri�et�e 
orrespondante:56



T 2A) A r�e
exive 8x xRxB A) 23A sym�etrique 8x; y xRy ) yRxD 2A) 3A totale 8x9y xRy4 2A) 22A transitive 8x; y; z xRy ^ yRz ) xRz5 3A) 23A eu
lidienne 8x; y; z xRy ^ xRz ) yRzPreuve: Montrons la ligne T :): Si 2A) A est vrai dans (W;R) alors 
hoisissons un w 2 W quel
onque.En parti
ulier la propri�et�e est vraie pour I(A) = fv 2 W jwRvg. Don
(W;R; I); w j= 2A et par hypoth�ese 
ela entraine (W;R; I); w j= A. D'apr�esle 
hoix de I 
ela prouve que wRw.(: si R est r�e
exive alors la validit�e dans tous les mondes a

essibles en-traine la validit�e dans le monde a
tuel.Introduisons les s
h�emas d'axiomes suivant:� L : 2(2�) �)) 2�� G : 32�) 23�� P : �) 2�� Q : 3�) 2�� R : 22�) 2�Rappelons quelques propri�et�es d'une relation binaire. La relation R est� bien fond�ee s'il n'existe pas de suite in�nie a0Ra1Ra2R : : :� 
on
uente si aRb et aR
 implique qu'il existe d ave
 bRd et 
Rd� path�etique si xRy implique x = y� partiellement fon
tionnelle si aRx et aRy implique x = y� faiblement dense si aRb implique qu'il existe 
 ave
 aR
RbNous pouvons maintenant �etendre le th�eor�eme pr�e
�dent:57



Th�eor�eme 18 Dans le tableau 
i-dessous, un axiome est valide dans (W,R),si et seulement si R a les propri�et�es 
orrespondantes:L transitive et bien fond�eeG 
on
uenteP path�etiqueQ partiellement fon
tionnelleR faiblement dense3.5 Syst�emes de preuve pour les logiques modales3.5.1 Syst�emes de HilbertLes syst�emes formels modaux sont obtenus en �etendant le 
al
ul proposition-nel 
lassique:� Les formules 
lassiques sont des formules modales. Si A est une formulemodale alors il en est de même pour 2A et 3A.� Les r�egles de d�edu
tion sont 
elles de la logique 
lassique plus la r�eglede n�e
essit�e� Les axiomes sont les axiomes 
lassiques plus d'autres suivant la logiquemodale 
on
ern�ee: logique axiomesnormale KT KTS4 KT4S5 KT45S5 faible K45Rappelons que pour mod�eliser la 
onnaissan
e d'un agent ayant uneparfaite 
apa
it�e d'introspe
tion, on 
hoisira le syst�eme S5. S'il s'agit de
royan
e, on utilisera S5 faible. On peut d�es lors montrer des th�eor�emesd'ad�equation:Th�eor�eme 19 Une formule est un th�eor�eme de la logique normale ssi elleest valide. Une formule est un th�eor�eme de la logique T (resp. S4, resp.S5) ssi A est valide dans toute stru
ture de Kripke o�u R est r�e
exive (resp.r�e
exive et transitive, resp. une relation d'�equivalen
e).58



Remarquons qu'il faut être tr�es prudent avant de formuler un th�eor�eme dela d�edu
tion, du genre si de A on peut d�eduire B alors A) B est prouvable.En e�et A ` B signi�e:8M; (si (8w M;w j= A) alors (8w M;w j= B)
Par 
ontre A) B est un th�eor�eme signi�e:8M; 8w; (si M;w j= A alors M;w j= B)
Par exemple A ` 2A mais on n'a pas en g�en�eral ` A) 2A.
3.5.2 Tableaux s�emantiquesUn tableau est un arbre �ni �etiquet�e. Chaque n�ud est �etiquet�e par uneformule 1; v j= A ou 0; v j= A dont le sens est respe
tivement dans le mondev, A est vrai ou dans le monde v, A est faux. L'id�ee de la m�ethode destableaux pour v�eri�er la validit�e de A est de supposer le 
ontraire et dere
her
her un 
ontre-exemple �a 
ette hypoth�ese en d�eveloppant un tableau�a partir de la ra
ine 0; w j= A, o�u w est un monde 
onstant qui n'apparâ�tpas dans A. Le tableau est developp�e en 
onsid�erant toutes les mani�eres defalsi�er w j= A. Si, �a un 
ertain stade, une 
ontradi
tion imm�ediate apparaitsur 
haque bran
he du tableau, la preuve est obtenue. Une bran
he ferm�eeest une bran
he ave
 une 
ontradi
tion �a l'extr�emit�e.59



^ 1; w j= � ^  j1; w j= �j1; w j=  0; w j= � ^  =n0; w j= � 0; w j=  _ 1; w j= � _  =n1; w j= � 1; w j=  0; w j= � _  j0; w j= �j0; w j=  ) 1; w j= �)  =n0; w j= � 1; w j=  0; w j= �)  j1; w j= �j0; w j=  : 1; w j= :�j0; w j= � 0; w j= :�j1; w j= �2 1; w j= 2�j1; v j= �C1
0; w j= 2�j0; v j= �jwRvC23 1; w j= 3�j1; v j= �jwRvC2
0; w j= 3�j0; v j= �C1Condition C1: wRv est un n�ud an
êtreCondition C2: v est un nouveau symbole de mondeFigure 3.2: R�egles 1-1260



Exemple 7 0; w j= 2(A) B)) (2A) 2B)j1; w j= 2(A) B)j0; w j= 2A) 2Bj1; w j= 2Aj0; w j= 2BjwRv v est nouveauj0; v j= Bj1; v j= Aj1; v j= A) B=n0; v j= A 1; v j= BTh�eor�eme 20 (Corre
tion) Toute proposition ayant une preuve par lesr�egles 1-12 est valide dans la logique normale.Th�eor�eme 21 (Ad�equation) Toute proposition valide dans la logique nor-male admet une preuve par la m�ethode des tableaux.3.6 Logique temporelle lin�eaire3.6.1 LangageLes op�erateurs sont les suivants:1. 
 se lit "�a l'instant suivant"2. 2 se lit "toujours" 61



3. 3 se lit "in�evitablement" ou "au moins une fois".4. U se lit "jusqu'�a"Les formules sont :i) Les variables propositionnelles, V , Fii) A _B, A ^ B,:A, 3A, 2A, ÆA, AUB o�u A;B sont des formules.3.6.2 S�emantiqueNous interpr�eterons les formules 
onstruites ave
 
es op�erateurs en 
on-sid�erant la stru
ture de Kripke form�ee par les entiers naturels N munis dela relation d'ordre habituelle et repr�esentant la suite des instants futurs. Unmod�ele de Kripke pour 
ette logique est don
 donn�e par une appli
ation:� : P 7�! 2No�u P est l'ensemble des variables propositionnelles. D�e�nissons la s�emantiquedes formules temporelles dans le mod�ele S pour le monde (= instant ) k:� S; k j= p ssi k 2 �(p) pour p variable propositionnelle.� S; k j= ÆA ssi S; k + 1 j= A.� S; k j= 2A ssi 8i � k; S; i j= A� S; k j= 3A ssi 9i � k; S; i j= A� S; k j= AUB ssi 9j � k; S; j j= B and 8i tel que k � i < j, S; i j= A.3.6.3 Syst�eme formelLa logique PTL admet l'axiomatisation suivante:AxiomesA0. les tautologies du 
al
ul prop. 
lassiqueA1. 2(A) B)) (2A) 2B)A2. Æ(:A) , :(ÆA) 62



A3. Æ(A) B)) (ÆA) ÆB)A4. 2A) A ^ Æ2AA5. 2(A) ÆA)) (A) 2A)A6. 3A , :2:AU1. AUB ) 3BU2. AUB , (B _ (A ^ Æ(AUB)))R�egles d'Inf�eren
eMP : i A A) BB N1 : i B2B N2 : i BÆBCommentaires. La logique PTL est une extension de K par A0; A1; A3 (etles r�egles d'inf�eren
e). D'autres op�erateurs exprimables ave
 U :Until faible: AUfB , 2A _ (AUB)Pr�e
�ede: APrB , :BUfAA2: tout �etat n'a qu'un seul suivant.A4: d�e�nition de 2 par indu
tion.A5: prin
ipe d'indu
tionU2: d�e�nition de U par indu
tion.Exemple de th�eor�eme. 2(B ) C)) (AUB ) AUC)Th�eor�eme 22 Le syst�eme formel de PTL est 
orre
t, 
omplet et d�e
idable.Autrement dit, j= A ssi A est d�emontrable et il existe une pro
�edure ded�e
ision pour d�eterminer si une formule est valide.3.6.4 Appli
ationsLa logique temporelle permet d'�etudier les programmes 
on
urrents. Con-sid�erer par exemple un ensemble de n pro
essus Di pouvant a

�eder �a uneressour
e 
ommune R et un pro
essus G 
harg�e de g�erer 
ette ressour
e. Lavariable di est a�e
t�ee de la valeur V (resp. F ) par Di lorsque Di demande(resp. rela
he) R. La variable ai est a�e
t�ee de V par G si R a �et�e a

ord�ee�a Di et 
e dernier ne l'a pas rendue. 63



Propri�et�es d'invarian
eExprim�ees �a l'aide de 2 uniquement.la ressour
e est a

ord�ee �a au plus un pro
essus demandeur �a la fois.
2 î6=j :(ai ^ aj)Propri�et�es de viva
it�eExprim�ees �a l'aide de 2 et 3.si le pro
essus Di demande la ressour
e il l'obtiendra
2(di ) 3ai)si le pro
essus Di obtient la ressour
e il la rela
hera
2(ai ) 3:di)Propri�et�es de pr�e
�eden
eExprim�ees �a l'aide de U ou d'op�erateurs d�eriv�es.si Di n'a pas la ressour
e maintenant, alors avant qu'il l'obtienne, il doit enfaire la demande.2(:ai ) (diPr ai))64



3.6.5 Expressivit�eSoit p une variable propositionnelle. On 
onsid�ere un langage 
onstruituniquement sur p. Un mod�ele de Kripke temporel pour le langage asso
i�eest d�e
rite par une suite in�nie d'�el�ements de fp;:pg.Proposition 12 Soit n un entier naturel. Toute formule F ayant moins den o

urren
es de Æ s'�evalue de la même mani�ere sur pi(:p)p! quel que soiti > n.Preuve: Indu
tion sur la stru
ture de F . On note Fi la valeur de F surpi(:p)p! �a l'instant 0. Hypoth�ese de r�e
urren
e: pour tout i; n tels quei > n, Fi est ind�ependant de i.p pour tout i > n, Fi est vrai 
ar 0 j= p.G ^H hyp. d'indu
tion.:H hyp. d'indu
tion.2H (2H)i = Hi^Hi�1 � � �^Hn+1^(2H)n par d�e�nition de 2. Hi = Hi�1 =� � � = Hn+1 par hypoth�ese d'indu
tion. Hn+1 ^ (2H)n = (2H)n+1 pard�e�nition. Don
 (2H)i = (2H)n+1.ÆH (ÆH)i = Hi�1. Par hypoth�ese d'indu
tion, 
ette expression estind�ependante de i (
ar on a i > n don
 i� 1 > n� 1).GUH (GUH)i = Hi_ (Gi^ (Hi�1_Gi�1^� � �^ (Hn+1_ (Gn+1^ (GUH)n))))).(GUH)i = (Hn+1 _ (Gn+1 ^ (GUH)n)). par hypoth�ese d'indu
tion.Don
 le r�esultat est ind�ependant de i.On en d�eduit le r�esultat suivant du �a Pierre Wolper:Proposition 13 Il n'existe pas de formule F dont les mod�eles soient exa
te-ment tous 
eux dans lesquels p est vraie aux instants pairs.Preuve: Par l'absurde soit F une telle formule et l le nombre de ses op�erateursÆ. D'apr�es la proposition, F a la même valeur sur p2k(:p)p! et sur p2k�1(:p)p!d�es que 2k�1 > l. La premi�ere suite v�eri�e la propri�et�e mais pas la se
onde.Remarque 2 On aurait envie d'�e
rire que les mod�eles satisfont la formule:pair(p)) Æ Æ pair(p).Une mani�ere d'�etendre l'expressivit�e de PTL pour 
apturer les propri�et�esdu type 
i-dessus est de d�e�nir de nouveaux op�erateurs �a partir d'une gram-maire lin�eaire droite. Soit VN des non terminaux , VT = ft1; t2; : : : ; tng desterminaux, et un ensemble P de r�egles de produ
tions V ! mV 0 o�u m est65



un mot de V �T . A 
haque non-terminal V on asso
ie un op�erateur n-aire GV ,o�u n est le 
ardinal de VT . La s�emantique de l'op�erateur GV est la suivante:Pour tout mod�ele S et tout instant kS; k j= GV (F 1; : : : ; F n) ssi il existe un mot a1a2a3 : : : �ni ou in�ni issu deV engendr�e par la grammaire tel que pour tout i, si ai est la lettre tj alorsS; k + i j= Fj.Exemple 8 Soit la grammaire V ! t1t2VS; 0 j= G0(F1; F2) ssi S; 0 satisfait F1; F2 alternativement.S; 0 j= G0(p; vrai) ssi S; 0 satisfait p une fois sur deux. Nous avons don
r�esolu le probl�eme.Exemple 9 Soit la grammaire V ! t2V ! t1VAlors G0 d�e�nit l'op�erateur jusqu'�a faible.L'op�erateur 2 est d�e�ni par la grammaire V ! v1V . L'op�erateur Æ est d�e�nipar la grammaire V ! v1v2 et par ÆA , G(vrai; A).3.7 Logique dynamiqueLa logique dynamique traite les programmes 
omme des modalit�es qui a�e
tela valeur des formules. Ainsi < p > � signi�e qu'il est possible d'ex�e
uter pet de s'arrêter dans un �etat satisfaisant �.3.7.1 LangageIl y a deux sortes d'expressions: les programmes: p; q; r; : : : et les formules:�;  ; : : : . Si �;  sont des formules et p; q des programmes alors: �_ ;:�;<p > � sont des formules et p; q; p[ q; p�; �? sont des programmes. La signi�-
ation intuitive de 
es 
onstru
tions est:p; q ex�e
uter p puis qp [ q 
hoisir de mani�ere non d�eterministe p ou q et l'ex�e
uterp� ex�e
uter p un nombre de fois 
hoisi de mani�ere non d�eterministe�? tester �; 
ontinuer si vrai, �e
houer sinon.On peut utiliser 
es primitives pour 
onstruire des instru
tions plus 
om-munes. Par exemple:if � then p else q � �?; p [ :�?; qwhile � do p od (�?; p)�;:�?Autres 
onstru
tions: 66



[p℄� quand p termine, 
'est dans un �etat v�eri�ant  f�gpf g �) [p℄ 3.7.2 S�emantiqueUn mod�ele de Kripke est form�e d'un ensemble d'�etats (ou mondes) et d'unefon
tion d'interpr�etation I. Comme pr�e
�edemment, I interpr�ete une formule
omme l'ensemble des mondes o�u elle est v�eri��ee: I(�) � S. Par 
ontreI interpr�ete les programmes 
omme des relations binaire sur S: I(p) est larelation input/output de p.I(< p > �) = fuj9v(u; v) 2 I(p) and v 2 I(�)g (3.1)I(p; q) = f(u; v)j9w(u; w) 2 I(p) and (w; v) 2 I(q)g (3.2)I(p [ q) = I(p) [ I(q) (3.3)I(p�) = la 
loture r�e
exive transitive de I(p) (3.4)I(�?) = f(u; u)ju 2 I(�)g (3.5)Exemple 10 On d�e�nit un mod�eleM par: S = fu; v; wg, I(�) = fu; vg,I(p) = f(u; v); (u; w); (v; w); (w; v)g. On peut v�eri�er que M;u j=< p >:�^ < p > � puis M; v j= [p℄:�, M;w j= [p℄� et �nalement:M j=< p� > [(p; p)�℄�^ < p� > [(p; p)�℄:�Exemple 11 On peut montrer des �equivalen
es de programmes du type:[ while (p _ q) do i od ℄r , [( while p do i od ); ( while q do i; ( while p do i od ) od )℄r3.7.3 Syst�eme formelAxiomes de PDL1 axiomes de la logique propositionnelle2 < p > � ^ [p℄ )< p > (� ^  )3 < p > (� _  ) , < p > �_ < p >  4 < p [ q > � , < p > �_ < q > �5 < p; q > � , < p >< q > �6 <  ? > � ,  ^ �7 (�_ < p >< p� > �))< p� > �8 < p� > �) (�_ < p� > (:�^ < p > �))67



R�egles d'Inf�eren
eMP : i � �)   N1 : i �[p℄�R�egles d'Inf�eren
e D�eriv�eesOn peut montrer que les r�egles d'inf�eren
e suivantes sont 
orre
tes. Onremarquera que la logique dynamique 
ontient la logique de Hoare.monotonique < p >: i �)  < p > �)< p >  monotonique [p℄ : i �)  [p℄�) [p℄ fermeture < p >: i (�_ < p >  ))  < p >� �)  invariant de bou
le : i  ) [p℄  ) [p�℄ Hoare 
omposition : i f�gpf�g f�gqf gf�gp; qf gHoare 
ondition : i f� ^ �gpf g f:� ^ �gqf gf�gif � then p else q fif gHoare while : i f� ^  gpf gf gwhile � do p odf:� ^  gTh�eor�eme 23 Si la formule � de PDL est satisfaisable alors elle admet unmod�ele qui n'a pas plus de 2j�j �etats, o�u j�j est le nombre de symboles de �.68



Chapter 4D�e
idabilit�e
4.1 Les grandes te
hniques de d�e
idabilit�eUne th�eorie est un ensemble de formule 
loses. En g�en�eral une th�eorie estpr�esent�ee par un nombre �ni de formules 
loses (les axiomes de la th�eorie) etla th�eorie est l'ensemble de toutes les 
ons�equen
es logiques de 
es axiomes.la th�eorie est d�e
idable s'il existe un algorithme qui prend une formule 
lose enargument et r�epond oui si elle est dans la th�eorie (
.a.d. elle est 
ons�equen
edes axiomes) et non sinon. Il y a trois grandes te
hniques1 permettant demontrer qu'une th�eorie est d�e
idable:� Les m�ethodes �a base de th�eorie des mod�eles.� Les m�ethodes �a base d'�elimination de quanti�
ateurs.� les m�ethodes �a base d'automates.En g�en�eral le premier type fait appel �a des r�esultats math�ematiques pro-fonds et diÆ
ile. L'id�ee est de 
ara
t�eriser la th�eorie �a l'aide d'un mod�ele danslequel il suÆt alors de travailler. On obtient la d�e
idabilit�e par �enum�erationdes preuves jusqu'�a trouver 
elle de la formule ou de sa n�egation. Nousdonnons i
i un exemple qui repose sur l'existen
e de mod�eles �nis.Les m�ethodes �a base d'�elimination de quanti�
ateur ont un prin
ipe sim-ple: Partant d'une formule Q1x1::Qnxn ' ave
 Qi = 8 ou 9 et ' sans quanti�-
ateur on montre qu'elle est �equivalente �a une formule Q2x1 : : : Qnxn ave
1pour le moment! 69



 sans quanti�
ateur et V L( ) � V L('). Si la th�eorie permet de d�e
ider lesformules 
loses sans quanti�
ation, on a alors une te
hnique de d�e
ision. Ledeuxi�eme exemple trait�e illustre 
ette appro
he.Les m�ethodes �a base d'automates utilisent di��erentes sortes d'automatespour re
onnaitre les valeurs qui valident ou falsi�e les formules. Les 
lassesd'automates 
onsid�er�ees ont de bonnes propri�et�es de stabilit�e qui permettent
ette re
onnaissan
e �a n'importe quelle formule. Nous allons voir un exemple:
elui de l'arithm�etique de Presburger (qui se traite aussi ave
 une m�ethode
lassique d'�elimination de quanti�
ateur)4.2 Une m�ethode de d�e
ision �a base de mod�elespour la 
lasse monadiqueDe�nition 25 Une 
lasse de formules est dite �niment 
ontrôlable si touteformule de 
ette 
lasse qui admet un mod�ele admet aussi un mod�ele �ni .Proposition 14 Si une 
lasse C de formules est �niment 
ontrôlable alorsla sous-
lasse des formules de C qui sont satisfaisables est d�e
idable.Preuve l'algorithme de d�e
ision 
onsiste �a �enum�erer en parall�ele les preuves�(n) et les interpr�etations �nies I(m). Consid�erons une formule � ,soit il existe n tel que �(n) est une preuve de :�soit il existe m tel que I(m) j= �et il n'y a pas d'autre possibilit�e.L'exemple le plus simple et le plus 
onnu est la 
lasse monadique form�eedes formules (sans symboles de fon
tions) dont tous les pr�edi
ats sont d'arit�e1.Proposition 15 Soit  une formule monadique dont les pr�edi
ats sont P1; : : : ; Pq.Alors si  est satisfaisable elle admet un mod�ele de taille 2q.Preuve Soit M un mod�ele de  . On d�e�nit une relation d'�equivalen
e surle domaine de M para � b ssi M j= q̂i=1Pi(a) , Pi(b)70



On d�e�nit l'interpr�etation 
M dont le domaine est form�e en prenant unrepr�esentant ba dans 
haque 
lasse d'�equivalen
e de � et parbPi(ba) = Pi(a)o�u ba est le repr�esentant de la 
lasse de a.Montrons que 
M est un mod�ele de  . Il suÆt de montrer par indu
tionsur les sous-formules � de  : 8 ba1; : : : ; bak 2 
M ,and 8a1; : : : ; ak 2 M tel quebai � ai, M j= �(a1; : : : ; ak) ssi 
M j= �( ba1; : : : ; bak)1 � est atomique: l'�equivalen
e est �evidente d'apr�es la d�e�nition de 
M2 � est une 
ombinaison bool�eenne de formules pour lesquelles la pro-pri�et�e est vraie par hypoth�ese d'indu
tion. Ce 
as est �egalement fa
ile.3 �(a1; : : : ; ak) � 9x�0(x; a1; : : : ; ak). Si M j= �(a1; : : : ; ak) alors il ex-iste b 2 M tel que M j= �0(b; a1 : : : ak). Par hypoth�ese d'indu
tion,
M j= �0(bb; ba1; : : : ; bak), et don
 
M j= �( ba1; : : : ; bak). La r�e
iproque estidentique.Remarque 3 La proposition reste valide mais ave
 une borne l�eg�erementdi��erente pour des formules 
ontenant le pr�edi
at = (simple).Remarque 4 La proposition reste valide pour des formules 
ontenant desfon
tions unaires (assez diÆ
ile).4.3 M�ethode par �elimination de quanti�
a-teursRappelons que toute formule F peut se mettre en forme pr�enexe �equivalenteQ1x1 : : : QnxnF 0, o�u Qi 2 f8; 9g.De�nition 26 Une formule primitive est une formule de la forme 9x(F1 ^: : : ^ Fn) o�u les Fi sont des litt�eraux.71



Lemme 4 Toute formule est �equivalente �a une formule sans quanti�
ateursdans la th�eorie des axiomes Ax ssi 
'est le 
as pour toute formule primitive.Preuve La n�e
essit�e est triviale. Pour la suÆsan
e, on peut se restreindre�a 
onsid�erer des formules pr�enexes Q1x1 : : : QnxnF 0:n=0 : 
'est �ni.n=1 : Supposons Q1 = 9. Mettons F 0 en forme normale disjon
tive G1 _: : : _Gp (
haque Gi est une 
onjon
tion de litt�eraux).Ax j= 9F 0 , 9xG1 _ : : : _ 9xGpComme 
haque 9xGi est primitive on peut lui appliquer l'hypoth�ese etobtenir le r�esultat.Supposons Q1 = 8. Il suÆt d'appliquer 
e qui pr�e
�ede �a 9:F 0 puisprendre la n�egation du r�esultat.n! n+ 1 : soit la formule Q1x1 : : : QnxnQn+1xn+1F 0. Par hypoth�ese der�e
urren
e , Ax j= Q2x2 : : : QnxnQn+1xn+1F 0 , Go�uG est sans quanti�
ateur. On applique ensuite le r�esultat pour n = 1�a Q1x1G.4.3.1 Exemple 1: th�eorie de l'�egalit�e sur un ensemblein�niLa th�eorie Ax 
omprend les axiomes d'�egalit�e ainsi que la famille in�nie deformules: 9z0; z1; : : : ; zn ^0�i<j�n zi 6= zjConsid�erons une formule primitive F : 9x(F1 ^ : : :^ Fn) o�u 
haque Fi estdu type x = x; x 6= x; x = y; x 6= y.Si un Fi est du type x 6= x alors Ax j= F , x 6= x.Sinon on peut supprimer dans F les Fi du type x = x.72



Don
 on se ram�ene aux formules du type:9x(x = x1 ^ : : : ^ x = xm ^ x 6= y1 ^ : : : ^ x 6= yn)Si m = 0 la formule est une 
ons�equen
e d'un axiome. Sinon elle est�equivalente (modulo les axiomes) �a:x1 = x2 ^ : : : ^ x1 = xm ^ x1 6= y1 ^ : : : ^ x1 6= ynqui n'a pas de quanti�
ateurs.4.3.2 Exemple 2: th�eorie �el�ementaire du su

esseurLa signature 
ontient la 
onstante 0 et la fon
tion unaire s. Les axiomes deAx sont les suivants:les axiomes d'�egalit�e8x 0 6= s(x)8x; y s(x) = s(y)) x = y8x x = 0 _ 9y x = s(y):9x1; : : : ; xn(x2 = s(x1) ^ x3 = s(x2) ^ : : : ^ x1 = s(xn)).Un atome 
ontenant x est soit sm(x) = sn(x) soit sm(x) = t ave
 x 62 t.Remarquons quen = m Ax j= sm(x) = sn(x) , 0 = 0n 6= m Ax j= sm(x) = sn(x) , 0 6= 0On est don
 ramen�e aux formules suivantes:9x(sn1(x) = t1 ^ : : : ^ snk(x) = tk ^ sm1(x) 6= u1 ^ : : : ^ sml(x) 6= ul)ave
 x 62 ti; uj. D'autre part on peut supposer n1 = : : : = nk = m1 =: : :ml = n quitte �a modi�er les membres droits:9x(sn(x) = t1 ^ : : : ^ sn(x) = tk ^ sn(x) 6= u1 ^ : : : ^ sn(x) 6= ul)73



qui est �equivalente (modulo Ax) �a:9y(y 6= 0 ^ y 6= s(0) ^ : : : ^ y 6= sn�1(0) ^ y = t1 ^ : : : ^ y = tk ^ y 6= u1 ^ : : : ^ y 6= ul)Pour k 6= 0 
ette formule est �equivalente (modulo Ax) �a:(t1 6= 0 ^ t1 6= s(0) ^ : : : ^ t1 6= sn�1(0) ^ t1 = t2 ^ : : : ^ t1 = tk ^ t1 6= u1 ^ : : : ^ t1 6= ul)Pour k = 0 la formule est �equivalente (modulo Ax) �a 0 = 0 
ar il est toujourspossible de 
hoisir un terme di��erent des �el�ements d'un ensemble �ni.On en d�eduit que pour toute formule 
lose F il existe une formule sansquanti�
ateurs G tel que:Ax j= F , G(x1; : : : ; xn)En parti
ulier: Ax j= F , G(0; : : : ; 0)Mais il est fa
ile de d�e
ider la validit�e de G(0; : : : ; 0) 
ompos�e d'atomessm(0) = sn(0). Don
 la th�eorie �el�ementaire du su

esseur est d�e
idable.4.4 Une m�ethode �a base d'automates pourl'arithm�etique de PresburgerDe�nition 27 L'arithm�etique de Presburger se 
ompose de� l'ensemble N = f0; 1; 2; : : :g muni de l'addition + sur les entiers,� du pr�edi
at d'�egalit�e =.Malgr�e sa pauvret�e apparente, 
e langage permet d'exprimer un 
ertainnombre de pr�edi
ats int�eressants. par exemple x < y peut se d�e�nir par laformule 9z y = x + z ^ z 6= 0.Nous allons montrer que la th�eorie de l'arithm�etique de Pressburger, 
.a.dl'ensemble des formules 
loses de 
e langage, est d�e
idable en utilisant unem�ethode �a base d'automates �nis.Les entiers sont �e
rits en base 2, don
 
omme une suite de 0 et 1. Nousles �e
rirons en mettant les bits de poids faibles �a gau
he, et nous lirons
es nombres de la gau
he vers la droite. De plus nous nous 
ompl�eterons lesnombres par des 0 �a droite a�n de travailler sur des 
haines de même longueur.Pour 
ommen
er nous allons montrer 
omment r�esoudre l'�equation x = y+zave
 des automates d'�etats �nis. 74



4.4.1 Codage de l'addition x = y + zIl suÆt en fait de 
oder l'addition en binaire et les souvenirs d'�e
ole primairepermettent de voir qu'il y a deux �etats li�es au fait qu'il peut y avoir uneretenue ou pas.� s'il n'y a pas de retenue alors les triplets suivant 
orrespondent �al'addition x 0 1 1y 0 0 1z 0 1 0 et aussi x 0y 1z 1 mais dans 
e 
as on engendreune retenue.� s'il y a une retenue alors les triplets sont admissibles x 1 0 0y 1 0 1z 1 1 0 et onreste ave
 une retenue pour l'�etape suivante,mais on a aussi x 1y 0z 0 etil n'y a plus de retenue.Par 
ons�equent l'automate suivant qui travaille sur un alphabet dont lessymboles sont des triplets sur le vo
abulaire 0 ou 1 re
onnait toutes les so-lutions de x = y + z. Un automate possible est:ni les transitions qui y aboutissent#" "!�!  #-����"!# "!# 
011
100

0 L'�etat d'erreur n'est pas indiqu�e0
q0

0 110 101
100 010 001q1
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4.4.2 R�esolution de formulesNous rappelons que les langages r�eguliers sont stables par union interse
tion,
ompl�ementaire. Nous noterons A1 +A2 un automate qui re
onnait l'uniondes langages re
onnus par A1 et A2, par A1 � A2 un automate qui re
on-nait l'interse
tion et �A un automate qui re
onnait le 
ompl�ementaire. Cesautomates sont e�e
tivement 
al
ulables.Formules sans quanti�
ateurDans 
ette partie nous montrons que la re
her
he de solution d'une �equationse ram�ene �a la re
her
he des solutions d'un syst�eme d'�equation, apr�es ajoutde variables suppl�ementaires, et que le 
al
ul des solutions se fait �a l'aided'automates.� Cas initial: �equation x = y + z ou x = n (n 2 N). Alors le r�esultat est�evident d'apr�es 
e qui pr�e
�ede ou imm�ediat.� Equation quel
onque.{ Rempla
er n1x1+: : : npxp+a = m1y1+: : :+mqyq+b par le syst�eme8>>>><>>>>: X1 + : : :+Xp + Z = Y1 + : : :+ Yq + TXi = nixiYi = miyiZ = aT = b{ une �equation n:X = Y se rempla
era par:8>>>><>>>>: X1 = YX1 = X +X2:::Xn2 = X +Xn�1Xn�1 = X +XDon
 en it�erant le pro
essus, on peut transformer toute �equation en
onjon
tions d'�equations �el�ementaires X = a ou X = Y + Z au prixde l'augmentation du nombre de variables. Comme on sait re
onnaitre76



les solutions des �equations �el�ementaires (en les 
onsid�erant 
omme desformules sur toutes les variables utilis�ees), on saura re
onnaitre les so-lutions de toute 
ombinaison utilisant la 
onjon
tion, la disjon
tion etla n�egation d'apr�es les propri�et�es de stabilit�e des langages r�eguliers parunion interse
tion et 
ompl�ement.Cas g�en�eralNous montrons de même que les solutions des formules quel
onques sontre
onnues par un automate d'�etat �ni.� Formule de la forme 'f^;_g ou :'.Si X1; : : : ; Xn sont les variables libres de ' et  , on 
onstruit les auto-mates A et B qui re
onnaissent les solutions de ' et  , en 
onsiderantque les variables libres de  et ' sont X1; : : : ; Xn. Alors{ les solutions de ' ^  sont re
onnues par A� B,{ les solutions de ' _  sont re
onnues par A+ B,{ les solutions de :' sont re
onnues par �A� Formule de la forme 9x '.Si A re
onnait les solutions de ', et si x est une variable libre de 'alors l'automate B obtenu en supprimant la ligne 
orrespondant �a xre
onnait les solutions de 9x '.� Formule de la forme 8x '.Il suÆt de remarquer que 8x ' est �equivalent �a :9x :' dont on saitre
onnaitre les solutions d'apr�es 
e qui pr�e
�ede.4.4.3 Appli
ation aux formules 
losesLorsqu'on applique la te
hnique pr�e
�edente �a des formules 
loses, on obtientun automate r�eduit �a sa plus simple expression qui est l'�etat initial. Laformule sera vraie ssi 
et �etat initial est aussi un �etat �nal. Nous en d�eduisonsle r�esultat annon
�e au d�ebut.Th�eor�eme 24 L'arithm�etique de Presburger est d�e
idable.77



La te
hnique pr�esent�ee ne d�epend pas de la base 
hoisie. Il est possible detravailler ave
 les entiers en base 2,3,.... De plus il est fa
ile de re
onnaitre parautomate travaillant en base p le pr�edi
at est une puissan
e de p et d'ajouter
e pr�edi
at tout en gardant la d�e
idabilit�e.
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Chapter 5Ind�e
idabilit�e
5.1 Cal
ulabilit�eLa notion de 
al
ul a �et�e au 
entre de la re
her
he du d�ebut du si�e
le 1930 �a1940), alors que les ordinateurs n'existaient pas. Il est interessant de voir quela notion de 
al
ul a �et�e �elabor�e avant l'outil qui permet de les m�e
aniser.Plusieurs formalismes ont �et�e propos�es par Chur
h (lambda-
al
ul) et Tur-ing (ma
hines de Turing) notamment. En même temps G�odel prouvait sesth�eor�emes d'in
ompl�etude qui posent une limite pr�e
ise �a 
e qu'on peutesp�erer: tout syst�eme logique assez puissant i.e. 
ontenant l'arithm�etique, estin
omplet 
'est �a dire 
ontient des propositions qu'on ne peut pas d�emontreren se limitant aux r�egles du syst�emes. Le deuxi�eme th�eor�eme de G�odelmontre que la proposition qui �etablit la 
onsistan
e du syst�eme n'est pasd�emontrable dans le syst�eme lui-même. Nous pr�esentons i
i la notion de
al
ul �a l'aide des ma
hines de Turing.5.1.1 Ma
hines de TuringUne ma
hine de Turing a �et�e 
on�
ue pour mod�eliser le 
omportement d'unmath�emati
ien qui e�e
tue des 
al
uls sur une feuille de papier (aussi grandequ'on veut) en �e
rivant ou e�a�
ant des symboles sur 
ette feuille. En fait, unema
hine de Turing est une extension simple de la notion usuelle d'automated'�etat �ni o�u d'automates �a pile.De�nition 28 Une ma
hine de Turing est 
ompos�ee� d'un alphabet �ni X qui 
omporte un symbole parti
ulier le blan
 b,79



� d'une bande in�nie �a gau
he et droite, form�ee de 
ases marqu�ees parun symbole de X, de plus seul un nombre �ni de 
ases est marqu�e parautre 
hose que le symbole b,
� d'une tête de le
ture positionn�e devant une 
ase de la bande,
� d'un ensemble d'�etats.
��QQ ....................................................
ase 
ourante

6etats tête de le
ture

Exemple 12 Ma
hine e�e
tuant un 
omptage de parit�e. L'alphabet Xest form�e de b et de 0 et 1. La donn�ee est un mot de f0; 1g� et le r�esultatsera 1 si le nombre de 1 est pair et 0 sinon. Partant de la 
on�guration ou latête de le
ture est positionn�ee sur le premier 
ara
t�ere du mot, on arrive �aune 
on�guration �nale o�u le resultat est aÆ
h�e apr�es le mot en laissant unblan
 entre le mot et le r�esulat 
omme dans l'exemple suivant.80



��QQ ....................................................6

��QQ ....................................................6
b b b 1 1 0 0 1 0 b 1

b b b 1 1 0 0 1 0 b b b
q0

q3situation �nale

situation initiale

La ma
hine de Turing peut se d�e
rire par la table de transition:(q0; 0)! (q0; D) (q0; 1)! (q1; D)(q1; 0)! (q1; D) (q1; 1)! (q0; D)(q0; b)! (q2; D) (q1; b)! (q3; D)(q2; b)! (q2; 0) (q3; b)! (q3; 1)La ma
hine s'arrête si elle est dans un �etat ou plus au
une transition n'estpossible.5.1.2 Code d'une ma
hine de TuringOn peut se limiter aux ma
hines de Turing sur l'alphabetX = fj; bg ave
 j unbaton. Le 
odage d'un entier n se fait par la juxtaposition de n batons 
ote�a 
ote. Pareillement un �etat qi peut se 
oder par l'entier i. D'autre part unema
hine de Turing est 
ompletement d�etermin�ee par sa table de transition.Si on 
ode le retour �a la ligne par un 
ara
t�ere parti
ulier � et la s�eparation81



entre les 
olonnes de la table par un autre 
ara
t�re �, on peut �e
rire 
ettetable de transition 
omme un mot sur l'alphabet 0; : : : ; 9; j;00 ;00 �; � 00D00;00G00qu'on 
onsid�ere 
omme l'e
riture en base 15 d'un entier. Ce nombre estappel�e le 
ode de la ma
hine de Turing. Comme le 
ode est un entier, il estpossible de faire 
al
uler la ma
hine sur 
ette donn�ee.5.1.3 Fon
tions 
al
ulablesEtant donn�e une fon
tion �a n arguments, on dit que la ma
hine T 
al
ule fssi pour 
haque 
on�guration initiale
6 ............. .......................... .............

les 
ases blan
hes 
ontiennent le symbole blan
 b
............. .......................... ....................................................... ....................................................

etats
xnx1 ... ...

on arrive �a la 
on�guration��QQ ....................................................y = f(x1; : : : ; xn)
6............. .......................... .............

etats tête de le
ture
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5.1.4 La th�ese de Chur
hLa th�ese de Chur
h est le postulat que toute fon
tion 
al
ulable (sens intuitif)est 
al
ulable par les ma
hines de Turing.En e�et on a prouv�e que toutes les propositions de fon
tions 
al
ula-bles donn�ees par ailleurs (lambda 
al
ul, programme do while, : : : ) sont�equivalentes �a la d�e�nition au sens des ma
hines de Turing. Ce
i est unargument fort en faveur de la th�ese de Chur
h qui est admise 
ommun�ement.5.2 Probl�emes ind�e
idablesLa notion de 
al
ulabilit�e que nous avons utilis�ee permet de trouver ais�ementqu'il y a des fon
tions non-
al
ulables et des probl�emes ind�e
idables.5.2.1 Existen
e de fon
tion non-
al
ulablesUn argument de 
ardinalit�e simple montre qu'il existe des fon
tions non-
al
ulables. L'ensembles des ma
hines de Turing est d�enombrable, par 
ontrel'ensemble des fon
tions de N dans N n'est pas d�enombrable, don
 il existeau moins une (en fait beau
oup!) fon
tion non-
al
ulable. Le paragraphesuivant d�e
rit une fon
tion non-
al
ulable: 
elle qui donne vrai (
od�e par 1)si une ma
hine de Turing T s'arrête sur une donn�ee d, et faux (
od�e par 0)sinon.5.2.2 Le probl�eme de l'arrêtLe probl�eme de l'arrêt est le suivant: existe-t-il une ma
hine de Turing TH(H pour Halting problem) qui prend 
omme arguments le 
ode d'un ma
hinede Turing T , un entier n et r�epond oui (
od�e par 1) si le 
al
ul de la ma
hineT sur n s'arrête et r�epond non (
od�e par 0) sinon.Cette formulation est pratiquement identique �a 
elle donn�ee dans le para-graphe pr�e
�edent, la ma
hine de Turing �etant identi��ee par son 
ode qui estun entier qu'on peut don
 donner 
omme argument �a la ma
hine TH . Nousallons montrer que 
ette ma
hine n'existe pas en raisonnant par l'absurde.Si TH existe, elle 
al
ule sur des 
on�gurations du type suivant.83



etats
��QQ ....................................................6 
ode de T donn�ee

En parti
ulier on peut l'appliquer �a:��QQ ....................................................
ode de T6etats

ode de T

On 
onstruit de plus une nouvelle ma
hine S telle que on ait:� donn�ee: 
odeT le 
ode de d'une ma
hine de Turing� resultat: oui si T s'arrête sur 
odeT , non sinon.Il suÆt de 
onne
ter une ma
hine qui duplique une bande �a la ma
hineTH .
BB............. ..........................................
ode de T oui.......................................... ..........................................
ode de T
ode de T- - ��>ZZ~TH nonOn modi�e S de fa�
on �a 
e qu'elle bou
le au lieu de donner oui:84



����*
.................................................... ....................................................

QQQQs

ode de T ��nonoui q(nouveau)x symbole quel
onque

Appliquons S �a son 
ode, on a la situation suivante:� S s'arrête si S appliqu�ee �a son 
ode ne s'arrête pas.� S ne s'arrête pas si S appliqu�ee �a son 
ode ne s'arrête pas.D'o�u la 
ontradi
tion obtenue �a l'aide d'une te
hnique de re
exivit�e (ap-pliquer l'objet �a lui-même) 
lassique et sour
e de nombreux paradoxes.5.2.3 Probl�emes ind�e
idablesParmi les probl�emes ind�e
idables les plus 
lassiques on peut 
iter:� La d�e
ision de la logique du premier ordre.� La th�eorie de l'arithm�etique (N;+; �; 0; 1).� Le probl�eme de l'existen
e de solution enti�eres positives aux �equationsde la forme P (x1; : : : ; xn) = 0 ave
 P un polynome �a 
oeÆ
ients entiersrelatifs (dixi�eme probl�eme de Hilbert). Remarquez que 
e probl�eme estun 
as parti
ulier du pr�e
�edent.� Le probl�eme de l'ambiguit�e, de l'�equivalen
e des grammaires alg�ebriques.� Le probl�eme de Post: on donne un ensemble �ni de 
ouples de mots(�1; �1); : : : ; (�n; �n) sur un vo
abulaire V = fa1; : : : ; apg,et on 
her
he�a savoir s'il existe une suite i1; i2; : : : ; im telle que: �i1 : : : �im = �i1 : : : �im .
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