Chapitre 3

Optimisation

3.1 Définitions et rappels

3.1.1 Définition des problemes d’optimisation

L'objectif de ce chapitre est de rechercher des minima ountggdma d’une fonctioryf € C(IRN,IR) avec ou
sans contrainte. Le probléme d’optimisation sans corteaiécrit :

Trouverz € RV tel que : 3.1)
f(@) < fly), VyeRY. '
Le probléme d’optimisation avec contrainte s'écrit :
Trouverz € Ktel que: (3.2)
f(@) < fly), VyeK. '

ouK c RY etk # RN
Si z est solution du probléme (3.1), on dit qies argmi]\r’lf, et siz est solution du probléme (3.2), on dit que
R

T € argminf.
gminf

3.1.2 Rappels et notations de calcul différentiel

Définition 3.1 SoientE et I’ des espaces vectoriels normgsjne application d€7 dansF etz € E. On dit que
f est différentiable en s’il existeT € L(E, F') (oUL(E, F') est 'ensemble des applications linéairesideans
F)telle quef(x + h) = f(x) +T(h) + ||h|le(h) avece(h) — 0 quandh — 0. L'applicationT est alors unique
etonnoteDf(x) =T € L(E, F).

On peut remarquer qu’en dimension infirfliegdépend des normes associédsét F'. Voyons maintenant quelques
cas particuliers d'espacéset F' :

CasouE = RY et F = R? Soitf: RY — R?, z € R" et supposons qug est différentiable en: ; alors
Df(z) € L(RN,IRP), et il existeA(x) € M, n(IR) telle queD f(z)(y) = Ay, Vy € RY. On confond alors

€RP S 138
I'application linéaireD f () € L(IRY,R?) et la matriced(z) € M, x(IR) qui la représente. On écrit donc :

A(z) = Df(x) = (ai,j)1 <i<p1<j<n OUai; = 0;fil),
0, désignant la dérivée partielle par rapport d-kame variable.

Exemple 3.2 PrenonsN = 3 etp = 2, notonse = (z1, z2, 23)" et considérong : IR* — IR? définie par :

o) = ()

21’1 — X2
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On vérifiera par le calcul (exercice) que polr== (hy, ha, h3)t,ona:

( 2x1hy + 3.23%]12 + 4.23%}13 )

2h1 — ha

Df(x)h =

et donc, avec les notations précédentes,

2z 373 4a3
A(z) = .
2 -1 0
CasouF =R, F =R C’estun sous-cas du paragraphe précédent, puisqu’ori dsanis le cap = 1. Soit
z € RY et f une fonction de dansF différentiable en:; on a donc (avec I'abus de notation signalé dans le

paragraphe précéderf)f (z) € M; y(IR), et on peut définir le gradient deenz parV f(z) = (Df(z))" €
RY. Pour(z,y) € (IR")?, on a donc

N O1f(x)
Df(aly =Y 0,f(@)y; = Vf(@)-youVf@) = | | eR"
" O f(x)

Cas oUF est un espace de Hilbertef" = IR On généralise ici le cas présenté au paragraphe précéaént. S
f : E — IR différentiable enr € E. Alors Df(z) € L(E,IR) = E’, ou E’ désigne le dual topologique de
E, c.a.d. 'ensemble des formes linéaires continuegsRar le théoreme de représentation de Riesz, il existe un
uniqueu € E tel queD f(z)(y) = (u|y) g pour touty € E, ou(.|.) g désigne le produit scalaire sir On appelle
encore gradient d¢ enx ce vecteur.. On adona: = Vf(z) € E etpoury € E, Df(x)(y) = (Vf(2)|y)e.

Différentielle d’ordre 2, matrice hessienne Revenons maintenant au cas général de deux espaces \sctorie
norméskE et F, et supposons maintenant qyiec C?(E, F). Le fait quef € C?(E, F) signifie queDf €
CY(E, L(E, F)). Par définition, on &2 f(z) € L(E, L(E, F)) etdonc pouy € E, D*f(z)(y) € L(E,F); en
particulier, pourz € E, D?f(z)(y)(z) € F.

Considérons maintenant le cas particuliee= RY et F = R.Ona:

feC?’RY R) < [fe CYMRY,R)etVf e CHRY, RY)].
Soitg = Vf € CY(RY,R"), etz € RY, alorsDg(z) € My(IR) et on peut définir la matrice hessienne de
f,quon noteH, par : Hy(z) = Dg(x) = D(Df)(x) = (bij)ij=1..n € Mn(IR)0Ub; ; = 07, f(x) 0,

désigne la dérivée partielle par rapport a la varialile la dérivée partielle par rapport a la variapl®otons que
par définition,Dg(x) est la matrice jacobienne geen .

3.2 Optimisation sans contrainte
3.2.1 Définition et condition d’optimalité
Soit f € C(E,IR) et E un espace vectoriel normé. On cherche soit un minimum glbbAl c.a.d. :
z € Etelquef(z) < f(y) Vy € E, (3.3)
ou un minimum local, c.a.d. :
ztelqueda > 0 f(z) < f(y) Yy € B(Z, ). (3.4)

Proposition 3.3 (Condition nécessaire d’optimalité)
Soit E un espace vectoriel normé, et soight C'(E,IR), etz € E tel quef est différentiable erx. Siz est
solution de (3.4) alord f(z) = 0.
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Démonstration Supposons qu'il existe > 0 tel quef(z) < f(y) pourtouty € B(Z, «). Soitz € E'\ {0}, alors
sift] < M onaz +tz e B(z,a) (ou B(z, «) désigne la boule ouverte de centret de rayony) et on a donc

f(z) < f(z + tz). Commef est différentiable e, on a :

f(@ +1t2) = f(Z) + Df(2)(t2) + [tle=(t),

oue.(t) — 0 lorsquet — 0. On a doncf(z) + tDf(z)(z) + |tle.(t) > f(z). Et pouri

>t > 0,0na
2|l

Df(z)(z) +.(t) > 0. En faisant tendrevers 0, on obtient que
Df(z)(z) >0, VzeE.

OnaaussDf(z)(—z) >0 Vz e E,etdonc —Df(z)(z) >0 Vze E.
On en conclut que
Df(z)=0.

Remarque 3.4 Attention, la proposition précédente donne une conditiécessaire mais non suffisante. En effet,
Df(z) = 0 n’entraine pas quég atteigne un minimum (ou un maximum) méme localk; .dPrendre par exemple
E =1R, 7 = 0 et la fonctionf définie par :f(x) = 2 pour s’en convaincre.

3.2.2 Résultats d’existence et d'unicité

Théoréme 3.5 (Existence)SoitE = RY et f : £ — IR une application telle que
(i) f estcontinue,
(i)  f(x) — +ooquand|z| — +oo.

Alors il existez € IRY tel quef(z) < f(y) pourtouty € R™.

Démonstration La condition(ii) peut encore s’écrire
VAeR, JReR;|z| > R= f(x) > A. (3.5)
On écrit (3.5) avec! = f(0). On obtient alors :
JR € R tel que||z|| > R = f(z) > f(0).

On en déduit quénf v f = infp, f, oUBr = {z € R™;|z| < R}. Or, By est un compact d&R”" et f est
continue donc il existeé € By tel quef(z) = infp, f et doncf(z) = infy~ f.

Remarque 3.6

1. Le théoréme est faux Bi est de dimension infinie (i.e. &l est espace de Banach au lieu He= R"), car
si F est de dimension infinid} z n’est pas compacte.

2. L'hypotheséii) du théoreme peut étre remplacée par
(7)) 3Fbe RN, 3R> 0telquelz| > R = f(z) > f(b).

3. Sous les hypothéses du théoréme il n'y a pas toujoursténiei: méme dans le ca& = 1, prendre pour
s’en convaincre la fonctioif définie deR dansIR par f(z) = z%(z — 1)(x + 1).

Définition 3.7 (Convexité) Soit E un espace vectoriel gt: £ — IR. On dit quef est convexe si
ftz+ (1 —t)y) <tf(z) + (1 —t)f(y) pourtout(z,y) € E% t.q.z # y ett € [0, 1].
On dit quef est strictement convexe si
flte + (1 —t)y) < tf(x)+ (1 —t)f(y) pourtout(z,y) € E*t.q.z # y ett €]0, 1].

Théoréeme 3.8 (Condition suffisante d’unicité)Soit ¥ un espace vectoriel normé ¢t: £ — IR strictement
convexe alors il existe au plus @ne E tel quef(z) < f(y),Vy € E.
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Démonstration
Soit f strictement convexe, supposons qu'il existetz € E tels quef(z) = f(z) = infr~ f. Commef est
strictement convexe, §i # z alors

F57+ 37) < 34(@) + 3 f(5) = inf .

ce qui est impossible ; donc= .

Remarque 3.9 Ce théoreme ne donne pas l'existence. Par exemple dans ¥ casl la fonction f définie par

f(x) = e* n'atteint pas son minimumn; en efféhlgf = 0 et f(z) # 0 pour toutx € IR, et pourtantf est
R

strictement convexe.

Par contre, si on réunit les hypotheses des théorémes 38 endbtient le résultat d’existence et unicité suivant :

Théoréme 3.10 (Existence et unicité)Soit E = RY, et soitf : £ — IR. On suppose que :
(i) f continue,
(i) f(xz) — 400 quand||z| — +oo,
(iii) f est strictement convexe;

alors il existe un unique € R” tel quef(z) = Iif{l]gf.

Remarque 3.11Le théoréme reste vrai (voir cours de maitrise)fsest un espace de Hilbert; on a besoin dans
ce cas pour la partie existence des hypothé&sggii) et de la convexité dé.

Proposition 3.12 (1ére caractérisation de la convexitépoit £ un espace vectoriel normé (sit) et f € C1(E,R)
alors :
1. f convexe si et seulementfdiy) > f(z) + Df(x)(y — x), pour tout coupléz, y) € E?,
2. f eststrictement convexe si et seulemerft(g) > f(z) + Df(z)(y — =) pour tout couplgz, y) € E? tel
quex # y.
Démonstration
Démonstration de 1.

(=) Supposons qu¢ est convexe : soitz,y) € E?; on veut montrer qug (y) > f(z) + Df(x)(y — x). Soit
t €[0,1],alorsf(ty + (1 —t)x) < tf(y) + (1 —t)f(x) grace au fait qug est convexe. On a donc :

fle+tly —=) - f(z) < t(f(y) — f2)). (3.6)
Commef est différentiablef (z +t(y — z)) = f(x)+ Df(x)(t(y — x)) + te(t) oue(t) tend vers O lorsquetend
vers 0. Donc en reportant dans (3.6),
e(t) + Df(a)(y — x) < fy) — f(z), VEelo,1l.
En faisant tendre vers 0, on obtient alors :

fy) =z Df(@)(y —x) + ().

(«=) Montrons maintenant la réciproque : S@ity) € E?, ett €]0, 1[ (pourt = 0 ou= 1 on n’arien a démontrer).
On veut montrer qué(tx+ (1—t)y) < tf(x)+(1—t)f(y). Onpose: = tx+ (1—t)y. On a alors par hypothése :

f(y) > f(z) + Df(2)(y — 2),
etf(z) > f(z)+Df(2)(x - 2).

En multipliant la premiere inégalité par— ¢, la deuxiéme pat et en les additionnant, on obtient :

(=) f(y) +tf(x) = [f(z)+ A =)Df(2)(y —2) +tDf(z)(x - z)

A=) f(y) +tf(x) = [f(z)+Df()(A-t)(y —2) +tz—2)).
Etcomme(l —¢)(y — 2z) +t(x — z) =0, onadondl — &) f(y) + tf(z) > f(z) = f(tz + (1 —t)y).
Démonstration de 2
(=) On suppose qug¢ est strictement convexe, on veut montrer (@) > f(z) + Df(x)(y — z) Siy # x.
Soit donc(x,y) € E?, x # y. On poser = %(y — ), et commef est convexe, on peut appliquer la partie 1. du
théoréme et écrire quE(z + z) > f(z) + Df(z)(z). Onadoncf(z) + Df(z)(L52) < f(£FL). Commef est
strictement convexe, ceci entraine gfie) + D f(z)(¥52) < 3(f(z) + f(y)), d’ou le résultat.
(«) La méthode de démonstration est la méme que pour le 1.
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Proposition 3.13 (Caractérisation des points tels qué¢(z) = i%f 13

Soit £ espace vectoriel normé gt une fonction deZ dansIR. On suppose qu¢g € C'(E,IR) et quef est
convexe. Soit € E. Alors :

f(2) =inff  Df(z) =0.

En particulier siE = R™ alors f(z) = inf f(z) & Vf(z) = 0.
z€R

Démonstration
(=) Supposons qug(z) = irElff alors on sait (voir Proposition 3.3) quef (z) = 0 (la convexité est inutile).

(<) Si f est convexe et différentiable, d’apres la proposition 30t2a : f (y) > f(z) + D f(Z)(y — «) pour tout
y € E etcomme par hypothedef(z) = 0, on en déduit qug(y) > f(z) pour touty € E. Doncf(z) = infg f.

Proposition 3.14 (2éme caractérisation de la convexité$oit E = R™ et f € C?(E,IR). SoitHy(z) la hes-

sienne def au pointz, i.e.(Hy(x)); ; = 97, f(x). Alors

1. f est convexe si et seulemenf&i(z) est symétrique et positive pour toute E (c.a.d.Hs(z)" = Hy(z)
etHy(z)y -y > 0 pour touty € RY)

2. f est strictement convexeBi () est symétrique définie positive pour taut E. (Attention la réciproque
est fausse.)

Démonstration

Démonstration de 1.

(=) Soit f convexe, on veut montrer qué; (=) est symetrique positive. |l est clair quig (=) est symétrique car
02, f = 02, f car f estC?. Par définitionH(z) = D(V f(z)) etV f € CY(R"Y,R"Y). Soit(z,y) € E?, comme
f est convexe et de clasé#, on a, grace a la proposition 3.12 :

fy) = f(@) + V() (y —x). 3.7)
Soity € C?(IR, R) définie parp(t) = f(z +t(y — x)). Alors:

1 1
) — F(@) = p(1) — p(0) = / S (1)t = [/ (1)t — D]} / () (t — V),

cest-adire if (y) — f(x) = ¢'(0) + fol ()1 —¢)dt. Org'(t) =V f(x+tly —z)) - (y — x), et
¢"(t) = D(Vf(x+tly—2)(y—z) (y—2) = He(z +t(y —2))(y —2) - (y — o).

Onadonc:

fy) = f(@) =Vf(@)(y —=z)+ /01 Hy(z+tly —2))(y — =) (y —2)(1 —t)dt. (3.8)
Les inégalités (3.7) et (3.8) entraTnelfBI:Hf(ert(y —z))(y—x)-(y—z)(1—t)dt > 0Vz,y € E.Onadonc:

/01 Hi(x+tz)z-2(1-t)dt >0 Va,Vz € E. (3.9)
En fixantz € E, on écrit (3.9) avee = ey, e > 0,y € IR™. On obtient :
€2 /01 Hi(x+tey)y - y(1—t)dt >0 Vz,y € E, Ve >0, etdonc:
1
/0 Hf(x+tey)y-y(1 —t)dt >0 Ve > 0.

Pour(z,y) € E? fixé, H¢(x + tey) tend versH ¢ (x) uniformément lorsque — 0, pourt € [0, 1]. On a donc :

1
1
/ Hy(z)y-y(1—t)dt >0, C.él.dEHf(a:)y -y > 0.
0
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Donc pour toutz,y) € (R™)?, Hy(z)y -y > 0 doncH(x) est positive.
(<) Montrons maintenant la réciproque : On supposeHuér) est positive pour tout € E. On veut démontrer

que f est convexe; on va pour cela utiliser la proposition 3.12 entmer que :f (y) > f(z) + Vf(x) - (y — x)
pour tout(z, y) € E%. Grace a(3.8),ona:

fly) = @) =Vf(x)- (y — ) +/0 Hy(z +t(y —2))(y —2) - (y — 2)(1 - t)dt.

OrHs(z + t(y —x))(y — ) - (y —x) > 0 pour tout couplgz,y) € E?, etl —¢ > 0 sur[0,1]. On a donc
f(y) > f(z) + Vf(z) - (y — =) pour tout coupléz,y) € E2. La fonctionf est donc bien convexe.
Démonstration de 2.

(<) On suppose quél;(x) est strictement positive pour toute E, et on veut montrer qug¢ est strictement
convexe. On va encore utiliser la caractérisation de lagsitpn 3.12. Soit don€z,y) € E? tel quey # .
Alors :

f(y)=f(w)+Vf(x)-(y—w)+/0 Hy(w+tly—2))(y—x)-(y—x) (1—1t) db.

——"
>0 sizZy #0 site]0,1]
Donc f(y) > f(z) + Vf(z)(y — z) Siz # y, ce qui prouve qug est strictement convexe. [

Contre-exemple Pour montrer que la réciproque de 2. est fausse, on propasmtes-exemple suivant : Soit
N =1letf e C*(R,R),onaalorsHs(z) = f’(z). Si f est la fonction définie paf(z) = z*, alors f est
strictement convexe cg’(x) = 1222 > 0, maisf”/(0) = 0.

Cas d'une fonctionnelle quadratique Soientd € My (IR), b € IRY, et f la fonction deR ™ dansIR”™ définie

parf(z) = Az -x —b-z. Alors f € C*™ (R™,R). Le calcul du gradient d¢ et de sa hessienne font I'objet de

I'exercice 68 : on montre que
1
V()= §(Ax + Alx) —b.

Donc siA est symétriqu&/ f(z) = Az — b. Le calcul de la hessienne giedonne :
1
Hy(x) = D(Vf(2)) = 5(A+ A").

On en déduit que st est symétriquelds(x) = A. On peut montrer en particulier (voir exercice 68) quel sst
symétrique définie positive alors il existe un unigue IR™ tel quef(z) < f(x) pour toutz € IR™, et que cet
est aussi I'unique solution du systéeme linéalte = b.

3.3 Algorithmes d’optimisation sans contrainte

Soit E = RV et f € C(E,IR). On suppose qu'il existé € E tel quef(z) = irElff. On cherche a calculer

(si f est de class€'!, on a nécessairemewtf(z) = 0). On va donc maintenant développer des algorithmes (ou
méthodes de calcul) du poimtqui réalise le minimum d¢.

3.3.1 Meéthodes de descente

Définition 3.15 Soientf € C(E,R) etE = R,
1. Soitz € FE, onditquew € E \ {0} est une direction de descenteer'il existep, > 0 tel que

flz+pw) < f(z) Vp € [0, po]
2. Soitx € E, onditquew € E \ {0} est une direction de descente strictexesi s'il existepy > 0 tel que
f(@ + pw) < f(z) Vp €0, pol.
3. Une “méthode de descente" pour la rechercherdel que f(z) = irE1ff consiste & construire une suite

(zn,)n de la maniere suivante :
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(a) Initialisationzg € F;
(b) Itérationn : on supposey . ..x, connusf > 0);
i. On cherchaw,, direction de descente stricte dg
ii. Onprendz, 1 = x, + ppw, avecp, > 0 “bien choisi".

Proposition 3.16 SoientE = RY, f € C'(E,R), = € E etw € E \ {0} ; alors
1. siw direction de descente enalorsw - V f(z) <0
2. siVf(z) # 0 alorsw = —V f(x) est une direction de descente strictezen

Démonstration

1. Soitw € E '\ {0} une direction de descente eralors par définition,
Jpo > 0 tel quef(z + pw) < f(w), Vp € [0, po]-

Soit ¢ la fonction delR dansIR définie par :p(p) = f(x + pw). On ap € CHR,R) ety'(p) =
V f(z+ pw)-w. Commew est une direction de descente, on peut éciirgp) < ¢(0),Vp € [0, pol, et donc

Vp €]0, pol; M < 0;

en passant a la limite lorsqueend vers 0, on déduit que(0) < 0, c.a.d.Vf(z) - w < 0.

2. Soitw = =V f(z) # 0. On veut montrer qu'il existg, > 0 tel que sip €]0, po] alors f(x + pw) < f(z)
ou encore ques(p) < ¢(0) ol ¢ est la fonction définie en 1 ci-dessus. On@(0) = Vf(x) - w =
—|V£(z)|? < 0. Commey’ est continue, il existg, > 0 tel que sip € [0, po] alorsy’(p) < 0. Sip €]0, po]
alorsp(p) — (0) = [J ¢/ (t)dt < 0, et on adonc biep(p) < ¢ (0) pour toutp €]0, po], Ce qui prouve que
w est une direction de descente stricteren

|
Algorithme du gradient & pas fixe Soientf € C!(E,R) etE = R”". On se donng > 0.
Initialisation: zg € F,
Itérationn:  z, connu,(n > 0)
Wy = — f(zn), (3.10)

Tpil = Ty + PWy.

Théoréme 3.17 (Convergence du gradient & pas fixeJoientE = RY et f € C'(E,IR) On suppose que :
1. Ja > 0telque(Vf(z) = V() - (x —y) = allz — y[? V(z,y) € B2,
2. 3M > 0tel que||V f(z) = V()| < Mz —yl|, ¥(z,y) € E?,
alors :
1. f est strictement convexe,
2. f(x) — 400 quand|z| — +oo,
3. ilexiste un etun seul € F tel quef(z) = irE1ff (conséquencede 1. et 2.),

. 2 . .
4. si0 < p< VO; alors la suite(z,,),en construite par3.10)converge vers lorsquen — —+oo .

La démonstration de ce théoréme fait I'objet de I'exercide 7
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Algorithme du gradient & pas optimal L'idée de I'algorithme du gradient & pas optimal est d’essalg calculer
a chaque itération le parametre qui minimise la fonctiorsdairection de descente donnée par le gradient. Soient
feCYE,R)etE =RY, cet algorithme s’écrit :

Initialisation : zo € R™.
Itérationn : x,, connu
On calculew,, = =V f(x,).
On choisitp,, > 0 tel que
f(@n + pnwn) < f(zn + pwn) Vp > 0.
On poser,+1 = Ty + ppWn.
Les questions auxquelles on doit répondre pour s’assuttgiedifondé de ce nouvel algorithme sont les suivantes :
1. Existe—t-ilp,, tel quef(z,, + ppwy) < f(x, + pwy),Vp >07?
2. Comment calcule—t'op,, ?
3. Lasuite(z,, ), construite par I'algorithme converge—t—elle ?
La réponse aux questions 1. et 3. est apportée par le thésrévaat :

(3.11)

Théoréeme 3.18 (Convergence du gradient a pas optimal)
Soitf € C1(IRY,IR) telle quef(z) — +oo quand|z| — 4oco. Alors :
1. La suite(z,,)nen €st bien définie par (3.11). On choigit > 0 tel quef(z, + prwn) < f(x, + pwy)
Vp > 0 (p, existe mais n’est pas nécessairement unique).
2. Lasuite(z, )new est bornée et giz,, ) e €St une sous suite convergente,i.g, — « lorsquek — +oo,
on a nécessairemeRtf(z) = 0. De plus sif est convexe on f(z) = ]iéljgf

3. Sif est strictement convexe on a alars — = quandn — +oo, avecf(z) = injgf
R

La démonstration de ce théoréme fait I'objet de I'exerci2e@n en donne ici les idées principales.
1. On utilise 'hypothésg (z) — +oo quand|z| — +oo pour montrer que la suiter,, ),en construite par
(3.11) existe : en effet, &, connu,
lercas:sWV f(z,) =0, alorsz,4+, = x,, etdonce, = x, Vp > n,
2eme cas : sV f(z,,) # 0, alorsw,, = V f(z,,) est une direction de descente stricte.
Dans ce deuxieme cas, il existe dgrael que

f(zn + pwy) < f(zn), Vp €]0, pol. (3.12)

De plus, commev,, # 0, |z, + pw,| — 400 quandp — +oo et doncf(z, + pw,) — +oo quand
p — +oo. Il existe doncM > 0 tel que sip > M alorsf(x,, + pwy) > f(zy,). Onadonc:

inf n n) = inf n n)-
pgﬁ)\if(xﬁrpw ) ,,Elf&M]f(x + pwn)

Comme|0, M| est compact, il existg,, € [0, M] tel quef(z,, + prwy) = i[r(}fM]f(xn + pw,,). De plus
Pe M

onagrace a (3.12) qus, > 0.

2. Le point 2. découle du fait que la suitg(z,)).cn est décroissante, donc la suite, ),,cn est bornée (car
f(z) — 400 quand|z| — 4o00). On montre ensuite que 8j,, — « lorsquek — +occ alorsVf(z) = 0
(ceci est plus difficile, les étapes sont détaillées damsitEce 72).

Reste la question du calcul gg. Soit la fonction delR ;. dansIR définie par p(p) = f(x, + pw,). Comme
pn > 0etp(pn) < ¢(p) pourtoutp € IR, on anécessairemept(p,,) = Vf(x,+prwy,)-w, = 0. Considérons
le cas d’une fonctionnelle quadratiqiie, f(x) = 1 Az -z —b- z, A étant une matrice symétrique définie positive.
AlorsV f(x,) = Az, — b, etdoncV f(x,, + pnwy) - w, = (Azy, + prnAw, —b) - w, = 0. On a ainsi dans ce cas
une expression explicite gg, :
(b— Axy) - wy,
Aw, - wy,
(en effet,Aw,, - w, # 0 car A est symétrique définie positive).
Dans le cas d’'une fonctiofigénérale, on n’a pas en général de formule explicite pou©n peut par exemple le
calculer en cherchant le zéro dépar la méthode de la sécante ou la méthode de Newton. ..
L'algorithme du gradient a pas optimal est donc une méthedsidimisation dont on a prouvé la convergence. Ce-
pendant, cette convergence est lente (en général lingaiirdg plus, I'algorithme nécessite le calcul du parametre
prn Optimal.

n — )
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Algorithme du gradient & pas variable Dans ce nouvel algorithme, on ne prend pas forcément le gdram
optimal pourp, mais on lui permet d’étre variable d’'une itération a I'autr'algorithme s’écrit :

Initialisation : zo € RY.

Itération : On suppose,, connu; soitw,, = —V f(x,) ou : w, #0
(siw, = 0l'algorithme s’'arréte. (3.13)
On prendp,, > 0 tel quef(z, + prwy) < f(zn)-
On poser,+1 = Ty + ppWy.

Théoreme 3.19 (Convergence du gradient a pas variable)
Soitf € C*(IRY,IR) une fonction telle qué(x) — +oco quand|z| — +oc, alors :
1. On peut définir une suite:,),en par (3.13).
2. La suite(xy,)nen est bornée. Sk, — x quandk + oo et siVf(z,,) — 0 quandn — +oo alors
V f(z) = 0. Side plusf est convexe on f(x) = inf f
R

3. SiVf(z,) — 0 quandn — +oco et si f est strictement convexe alatg — z et f(z) = injgf.
R

Démonstration : Elle est facile a partir de la démonstration du théoremedutéat : reprendre en I'adaptant
I'exercice 72.

3.3.2 Algorithmes du gradient conjugué

La méthode du gradient conjugué a été découverte en 1952gsteres et Steifel pour la minimisation de fonc-
tionnelles quadratiques, c’est-a -dire de fonctionnelketa forme

f(a:):%Ax-x—b-x,

ol A € My(IR) est une matrice symétrique définie positiveret IR”". On rappelle (voir section (3.2.2) et
exercice (68)) qug(z) = inf f & Az =b.
RN

Définition 3.20 (Vecteurs conjugués)SoitA € My (IR) une matrice symétrique définie positive,
1. Deux vecteurs etw deIlR™ \ {0} sont ditsA-conjugués sidv - w = w - Av = 0.
2. Une famille(w™, ... w®) deRY \ {0} est dite A-conjuguée siv(? - Aw) = 0 pour tout couple
(i,5) € {1,...,p}* tel quei # j.

Proposition 3.21 Soit A € M y(IR) une matrice symétrique définie positive;!), ... w®) une famille de
RY, alors :

1. silafamille(w®, ..., w®)) estA-conjuguée alors elle est libre ;

2. dansle cas opp = N, si la famille (w™), ..., w(N)) estA-conjuguée alors c’est une base ie" .
Démonstration : Le point 2. estimmédiat dés qu’on a démontré le point 1. Ssppedonc quéw® ..., w®))

est une familleA-conjuguéeij.e. w® # 0, Vi etw® - Aw') = 0sii # j; soit (a;)i=1..., C IR, supposons
qued? | aw® =0, 0nadonc?_; a;w® - Awl) = 0 et doncajw) - Awl) = 0. Orw) - Awl) # 0
carw’) # 0 et A est symétrique définie positive. On en déduit que= 0 pourj = 1,...,p. La famille
(wD, ..., wP) estdonc libre.

Proposition 3.22 SoitA € My (IR) une matrice symétrique définie positives IR et f une fonction définie
deR”Y dansR" par f(z) = %Am -z — b - z. On suppose que la suite(™),, est définie par :

Initialisation  z(® ¢ RY
ltérationn 2™t = 2" 4 p (™ ou
1) w(™ = 0 est une direction de descente strictezéh)
2) p», est optimal dans la direction (™).
Sila famille(w(®, ..., w™=1) est une familled-conjuguée alors:("V) = z avecAz = b.
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Démonstration Soitw(™ direction de descente stricte eff”) et p,, optimal dans la direction(™ ; alorsp,, > 0
etV (z"+t1) . w™ =0, c’est-a-dire
(Az D) —p) . w(™ =0 (3.14)
On va montrer que
(Az™) —b) - w® =0, ¥p e {0,...,N —1}.

Comme(w®, ..., wN=-1) est une base di®", on en déduit alors quez) = b, c’est-a-direzV) = z.
Remarquons d’abord grace a (3.14) qde™) —b) - w¥ =1 = (. Soit maintenant < N —1.Ona:
Az —p = ANV 4 py qw™N D) — b= AzWNY — b4 oy AV,
On a donc en itérant,
Az —p = Azt —p 4 py AV 44 pPHAw(p“), Vp >1

. On en déduit que

N—-1
(AzN) —b) - w®) = Az —b) - w® + 37 (p; Aw; - w®).
Jj=p+1

Comme les directions; sont conjuguées, on a dofdz™) — b) - w® = 0 pourtoutp = 0..., N — 1 et donc
Az™N) =, [ ]

Le résultat précédent suggére de rechercher une méthodaufeisation de la fonction quadratiquéselon le
principe suivant : Pout(® ... z(") connusw®, ..., w1 connus, on cherche™ tel que :

1. w™ soit une direction de descente stricterét,

2. w(™ soit A-conjugué avea?) pour toutp < n.

Si on arrive & trouver™ on prend alors:("+t1) = (™ 4 p (™) avecp, optimal dans la directiom™). La
propriété précédente donn€") = 7 avecAz = b.

Définition 3.23 (Méthode du gradient conjugué) SoitA € My (IR) une matrice symétrique définie positive,
1
bEIRNetf(a:)ziAa:-x—b-a:.

Initialisation
Soitz(® € RY, etsoitr(® = b — 420 = -V f(2).
1) Sir(® =0, alors Az(®) = b et doncz(®) = z,
auquel cas l'algorithme s’arréte.
2) Sir(® £ 0, alors on posev(® = () et on choisitp, optimal
dans la directions(©).
On pose alorg:M) = z(9) 4 pow(®).

Itération 1 <n < N —1: (3.15)
On suppose?, ..., z(™ etw® .. w™1 connus eton pose
r() =b— Az,

1) Sir™ = 0onadz(™ = bdoncz™ =z

auquel cas l'algorithme s’arréte.

2) Sir(™ #£ 0, alors on posev(™ = (™ 4\, ;w1
avech,_; telque  w™ . Aw™1 =0,

et on choisitp,, optimal dans la directiony(" ;

On pose alors:("+t1) = () 4 p (™),

Théoréme 3.24Soit A une symétrique définie positivé,c My (IR), b € RY et f(z) = EAx -z —b-x alors
(3.15)définit une suitgz(™),,—o _, avecp < N telle quez™) = 7 avecAz = b.
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Démonstration

Initialisation Sir(® = 0, alorsAz(®) = b et doncz(®) = z auquel cap = 0. Sir® £ 0, commew®) =

@ =b— Az = —Vf(2®), w® est une direction de descente stricte ; il existe danqui minimise la

fonction o définie delR dansIR par¢(p) = f(2(©) + pw(®). La valeur dep, est obtenue en demandant que
/ _ _ NUMMO)

¢'(p) = 0, ce qui donne py = O]

rM = Az —p =0 _ pko(O), etdongr . () = 0.

Itération n

On suppose? ..., z(" etw© ...  w™ connus, et on pos€™ = b — Az,

Sir(" =0 alorsAz(™ = b et doncz(™ = z auquel cas I'algorithme s’arréte gt= n.

Si (™ = 0, on posew™ = r™ 4+ X,_;w®™ 1. Commew™1) #£ 0, on peut choisif\,_; tel quew™ -

Aw™=D =0, ca.d.(r™ + X\, _jw™ D). Aw=D =0, en prenant

. Lélémentz™) = (0 4+ pow(©) est donc bien défini. Notons que

fr(’n’) . Aw(n_l)

)\n—l = _w(nfl) ) Aw(nfl) .

Montrons maintenant que(™) est une direction de descente stricter€h. On a :

WO (VL) = 0 A Y) - (V)
(=VF(@™) + Anc1wn—1) - (=Vf(20))
IV F(@™)2 = XD - V(2.

Orw™=1 .V f(z™) = 0 carp,_, est le paramétre de descente optimak&tr ) dans la directions"~1), on
adonc:
—w™ V(™) = V) = r™)? >0

ceci donne quev(™ est une direction de descente stricteréh On peut choisip,, > 0 optimal enz(") dans la
directionw(™, et le calcul dep,, (similaire a celui de I'étape d'initialisation) donne

(n) . qp(m)
T w

b = G (3.16)
On peut donc bien définir» 1) = (") 1 p, (). Remarquons que ce choix dg entraine que

() =1 = . (3.17)

Pour pouvoir appliquer la proposition 3.22, il reste & mengue la famillew® | ..., w(™) estA-conjuguée. Ceci
est 'objet de la proposition 3.26 qui suit. Grace a cettgpsition, on obtient que $i™) # 0,n=0,..., N — 1,
la famille (w(®, ..., w™¥~1)) est doncA-conjuguée, eir(™) est une direction de descente strictec€h pour tout
n < N — 1. On en déduit par la proposition 3.22 qué") = z. "

La démonstration de la proposition 3.26 que 'on vient diser se fait par récurrence, et nécessite les petits
résultats préliminaires énonceés dans le lemme suivant :

Lemme 3.25 Sous les hypothéses et notations de la définition 3.23, on a:

(n) . p(n)
r r
r( = pn=1) 4 ,/),7,_11411)("_1)7 (3.19)
p() (=1 — (3.20)
(n) . p(n)
A T (3.21)

L= 1) pn1)°
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Démonstration :
1. Commep,, est le paramétre optimal dans la directiof?”, on sait (voir (3.16)) que

Ly

Or par définitiongw™ = () + X\, 1wV et doncw™ - (") = p() . () L X 1w=1 . () || ne reste
plus & remarquer que”~Y . (") = ( en raison de I'optimalité dg,,_; (voir (3.17)). On en déduit que

() L )

P = ) A

2. Par définitionz(™ = 2D 4 p, _jw™=D donc Az = Az("~V 4 p,_;Aw(™= 1 ce qui entraine
7"(”) e r(nfl) _|_ pnilAw(nfl).

3. Par définition, et gréace & (3.19), on a:
p(0) pn=1) — p(n=1) pn1) | A1) ()
Orw( =1 = (=1 L )\ w2 etdoncr™ V) = w1 — X\, ;w2 On en déduit que
p(0) L p(n=1) 1) =) A D) (D) () (),
Or Aw(=1 . ("=2) = g et par (3.18), on a»~ b . r(n=1) — | A= . p(n=1) =,

4. Par définition,
fr(’n’) . Aw(n_l)

w(nfl) . Aw(nfl) :

)\n—l = -

Orpar(3.19),ona:
Awr=D = L (=1 oy,
Pn—1
On conclut grace a (3.20) et (3.18). L]

Proposition 3.26 Sous les hypothéses et notations de la définition 3.23; soilN tel quel < n < N, sir(9 £ 0
pour0 < g < n, les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. r™ . w@ =0,¥g=0,...,n—1,

2. Vectr©@, ... r(™) =Vec(r©®, ... A"r©),
3. Vectw®, ..., w™) = Vec(r®, ..., A"r©),
4, w™ . Aw @D =0,Yg=0,...,n—1,

5. ¢ . p@ =0, Vg=0,...,n—1,

ol Vect(w®, ..., w™) désigne 'espace vectoriel engendré par les vectel?s, . ... w(™). En particulier, la
famille (w(©, ..., wN—1) est A-conjuguée.

L'espace Vedt(?), ..., Anr(9)) est appelé espace de Krylov.

Démonstration :

On démontre les propriétés 1. & 5 par récurrence.
Etudions tout d’abord le cas = 1. Remarquons que?) - w(®) = 0 en vertu de (3.17) (on rappelle que cette
propriété découle du choix optimal @g).
Onagrace a (3.19):
D = O — po Aw©® =+ — pyAr©)

carw® =7 0Onadond/ect(r®, rM)) = Vect(r©, Ar(®),
De plus, commey(©®) = 70 etw® =0 + X\;w® ona

Vect(r®,rMW) = Vect(w®, wM).

On en déduit que 2. et 3. sont vraies pou« 1.
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Enfin, on a bienv™ - Aw® = 0 carw® etw(®) sont conjuguées, et?) - (1) = 0 en vertu de (3.20).

On a ainsi montré que les propriétés 1. a 5. sont vérifieesnra- 1. Supposons maintenant que ces propriétés
soient vérifiées jusqu’au rang et démontrons qu’elles le sont encore au rang1.
1. En vertu de (3.19), et par les hypothéses de récurrentédl.on a :

p D) (@D = () (@) A D =0, Vg <n— 1.

De plus, (3.20) entrainé™ 1 . (") =0
2. Montrons queV ect(r(@,+(1) D) = Vect(r(©O, Ar©) | A+D0)) Pour ce faire, commengons
par remarquer que

p(ntl) ¢ Vect(r(o), Ar©® A("H)r(o)).

En effet, en vertu de (3.19), on a1 = (") — 5 Aw(™), et par hypothése de récurrence, on a
rm e Vect(r(o),Ar(O) e A"r(o)), etw™ ¢ Vect(r(o)7 Ar©) ,A”r(o)).

Montrons maintenant qué” () ¢ Vect(r(@ +() . r+1) Commer™*tD € Vect(r©, Ar(®) . A+1)5(0))
il existe une famillgag ) x=o,... n+1 telle que

n+1 n
p(ntl) — Z ozkAkr(O) = Z ozkAkr(O) + ozn+1A"+1r(0).
k=0 k=0

Or gréce a la propriété 1. on sait quet!) - (@) =0, Vg < n, et doner™®* & Vect(w®,w™® ... w(™). On
a doncay, 11 # 0, et on peut donc écrire

L(7“("“) - Z akAkr(O)) € Vect(r(o),r(l) . ,r("+1)),

On41 k—0

An+17"(0) _
par hypothése de récurrence.
3. Montrons maintenant que

Vect(w®,w® ... w™) = Vect(r(@, Ar® . AnF10),
Oona :w™th =+ 1 )\ (™) Or on vient de montrer que
D e Veet(r®, Ar® . AH1p0)))
et par hypothése de récurrenaé€?) € Vect(r(®, Ar(® ... A"+()) Onadoncbiem ™tV € Vect(r(®, Ar® . An+1p(0)),

Montrons que réciproquement?*1r(0)) € Vect(w®,w™ ... w™*tD). On a montré en 2. que

1 n
An+1’f’(0) - - ,,,(n+1) o O[kAkT'(O)).

Orr(+1) =+ — X\ 1w € Vect(w®,w® ... wtD), et

Z ozkAkr(O)) € Vect(r(o), P ,7“(")) = Vect(w(o), wh .. ,w(")),
k=0
par hypothése de récurrence. On en déduit que
A0 e Veet(w® w® L w™).

4. On veut maintenant montrer qué™ ™1 . Aw(9 = 0, Vg < n. Pourq = n, cette propriété est vérifiée en raison
du choix dew™*+1) (conjuguée avea ™). Pourg < n, on calcule :

w D L A @D = (D) Ay (@ N\ (™) A D, (3.22)

Or w™ . Aw(@ = 0 pour toutq < n — 1 par hypothése de récurrence. De plus, toujours par hypothes
récurrencew? € Vect(r(®, Ar(® . A9r(0) et donc

Aw®D e Veet(r®, Ar® . A1 O = Veet(w® ™M ... wletD),

Analyse numérique |, Télé-enseignement, L3 123 Université Aix-Marseille } R. Herbin, 12 décembre 2011



3.3. ALGORITHMES D’OPTIMISATION SANS CONTRAINTE CHAPITRB. OPTIMISATION

On a montré en 1. que™ ) . w*) = 0 pour toutk < n, on a dona-"*1) . Aw(@ = 0, et en reportant dans
(3.22), on obtient donc que™ 1 . Aw(? = 0 pour toutg < n.
5. Il reste & montrer qué™ Y . (@) = 0 pour toutg < n. Pourq = n, on I'a démontré dans le lemme 3.25. Pour
q<n-—1,0na

pFD @) = () N Aw ™)) (@) = () (D N AL (@)

Or (™ . (9 = 0 par hypothése de récurrence A&b(™ . (@) = (™) . Ar(@) ; or ArD) € Veet(r®, ... @ et
w™ . () = 0 pour toutk < n — 1 par hypothése de récurrence 1. On en déduitéfie!) - (@ = 0.
Ceci termine la démonstration de la proposition (3.26).

Remarque 3.27 (Gradient conjugué préconditionné)
r(n) . p(n) r(n) . p(n)
S ) AU =
On peut calculer le nombre d’opérations nécessaires polouter z (c.a.d. pour calculer:"), sauf dans le cas
miraculeux otz(N) = Z pourn < N) et montrer (exercice) que :

1.0navuque,,_; =

Nye = 2N3 + O(N?)

o N3 , o
On rappelle que le nombre d’opérations pour Choleski-est donc la méthode n’est pas intéressante comme
méthode directe car elle demande 12 fois plus d’opératiares@holeski.

2. On peut alors se demander si la méthode est intéressammeanéthode itérative, c.a.d. si on peut espérer que
x(") soit “proche dez" pour “n < N". Malheureusement, si la dimensidn du systéme est grande, ceci n’est
pas le cas en raison de I'accumulation des erreurs d'arroficést méme possible de devoir effectuer plus\de
itérations pour se rapprocher de Cependant, dans les années 80, des chercheurs se sons ietpte que ce
défaut pouvait étre corrigé a condition d’utiliser un “préaditionnement". Donnons par exemple le principe du
préconditionnement dit de “Choleski incomplet".

On calcule une “approximation” de la matrice de Choleskidle&.a.d. qu'on cherchd. triangulaire inférieure
inversible telle qued soit “proche” de LL?, en un sens a définir. Si on poge= L'z, alors le systéemelz = b
peut aussi s'écrird, L A(LY) "1y = L~1b, etle systeméL!)~ 'y = x est facile a résoudre cak! est triangulaire
supérieure. SoiB € M y(IR) définie parB = L~ A(L')~!, alors

Bt _ ((Lt)—l)tAt(L—l)t _ L—lA(Lt)—l — B
et doncB est symétrique. De plus,
Bz -x = LilA(Lt)*lzL' — A(Lt)*lx . (Lt)*lx,

etdoncBx-x > 0six # 0. La matriceB est donc symétrique définie positive. On peut donc applitalgorithme
du gradient conjugué a la recherche du minimum de la foncfioléfinie par

fly) = 1By-y — L7y
9

On en déduit I'expression de la suitg™),,e et donc(z(™), e
On peut alors montrer (voir exercice 77) que I'algorithmegtadient conjugué préconditionné ainsi obtenu peut
s'écrire directement pour la suit(ec(”>)n€]N , de la maniére suivante :

Itération n On poser™ = b — Az("),
on calcules(™ solution deL Lts(™ = ("),

(n) . ,.(n)
S T
A — (n) — 4(n) (n—1)
S D) etw s+ A _qw .
(n) . p(n)
Le paramétre optimap,, a pour expression p,, = ﬁ et on pose alorg(™*+1) = 2" 4 p p(7)
wn) . qpln
Le choix de la matricé, peut se faire par exemple dans le cas d’une matrice creussffertuant une factorisation

“ LL™ incompléte, qui consiste a ne remplir que certaines diadeside la matricd. pendant la factorisation, et
laisser les autres a 0.

On pose alors\,, 1 =
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On peut généraliser le principe de I'algorithme du gradeemjugué & une fonctiofi non quadratique. Pour cela,
on reprend le méme algorithme que (3.15), mais on adaptédel ce \,_; etp,.

[tération n :
Az© 2 etw® . w1 connus, on calcule™ = —V f(z(™).
Sir(™ = 0 alorsAz(™ = b etdoncz(™ = z auquel cas I'algorithme s’arréte.
Sir(™ £ 0, on posew™ = r™ 4 )\, ;w1 ol \,_; peut étre choisi de différentes maniéres :
1ére méthode (Fletcher—Reeves)
() . ()

At = T

2eme méthode (Polak—Ribiére)
(7"(”) — r(nfl)) . r(n)

e S B ey

On pose alors (1) = (™) 4 p (™) ol p, est choisi, si possible, optimal dans la directioft).
La démonstration de la convergence de I'algorithme de P&ldkére fait I'objet de I'exercice 78 page 143.

En résumé, la méthode du gradient conjugué est trés effieateld cas d’'une fonction quadratique a condition
de I'utiliser avegréconditionnement. Dans le cas d’une fonction non quiagratle préconditionnement n’existe
pas et il vaut donc mieux la réserver au casetit".

3.3.3 Meéthodes de Newton et Quasi—Newton
Soit f € C2(R™,R) etg = Vf € C*(R",R"). Onadans ce cas :

fla) = intf = gla) =0.

Si de plusf est convexe alors on@z) = 0 = f(z) = 1n£f- Dans ce cas d’équivalence, on peut employer la
R

méthode de Newton pour minimisg¢ren appliquant I'algorithme de Newton pour chercher un zé&rg & Vf.
OnaD(Vf) = H; ouHy(zx) estla matrice hessienne deenx. La méthode de Newton s’écrit dans ce cas :

(3.23)

Initialisation z(® e RY,
Itérationn Hy(x™)(zm=1 — () = —v f(x).

Remarque 3.28 La méthode de Newton pour minimiser une foncifaonvexe est une méthode de descente. En
effet, sif;(z,,) est inversible, on a™+1) — 2" = [H;(z(™)]~1(~V f(z(™)) soit encorer" V) = 2(") 4
pnw™ olp, = 1etw™ = [Hp(z™)]~ (=V f(2(™)). Si f est convexd] ; est une matrice symétrique positive
(déja vu). Comme on suppo&g (z(™)) inversible par hypothése, la matri¢é; (+(™)) est donc symétrique définie
positive.

Doncw(™ est alors une direction de descente stricte$t) # 0 (doncV f(z(™)) # 0). On en déduit que

—w™ -V f@™) = [Hp (") 7'V (™) - V(™) >0

ce qui est une condition suffisante pour quf& soit une direction de descente stricte.
La méthode de Newton est donc une méthode de descente @vee —H ¢ (z(™)(V f(z()) etp,, = 1.

On peut aussi remarquer, en vertu du théoreme 2.16 page &3j fl& C3(IRN, R), siz esttel quev f(z) =0
etsiH;(z) = D(Vf)(z) estinversible alors il existe > 0 tel que sizg € B(z,¢), alors la suitgz(™),, est
bien définie par (3.23) et(™) — Z lorsquen — +oc. De plus, d’aprés la proposition 2.14, il existe> 0 tel que
lz(*tD) — 7| < Bz — z|? pour toutn € IN.

Remarque 3.29 (Sur I'implantation numérique) La convergence de la méthode de Newton est trés rapide, mais
nécessite en revanche le calculHe(x), qui peut s’avérer impossible ou trop colteux.

On va maintenant donner des variantes de la méthode de Ngwitéritent le calcul de la matrice hessienne.
Proposition 3.30 Soientf € C'(RY,R), z € R" tel queVf(z) # 0, et soitB € My(IR) une matrice

symétrique définie positive ; alots = — BV f(z) est une direction de descente strictezen
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DémontrationOna :w-V f(z) = =BV f(z)-Vf(x) < 0 carB est symétrique définie positive®tf (x) # 0 donc
w estune direction de descente stricteceBn effet, soitp la fonction deR dansR définie parp(p) = f(x+ pw).
Il est clair quep € CH(IR,IR), ¢'(p) = Vf(z + pw) - wety'(0) = Vf(z) -w < 0. DoncIpy > 0 tel que
¢'(p) < 0sip €]0,po[. Par le théoréme des accroissements fipip) < ¢(0) Vp €]0, po[ doncw est une
direction de descente stricte. [

Méthode de Broyden Lapremiere idée pour construire une méthode de type quagioNest de prendre comme
direction de descente er™ le vecteurw™ = —(B™)~1(V f(2(™)) ou la matriceB™) est censée approcher
Hg(z(™) (sans calculer la dérivée secondefgeOn suppose (™, z("=1) et B(»~1) connus. Voyons comment
on peut détermineB("). On peut demander par exemple que la condition suivanteatisfaite :

V(™) - VD)= B (M — gDy, (3.24)

Ceci est un systeme & équations etV x N inconnues, et ne permet donc pas de déterminer entierement |
matrice B si N > 1. Voici un moyen possible pour déterminer entieremBfit), di & Broyden. On pose
s = g™ — (=1 "on suppose que™ # 0, et on posg/™ = V f(x(™) — V f(x,,_1). On choisit alorsB (™)

telle que :

(m) gn) — ()
{B s =y (3.25)

BMg =B vg | s

On a exactement le nombre de conditions qu'il faut avec §386r déterminer entieremeB{™ . Ceci suggére la
méthode suivante :

Initialisation Soientz(®) € R et B(®) une matrice symétrique définie positive. On pas€ = (B()~1(—Vf(z(®));
alorsw(®) est une direction de descente stricte saif £{=(?)) = 0.
On pose alorg(M) = (0 4 p0(0) o0 p®) est optimal dans la directian(®) .
Itération 7 On suppose:™, (=1 et B(»~1) connus,(n > 1), et on calculeB™~Y par (3.25). On pose
w™ = —(BM)=1(V f(2(™)). On choisitp™ optimal enz(™) dans la directiom"™), et on pose:(" 1) =
Le probléme avec cet algorithme est que si la matricé3&st ) symétrique définie positive, la matrid&™ ne

I'est pas forcément, et donc™) n’est pas forcément une direction de descente stricte. Qfona modifier cet
algorithme dans ce qui suit.

Méthode de BFGS La méthode DFGS (de BroydénFletche?, Goldfarb® et Shannd) cherche a construire
B™) proche deB("~ 1, telle queB(™ vérifie (3.24) et telle que sB("~1) est symétrique définie positive alors
B(™) est symétrique définie positive. On munit y (IR ) d’une norme induite par un produit scalaire, par exemple

1/2
siA e My(R) etA = (a;;)ij=1,...~ On prend||A|| = (foj:l aij) . My (IR) est alors un espace de
Hilbert.

On suppose:™, ("= B("=1) connus, et on définit
C, = {B € My (IR)|B symétrique, vérifiant (3.24)

qui est une partie da/y (IR) convexe fermée non vide. On choisit ald§") = P, B~ ot P, désigne la
projection orthogonale suf,,. La matriceB(") ainsi définie existe et est unique; elle est symétrique éspe
choix deC,,. On peut aussi montrer queBi™—1) symétrique définie positive alo/3(™ I'est aussi.

Avec un choix convenable de la norme sufy (IR ), on obtient le choix suivant dB(™ sis(™) #£ 0 etV f(z(™)) #
0 (sinon l'algorithme s’arréte) :

y(n)(y(n))t B B(n—l)s(n)(S(n))tB(n—l)

() _ pin-1)
B =B iy (500) B 500

(3.26)

1. Broyden, C. G., The Convergence of a Class of Double-raiminhization Algorithms,Journal of the Institute of Mathematics and Its
Applications1970, 6, 76-90

2. Fletcher, R., A New Approach to Variable Metric AlgoritspComputer Journal 1970, 13, 317-322

3. Goldfarb, D., A Family of Variable Metric Updates Deriviy Variational Means, Mathematics of Computation 1970,23426

4. Shanno, D. F.,Conditioning of Quasi-Newton Methods fané¢tion Minimization , Mathematics of Computation 1970, 847-656
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L'algorithme obtenu est I'algorithme de BFGS.
Algorithme de BFGS

Initialisation  On choisitz(®) € RV et
B symétrique définie positive
( par exempleB(?) = Id) et on pose
w® = —BOV f(2(0)
siVf(z(®) # 0, on choisitp(®) optimal
dans la direction(?), et donc
w® est une direction de descente stricte.
On poserM) = z(0) 4 p(0)4,(0),
ltérationn A z("), z(»=D etB,_; connus (n > 1) (3.27)
On suppose
s = g — g(n=1) () — ¥ f(z) — Vf(zn1)
sis™ £ 0etVf(z™) #£0,
on choisitB™ vérifiant (3.26)
On calculew™ = —(BM)=1(V f(z(™))
(direction de descente stricte efi")).
On calculep™ optimal dans la direction (")
et on pose: (1) = z(") 4 p(n)gy(n)

On donne ici sans démonstration le théoréme de convergeiveas:

Théoréme 3.31 (Fletcher, 1976Bo0it f € C*(IRY,IR) telle quef(z) — +oo quand|z| — +oo. On suppose de
plus quef est strictement convexe (donc il existe un unigueIR” tel quef(z) = infr ~ f) et on suppose que
la matrice hessienn& ;(z) est symétrique définie positive.

Alors siz(® € R” et siB(® est symétrique définie positive, I'algorithme BFGS défirgihtune suite:(™) et on
az(™) — z quandn — 400

De plus, siz(™) # z pour toutn, la convergence est super linéaire i.e.

x(n+1) — T

%l — 0 quandn — +00.
'\ —x

Pour éviter la résolution d’un systéme linéaire dans BFGSpeut choisir de travailler syB(™)~! au lieu de
BM),

Initialisation Soitz(® € RY et K(9) symétrique définie positive

telle quep, soit optimal dans la direction- KOV f(2(0)) = w(©

20 = 20) 4 po©

Itération n: A 2™, z(»=1 K (=1 connusp > 1,

on poses™ = z(™ — x(n=1) 4 = ¥ f (M) -V f(zxnD) (3.28)
etK(™ = P, K",

On calculew™ = — K™V f(z(™)) et on choisitp,,

optimal dans la direction(™).

On pose alors ("1 = z(") 4 p (),

Remarquons que le calcul de la projectioniée K (" —1) peut s’effectuer avec la formule (3.26) ot on a remplacé
B(™=1 par K("=1) Malheureusement, on obtient expérimentalement une cgenee nettement moins bonne
pour I'algorithme de quasi-Newton modifié (3.28) que poalgorithme de BFGS (3.26).

3.3.4 Résumé sur les méthodes d’optimisation

Faisons le point sur les avantages et inconvénients de®deitgu’on a vues sur I'optimisation sans contrainte.

Méthodes de gradient :Ces méthodes nécessitent le calcuNdg(z(™). Leur convergence est linéaire (donc
lente).
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Méthode de gradient conjugué :Si f est quadratique (c.a.d(x) = - Az - — b - = avecA symétrique définie
positive), la méthode est excellente si elle est utiliséeawn préconditionnement (poty grand). Dans le
cas général, elle n’est efficace qué\sn’est pas trop grand.

Méthode de Newton :La convergence de la méthode de Newton est excellente (gmmee localement quadra-
tique) mais nécessite le calcul @& (z(™)) (et deV (™). Si on peut calcule ; (z(™)), cette méthode est
parfaite.

Méthode de quasi Newton 1’ avantage de la méthode de quasi Newton est qu’on ne cajoe¥ f (™)) et pas
Hf(x(”>)). La convergence est super linéaire. Par rapport a une néttegradient ol on calcule™ =
—Vf(z(™), laméthode BFGS nécessite une résolution de systémertnéd”) = (B(")~1(=V f(z(™)).

Quasi—Newton modifié :

Pour éviter la résolution de systéme linéaire dans BFGSeahghoisir de travailler sy3(™) " au lieu de
B pour obtenir I'algorithme de quasi Newton (3.28). Cependan perd alors en vitesse de convergence.

Comment faire si on ne veut (ou peut) pas calcule’V f (z(™)) ? On peut utiliser des “méthodes sans gradient",
c.a.d. qu’on choisia priori les directionss(™ . Ceci peut se faire soit par un choix déterministe, soit jpar u
choix stochastique.

Un choix déterministe possible est de calcut€é en résolvantV problémes de minimisation en une di-
mension d’espace. Pour chaque directiea 1, ..., N, on prendw(™?) = ¢;, ole; est lei-eme vecteur de
la base canonique, et pous= 1,..., N, on cherch® € IR tel que :

f(argn),a:gn),...,9,...,x5\7)) < f(argn),xgn),...,t,...,xg\?)),vt €R.

Remarquons que giest quadratique, on retrouve la méthode de Gauss Seidel.

3.4 Optimisation sous contraintes
3.4.1 Définitions

Soit E = R™, soit f € C(E,IR), et soitK un sous ensemble d&. On s'intéresse a la recherche@e K tel
que:

ue K
f(@) = i%ff (3.29)

Ce probléeme est un probléme de minimisation avec contréintésous contrainte") au sens ou I'on cherehgui
minimise f en astreignant a étre dang<’. Voyons quelques exemples de ces contraintes (définiesepaemble
K), gqu’on va expliciter a I'aide degfonctions continues; € C(E,IR)i=1...p.

1. Contraintes égalités.On poseK = {z € E, g;(z) = 0i = 1...p}. On verra plus loin que le probléme de
minimisation def peut alors étre résolu grace au théoreme des multiplicatiutagrange (voir théoréme
3.38).

2. Contraintes inégalités.On poseK = {z € F, g;(z) <0i=1...,p}. Onverra plus loin que le probléme
de minimisation def peut alors étre résolu grace au théoreme de Kuhn—Tuckertdareme 3.42).

— Programmation linéaireAvec un tel ensemble de contrainti€ssi de plusf est linéaire, c’est-a-dire qu'il
existeb € R™ tel quef(z) = b - x, et les fonctiong; sont affines, c’est-a-dire qu'il existe € R”Y
ete¢; € R tels queg;(z) = b; - x + C;, alors on dit qu'on a affaire un probléme de “programmation
linéaire". Ces problemes sont souvent résolus numériguieariaide de I'algorithme de Dantzig, inventé
vers 1950.

— Programmation quadratiquéivec le méme ensemble de contraini€s si de plusf est quadratique,

. . 1 . . .
c’est-a-dire sif estde la formg (z) = §Ax -x —b -z, etles fonctiong; sont affines, alors on dit qu’'on
a affaire un probléme de “programmation quadratique".

3. Programmation convexeDans le cas oif est convexe ek’ est convexe, on dit qu’on a affaire un probléme
de “programmation convexe".
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3.4.2 Existence — Unicité — Conditions d’optimalité simple
Théoréme 3.32 (Existence)SoitE = RV et f € C(E,R).
1. SiK estun sous-ensemble fermé born&talors il exister € K tel quef(z) = i%ff.

2. SiK estun sous-ensemble fermédeet si f est croissante a l'infini, c’est-a—dire qy€z) — +oo quand
|x] — 400, alors 3z € K tel quef(z) = i%ff

Démonstration

1. Si K est un sous-ensemble fermé bornéKjecommej est continue, elle atteint ses bornes &ird’ou
I'existence dex.

2. Si f est croissante a l'infini, alors il exist®8 > 0 tel que si|jz|| > R alors f(z) > f(0); doncijr}ff =
Kir% f, ouBpr désigne la boule de centre 0 et de rayari’'ensemble/ N By est compact, car intersection
R
d’'un fermé et d’'un compact. Donc, par ce qui précede, il exist K tel quef(z) = Kir?é f= ié’lff.
R R
|

Théoréme 3.33 (Unicité)Soit E = R™ et f € C(E,IR). On suppose qug est strictement convexe et ghieest
convexe. Alors il existe au plus un élémemte K tel quef(z) = i%ff.

Démonstration
Supposons que et soient deux solutions du probleme (3.29), aveg -

_ 1 1, _ . N o
Alors f(3z +13) < §f(a’:) + §f(;) = i?{ff . On aboutit donc a une contradiction. n

Des théoremes d’existence 3.32 et d'unicité 3.33 on déduitédiatement le théoréme d’existence et d’unicité
suivant :

Théoréme 3.34 (Existence et unicitéBoientE = RY, f € C(E,R") une fonction strictement convexelt
un sous ensemble convexe ferm@&d&i K est borné ou sf est croissante a I'infini, c’est-a—dire $ix) = +oo
quand||z| — oo, alors il existe un unique élémentde K solution du probléme de minimisati¢8.29) i.e. tel
quef(z) = inff

Remarque 3.350n peut remplacei? = IRY par E espace de Hilbert de dimension infinie dans le dernier
théoréme, mais on a besoin dans ce cas de I'hypothése dex@érdef pour assurer I'existence de la solution
(voir cours de maitrise).

Proposition 3.36 (Condition simple d’optimalité) SoientE = R", f € C(E,R) etz € K tel quef(z) =
i%ff. On suppose qug est différentiable e

1. Siz e K alorsVf(z) = 0.
2. SiK estconvexe, alory f(z) - (z — z) > 0 pour toutr € K.

Démonstration

1. Siz e IO{ alors il existes > 0 tel queB(z,e) C K et f(z) < f(x) Vz € B(z,¢). Alors on a déja vu (voir
preuve de la Proposition 3.3 page 112) que ceci impliqyiéz) = 0.

2. Soitz € K. Commez réalise le minimum d¢ surK,ona:f(z +t(x — ) = f(tz + (1 — t)T) > f(T)
pour toutt €]0, 1], par convexité dé{. On en déduit que

f@ 4tz — 7)) - f(%)
t

> 0 pour toutt €]0, 1].

En passant a la limite lorsqueéend vers 0 dans cette derniére inégalité, on obti®nf(z) - (x — z) > 0.
|
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3.4.3 Conditions d’optimalité dans le cas de contraintes @jté

Dans tout ce paragraphe, on considérera les hypothésemgbns suivantes :

feCMRY,R), gic C'(RY,R), i=1...p;
K={ueR"Y, gi(u)=0 Yi=1...p}; (3.30)
g = (917 R 5gp)t € Cl(IRN7IRp)

Remarque 3.37 (Quelques rappels de calcul différentiel)

Commey € C'(RY,IR?), siu € R™, alors Dg(u) € £L(IRY,IR?), ce qui revient & dire, en confondant I'appli-
cation linéaire Dg(u) avec sa matrice, qu®g(u) € M, y(IR). Par définition,Im(Dg(u)) = {Dg(u)z, z €
RN} ¢ R?, etrang Dg(u)) = dim(Im(Dg(u))) < p. On rappelle de plus que

oz’ T Oxn
Dg(’u,)z cee .'_7 )

90 .. 99

oz’ T Oxn

et que rang Dg(u)) < min(N, p). De plus, sirang Dg(u)) = p, alors les vecteur§Dg;(u));=1.., Sont linéai-
rement indépendants daiis" .

Théoreme 3.38 (Multiplicateurs de Lagrange)Soitu € K tel quef(u) = i%ff. On suppose qug est différen-
tiable ena etdim(Im(Dg(u)) = p (ourang(Dg(a)) = p), alors :

P
il existe(Ar, ..., Ap)" € RP telsqueV f(@) + > A Vgi(1) = 0.
=1

(Cette derniére égalité a lieu dafid’")

Démonstration Pour plus de clarté, donnons d’abord une idée “géométrigada démonstration dans le cas
N =2etp=1.0nadanscecas € C'(IR*,R) etK = {(z,y) € R? g(z,y) = 0}, et on cherches € K
tel quef(u) = i%ff. Tragons dans le repé(e, y) la courbeg(z,y) = 0, ainsi que les courbes de niveau fle

Si on se “promeéne" sur la courlgéx, y) = 0, en partant du poink, vers la droite (voir figure 3.1), on rencontre
les courbes de niveau successives @ on se rend compte sur le dessin que la valeur minimale cunel irsur

la courbey(z,y) = 0 est atteinte lorsque cette courbe est tangente a la counieetri def : sur le dessin, ceci
correspond au poin®; ou la courbey(z,y) = 0 est tangente a la courlfgz, y) = 3. Une fois qu’on a passé ce
point de tangence, on peut remarquer gmigmente.

On utilise alors le fait que sp est une fonction continiment différentiable B¢ dansiR, le gradient dep est
orthogonal a toute courbe de niveau gec’est-a-dire toute courbe de la forméx,y) = ¢, ouc¢ € IR. (En
effet, soit(z(t),y(t)), ¢ € IR un paramétrage de la courbér,y) = ¢, en dérivant par rapport@ on obtient :
Vg(z(t),y(t)) - (2'(¢),y'(t))" = 0). En appliquant ceci & etg, on en déduit qu'au point de tangence entre une
courbe de niveau dg¢ et la courbgy(z,y) = 0, les gradients d¢ et g sont colinéaires. Et donc Sig(u) # 0, il
existel # 0 tel queV f(u) = AVg(u).

Passons maintenant & la démonstration rigoureuse du théat@ns laquelle on utilise le théoreme des fonctions
implicites®.

Par hypothéseDg(a) € L(IRY,IRP) et Im(Dg(u)) = IRP. Donc il existe un sous espace vectoriede IR

de dimensiorp, tel queDg(u) soit bijective deF’ dansIR?. En effet, soit(e; .. .e,) la base canonique d&?,
alors pour tout € {1,...p}, il existey; € R™ tel queDg(Z)y; = e;. Soit F' le sous espace engendré par la
famille {y: ...y, }; on remarque que cette famille est libre, cap3i_, \;y; = 0, alors>_?_; \;e; = 0, et donc

A; = 0 pour touti = 1,...p. On a ainsi montré I'existence d’'un sous espétde dimensiomn telle queDg(T)

soit bijective (car surjective) d& danslR?.

5. Théoréme des fonctions implicitesSoientp et ¢ des entiers naturels, sditc C1(IR? x IR?,IRP), et soient(z, 7) € IRY x IR? et
¢ € IRP tels queh(z, §) = c. On suppose que la matrice de la différentidlleh(z, 7)(€ Mp(IR)) est inversible. Alors il existe > 0 et
v > 0 tels que pour tout € B(Z, <), il existe un uniquey € B(y, v) tel queh(z,y) = c. on peut ainsi définir une applicatiehde B(z, <)
dansB(7,v) paré(z) = y. Onag(z) = g, ¢ € C(RP,IRP) et Dp(z) = —[Dah(z, ¢p(x))] "' - D1h(z,¢(2)).
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X _ f(z) =5

FIGURE 3.1 — Interprétation géométrique des multiplicateurs dgraage

Il existe un sous espace vectoiigteR”", tel queR" = F @ G. Pourv € F etw € G'; on posej(w, v) = g(v+
w) etf(w,v) = f(v+w).Onadongf € C(Gx F, R) etg € C*(G x F, R). De plus,Dag(w,v) € L(F, IRP),
et pour toutz € F', on aDyg(w,v)z = Dg(v + w)z.

Soit (v,w) € F x G tel queu = v + w. Alors Dyg(w, v)z = Dg(u)z pour toutz € F. L'application Dy g(w, v
est une bijection dé” surIR?, car, par définition dé", Dg(z) est bijective d&" surIR?.

On rappelle quél = {u € R” : g(u) = 0} et on définitk = {(w,v) € G x F, g(w,v) = 0}. Par définition de

fetdeg,ona
(0,7) € K
{ flw,v) < f(w,v) Y(w,v) € K (3.31)

D’autre part, le théoréme des fonctions implicites (voitende bas de page 130) entraine I'existence de0 et
v > 0 tels que pour touty € B (w, €) il existe un uniquey € Br(v,v) tel queg(w,v) = 0. On notev = ¢(w)
et on définit ainsi une applicatiahe C*(Bg(w, ), Br(v,v)).

On déduit alors de (3.31) que:

f@, ¢(w)) < f(w,¢(w))), Yw € Bg(w,e),
et donc
f(@) = f(@+ ¢(w)) < f(w+ ¢(w)), Vw € Ba(w, ).
En posant)(w) = f(w, ¢(w)), on peut donc écrire

Y(w) = f(0,p(w)) < (w), Yw € Bg(w,e).

On a donc, grace a la proposition 3.36,
Dy(w) = 0. (3.32)

Par définition de), de f et deg, on a:

Dy(w) = D1 f(@, ((w)) + D2 f (@, p(w)) D(@).

D’aprés le théoréme des fonctions implicites,

De(w) = ~[Dag(w, ¢((w))] " D1g(w, 6((@)).
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On déduit donc de (3.32) que
D1 f(, ¢((w))w — [Dag(@, ¢((@))] ™' D1g(w, 6((w))w = 0, pour toutw € G. (3.33)
De plus, commeD,g(w, ¢((w))] =L D2g(w, ¢((w)) = Id, ona:
Dsf(w, ¢((w))z — Daf (w, ¢((@)) Dag(w, ()] D2g(w, ¢((w))z = 0, ¥z € F. (3.34)

Soitz € RY, et(z,w) € F x G tel quez = z + w. En additionant (3.33) et (3.34), et en notant=
— Dy f (w0, ¢((w)) D2g(w, ¢((w))]~*, on obtient :

Df(u)x + ADg(u)z =0,
ce qui donne, en transposad® (u) + > 0_ A\;Vg;(a) = 0, avecA = (A1,...,\,).

Remarque 3.39 (Utilisation pratique du théoréme de Lagrang) Soit f € CY(IRY,R), g = (g1,.--,9,)
avecg; € C(RY IR) pouri =1,...,p., etsoitk = {u e RY, g;(u) =0, i=1,...,p}.
Le probléme qu’on cherche a résoudre est le probléme de nisition (3.29)qu’on rappelle ici :

ieK
f(u) = inff

D'apres le théoreme des multiplicateurs de Lagrange; est solution d€3.29)et Im(Dg(u)) = IRP, alors il

existe(\1, ..., \,) € IRP tel queu est solution du probléme
8f 9gi
i = ..N
oz, T Z 5 0 ! (3.35)

gi(u) =0, i=1,.
Le system¢€3.35)est un systeme non linéaire de(@é-+p) equatlons etdN+p)inconnuesz, ..., Ty, ;... Ap).
Ce systeme sera résolu par une méthode de résolution dengysten linéaire (Newton par exemple).

Remarque 3.400n vient de montrer que §isolution de(3.29)et Im(Dg(z)) = IR?, alors solution de(3.35)
Par contre, siz est solution d€3.35) ceci n’entraine pas que est solution d€3.29)

Des exemples d’application du théoreme des multiplicatdarLagrange sont donnés dans les exercices 83 page
145 et 84 page 146.

3.4.4 Contraintes inégalités

Soitf € C(RY,R) etg; € CY(RY,IR) i =1,...,p, on considére maintenant un ensemklele la forme :
K ={zeR"Y, gi(z) <0Vi=1...p}, eton cherche arésoudre le probléme de minimisation (3LASgrit :

{xEK
f(@) < f(z), Vxe K.

Remarque 3.41 Soitz une solution d¢3.29)et supposons qug(z) < 0, pour tout: € {1,...,p}. Il existe alors
e > 0 tel que siz € B(z,¢) alorsg;(x) < 0 pourtouti =1,...,p.

Onadoncf(z) < f(x) Va € B(z,c). On estalors ramené a un probleme de minimisation sans coitgraet si
i f estdifférentiable e, on a doncV f(z) = 0.

On donne maintenant sans démonstration le théoreme de Riitker qui donne une caractérisation de la solution
du probléme (3.29).

Théoréme 3.42 (Kuhn—Tucker) Soit f € C(R”Y,IR), soitg; € C'(R™,IR), pouri = 1,...,p, et SoitK =
{z e RY, gi(z) <0 Vi =1...p}. On suppose qu'il existg solution de(3.29) et on posel(z) = {i €
{1,...,p};]9:(%) = 0}. On suppose qu¢ est différentiable e et que la famille (ddR™) {Vg;(z),i € I(z)}
est libre. . Alors il existe une famille\; );c;z) C IR, telle que

Z Av‘gz =

1€I(x)
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Remarque 3.43 1. Le théoreme de Kuhn-Tucker s’applique pour des enserdblesntrainte de type inéga-
lité. Sion a une contraite de type égalité, on peut évidenegramener a deux contraintes de type inégalité
en remarquant quéh(z) = 0} = {h(z) <)} N{—h(z) < 0}. Cependant, sion posg = h etgs = —h,
on remarque que la famill¢Vg,(z), Vg2(Z)} = {Vh(Z), —Vh(z)} n'est pas libre. On ne peut donc pas
appliquer le théoreme de Kuhn-Tucker sous la forme donnéegdemment dans ce cas (mais on peut il
existe des versions du théoréme de Kuhn-Tucker perme#drditer ce cas, voir Bonans-Saguez).

2. Dans la pratique, on a intérét a écrire la conclusion dudiéme de Kuhn-Tucker (i.e. I'existence de la
famille (\;);c1(z)) sous la forme du systeme de+ p équations e2p inéquations a résoudre suivant :

i=1...p ¢(Z) <0 i=1...p
Ai>0

3.5 Algorithmes d’optimisation sous contraintes

3.5.1 Méthodes de gradient avec projection
On rappelle le résultat suivant de projection sur un confesmé :

Proposition 3.44 (Projection sur un convexe fermé) SoitE' un espace de Hilbert, muni d’'une norihd induite
par un produit scalaire(., .), et soit/X’ un convexe fermé non vide @ Alors, toutz € F, il existe un unique
xo € K tel queljz — o] < ||z — y|| pour touty € K. On notexy, = px(z) la projection orthogonale de sur
K.On aégalement :

2o = pr(x) si et seulement $ic — zg, 20 —y) >0, Vy € K.

Dans le cadre des algorithmes de minimisation avec comgaique nous allons développer maintenant, nous
considérerongz = RY, f ¢ C'(IRY,IR) une fonction convexe, &k fermé convexe non vide. On cherche a
calculer une solution approchée @esolution du probleme (3.29).

Algorithme du gradient & pas fixe avec projection surk’ (GPFK) Soitp > 0 donné, on considére I'algorithme
suivant :
Algorithme (GPFK)
Initialisation: xg € K
[tération :
x,, connu Tnt1 = pr(Tn — pV f(zn))
ol pg est la projection suk définie par la proposition 3.44.

Lemme 3.45 Soit(x,, ),, construite par I'algorithme (GPFK). On suppose qug — x quandn + co. Alors x est
solution de(3.29)

Démonstration :
Soitpx : RY — K c IR” la projection sutk” définie par la proposition 3.44. Alogs est continue. Donc si
x, — x quandn — +oo alorsz = px(x — pVf(x)) etx € K (carz,, € K et K est fermé).
La caractérisation dex (z — pV f(z)) donnée dans la proposition 3.44 donne alors :
(x — pVf(z) —xz/x —y) > 0 pour touty € K, et commep > 0, ceci entrainéV f(x)/z — y) pour touty € K.
Or f est convexe dong(y) > f(x) + Vf(z)(y — x) pour touty € K, etdoncf(y) > f(x) pour touty € K, ce
qui termine la démonstration.

|

Théoréme 3.46 (Convergence de l'algorithme GPFK)
Soitf € C*'(RY,IR), et K convexe fermé non vide. On suppose que :
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1. il existea > 0 tel que(V f(x) — Vf(y)|lz — y) > alz — y|?, pour tout(z,y) € RY x RY,
2. ilexisteM > 0tel que|V f(z) — Vf(y)| < M|z — y| pour tout(z,y) € RY x RY,

alors :
1. il existe un unique élémente K solution de(3.29)

: 2 . e :
2.s5i0<p< VO;, la suite(z,,) définie par I'algorithmeg G P F K') converge vers: lorsquen — +oo.

Démonstration :

1. La condition 1. donne qugest strictement convexe et qyiér) — +oo quandjz| — +oco. CommekK est
convexe fermé non vide, il existe donc un unigusolution de (3.29).

2. On pose, pour € RY, h(z) = px(xz — pVf(x)). On a donce,1 = h(z,). Pour montrer que la suite
(zn)new converge, il suffit donc de montrer qhieest strictement contractante des que

2a
Grace au lemme 3.47 démontré plus loin, on saitjguest contractante. Gr est définie par :
h(z) = prc(h(z)) oUh(x) =z — pV f(x).

On a déja vu qué est strictement contractante si la condition (3.36) edfigér(voir théoréme 3.17 page 117 et
exercice 70 page 139), et plus précisément :

h(z) = h(y)| < (1 = 2ap + M?p?)|z — y[*.
On en déduit que :

[h(x) = h(m)* < Ipx (h(x)) = prc (h())]* < [A(@) = h(m))]* < (1 = 2ap + p*M?)|z — y[.

L'application 2 est donc strictement contractante dés Que 2%. La suite(z,,),en converge donc bien vers

r=2

Lemme 3.47 (Propriété de contraction de la projection orthgonale) SoitE un espace de Hilberl; || la norme
et(-,-) le produit scalaire,K” un convexe fermé non vide deetp la projection orthogonale suk” définie par
la proposition 3.44, alordp (z) — px (y)|| < ||z — y|| pour tout(x,y) € E2.

Démonstration CommeF est un espace de Hilbert,

Ipk (z) = pr W) = (px () — pr (V) IpK () — P (1))

On adonc

I?= (r(@)—z+2z—y+y—px)lpx(z) — pr(y))

= (pr(2) —z|px(z) —pr(y))E + (* — ylpx (z) — pKr(y))+
(v — pr (W) |pK (z) — K (v)).

P (z) — pr(y)

Or (px (z) — zlpx (z) — pr(y)) = 0 €ty — px (y)|px (x) — px (y)), d'ol:

lpx(z) = pr (W) < (= —ylpr(z) — P (v)),

et donc, grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

Ipx (2) = pre W) I<[lz =yl Ipx () — pr )] < [l =yl
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Algorithme du gradient a pas optimal avec projection sur K (GPOK)
L'algorithme du gradient & pas optimal avec projection&us’écrit :
Initialisation x¢ € K
Itération x, connu
wy, = =V f(z,); calculer p,, optimal dans la directiow,,
Tn+1 = PK (xn + pnwn)

La démonstration de convergence de cet algorithme se dislaélle de I'algorithme a pas fixe.
Remarque 3.480n pourrait aussi utiliser un algorithme de type Quasi—Nawavec projection suk'.

Les algorithmes de projection sont simples a décrire, nmulévent deux questions :
1. Comment calcule-t-opg ?
2. Que faire siK n’est pas convexe ?

On peut donner une réponse a la premiere question dans Isisrqass :
lercas Onsupposeiciqieé=Ct = {z ¢ RY, z = (21,...,2,)" x; >0 Vi}.

Siy e RY y= (ys1...yn)*, on peut montrer (exercice 3.6 page 147) que

~ CRY et(B;)i=1...~ € R tels quen; < ; pourtouti = 1,..., N. Si

K = H [, Bil,

i=1,N

2éme cas Solitw;)i—1

alors
(pK(y))7 = max(ai, min(yia ﬁz))7 V'L = 17 s N

Dans le cas d’un convexg plus “compliqué”, ou dans le cas dtin’est pas convexe, on peut utiliser des méthodes
de dualité introduites dans le paragraphe suivant.

3.5.2 Méthodes de dualité

Supposons que les hypotheses suivantes sont vérifiées :

feC (R, R),
gi € C{(RYN, R), (3.37)
K={zeR"Y, gi(x) <0 i=1,...,p}, etK estnon vide.

On définit un probleme “primal” comme étant le probleme deimigation d’origine, c’est-a—dire

7 €K,
{ f(z) < f(z), pour toutz € K, (3.38)

On définit le “lagrangien” comme étant la fonctibrdéfinie delR™Y x IR? dansIR par :
P
L(z,A) = f(@) + A~ g(x) = f(x) + Y Niga(2), (3.39)
1=1

avecg(x) = (g1(x), ..., gp(x))t etA = (A1 (x),..., A\p(2))"
On noteC* I'ensemble défini par
Ct={NeRP, A= (\1,...,\p)",\; > 0pourtouti = 1,...,p}.

Remarque 3.49Le théoréme de Kuhn-Tucker entraine qué st solution du probléme priméB.38)alors il
exister € C* tel queD1L(Z, \) = 0 (c’est-a—direD f(Z) + X - Dg(Z) = 0) et - g(z) = 0.
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On définit alors I'applicationV/ deIR? dansIR. par :

M(X) = inf L(z,\), pourtouth € R”. (3.40)
zeRN
On peut donc remarquer que (\) réalise le minimum (erx) du probleme sans contrainte, qui s'écrit, pour
A € RP fixé :
zeRY
{ L(x,\) < L(y, \) pour toutz € R”, (3.41)

Lemme 3.50 L'application M de IR” dansIR définie par(3.40)est concave (ou encore I'applicatiod/+ est
convexe), c'est—a—dire que pour toligu € IR” et pour toutt €]0,1[ on aM (tA + (1 — t)p) > tM(X) + (1 —
H)M(u)

Démonstration :
Soit A, u € IRP ett €]0, 1[; on veut montrer qué/ (tA + (1 — t)u) > tM(N) + (1 — )M (u).
Soitz ¢ RY, alors :

Lz, tA+ (1 =t)p) = f(z) + (A + (1 —1)u)g()
tf(z) + (A=) f (@) + (A + (1 = t)p)g().

On a doncL(z,tA + (1 — t)u) = tL(z, \) + (1 — ¢)L(x, ). Par définition deM, on en déduit que pour tout
zeRY,

Lz, A+ (1 —t)u) > tM\) + (1 —t)M(p)
Or, toujours par définition dé/,

M(EA+ (1= t)u) = inf Ll A+ (L= 1)) > EM(N) + (1= )M (p).

On considére maintenant le probléme d’optimisation dieltisuivant :

peCTt,
{ M) > M()) Ve CH. (3.42)
Définition 3.51 SoitL : RY x R? — IR et(z,u) € RY x C*. On dit que(z, 1) est un point sellede L sur
RY x C* si
L(z,\) < L(x, ) < L(y, 1) pour touty € IR et pour tout\ € C™.

Proposition 3.52 Sous les hypothésé3.37) soit L définie parL(z, \) = f(z) + Ag(z) et (z, u) € RY x C+
un point selle d& surlR™ x C+.
alors

1. 7 est solution du problem@.38)
2. p est solution dé€3.42)
3. T est solution du problem@.41)avec\ = .

On admettra cette proposition.

Réciproquement, on peut montrer que (sous des hypothesesmables suf et g), si u est solution de (3.42), et
si z solution de (3.41) avekt = p, alors(z, 1) est un point selle dé, et donct est solution de (3.38).

De ces résultats découle I'idée de base des méthodes deédwalicherche solution de (3.42). On obtient ensuite
une solutionz du probleme (3.38), en cherchantomme solution du probléme (3.41) avec= n (qui est un
probléme de minimisation sans contraintes). La rechereha dolutiony, du probléme dual (3.42) peut se faire
par exemple par I'algorithme trés classique d’'Uzawa, quesm@crivons maintenant.
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Algorithme d’'Uzawa L'algorithme d’Uzawa consiste a utiliser I'algorithme duagdient a pas fixe avec pro-

jection (qu'on a appelé “GPFK”, voir page 133) pour résoutdkkemaniére itérative le probléme dual (3.42). On

cherche dong € C* tel queM (i) > M ()\) pour touth € C*. On se donng > 0, et on notep+ la projection

sur le convex&'™ (voir proposition 3.44 page 133). L'algorithme (GPFK) ptaurecherche de s'écrit donc :
Initialisation:  po € C+

Itération : fin+1 = pcy (pn + PV M (p1n))
Pour définir complétement I'algorithme d’Uzawa, il resteragiser les points suivants :

1. Calcul deV M (uy,),
2. calcul depe+ (A) pour A dansiR™Y.
On peut également s’intéresser aux propriétés de conveggien’algorithme.

La réponse au point 2 est simple (voir exercice 3.6 page 1gdur A € RY, on calculepc, (\) = ~ avec
v =(71,.-.,7)" en posant; = max(0, \;) pouri = 1,....p, 0UX = (Ar,...,\p)"

La réponse au point 1. est une conséquence de la propositi@mte (qu'on admettra ici) :

Proposition 3.53 Sous les hypothésé3.37) on suppose que pour toute IR, le problémg3.41)admet une
solution unique, notée,, et on suppose que |'application définie &’ dansIR”™ par A — x est différentiable.
Alors M (X) = L(zx, A), M est différentiable en pour tout, et VA (\) = g(zy).

En conséquence, pour calculéi// (\), on est ramené a cherchey solution du probleme de minimisation sans
contrainte (3.41). On peut dont maintenant donner le dé¢dliitération générale de I'algorithme d’'Uzawa :

Itération de I'algorithme d’Uzawa. Soitu,, € C* connu;

Ty EIRN,

1. On cherche;,, N solution de
€ R solut { L(xn, i) < L@, ptn), Vo € RY

(On adoncr, = z,,)

2. OncalculevV M (py,) = g(y)
3. fypr = tn + PV M (pn) = pin + pg(xn) = ((Fpy1)ys - - Fngr)p)*

4. pny1 = po+ (ﬁn+1)' cest-a-dirgi, 11 = ((ftnt1)1s-- -5 (Nn+1)p)t avec(in+1); = max(0, (ﬁn+1)i) pour
toute =1,...,p.

On a alors le résultat suivant de convergence de 'algogthm

Proposition 3.54 (Convergence de l'algorithme d’Uzawa)Sous les hypothésg%37) on suppose de plus que :
1. il existea > 0 tel que(V f(z) — Vf(y)) - (z — y) > alz — y|?> pour tout(z, y) € (RV)?,
2. ilexisteM; > 0 |V f(z) — Vf(y)| < My|z — y| pour tout(z, y) € (R™Y)?,
3. pourtout\ € C't, il existe un unique, € R™ tel queL(zx, \) < L(z, \) pour toutz € R™.

Alors si0 < p < M_o;’ la suite((z,, 1n)),, € RY x C* donnée par I'algorithme d’Uzawa vérifie :
f

1. z, — Z quandn — +o0, ouz est la solution du problém.38)
2. (pn)nen €stbornée.

Remarque 3.55 (Sur 'algorithme d’Uzawa)

1. L'algorithme est tres efficace si les contraintes sonneffi (i.e. siy; () = «; -2+ 3; pourtouti = 1,.. ., p,
aveca; € RY etf; € R).

2. Pour avoir I'hypothése 3 du théoreme, il suffit que les fions g; soient convexes. (On a dans ce cas
existence et unicité de la solutiafy du probleme3.41)et existence et unicité de la solutiordu probléme
(3.38))
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3.6 Exercices
Exercice 66 (Convexité et continuité) Suggestions en page 149.

1. Soitf : IR — IR. On suppose qug est convexe.

(a) Montrer quef est continue.
(b) Montrer quef est localement lipschitzienne.
2. SoitN > letf:IRY — IR. On suppose qug est convexe.
(a) Montrerf est bornée supérieurement sur les bornés (c’est-a-direr:tpot R > 0, il existemg t.q.
f(x) < mpg silanorme de: est inférieure ou égale &).
(b) Montrer quef est continue.
(c) Montrer quef est localement lipschitzienne.
(d) On remplace maintenalit’¥ parE, e.v.n. de dimension finie. Montrer quieest continue et qug est
localement lipschitzienne.
3. SoientE un e.v.n. de dimension infinie ¢t: £ — IR. On suppose qug est convexe.
(@) On suppose, dans cette question, fjest bornée supérieurement sur les bornés. Montrerf ceet
continue.
(b) Donner un exemple d’e.v.n. (nofd et de fonction convexg : £ — IR t.q. f soit non continue.

Exercice 67 (Maximisation)
Suggestions en page 149

Soit £ un espace vectoriel normé gt £ — IR.
1. Donner une condition suffisante d’'existencerde E tel quex = sup, ¢y f(x).
2. Donner une condition suffisante d'unicité@le E tel quer = sup . f(x).
3. Donner une condition suffisante d’existence et unicité¢ deF tel quex = sup,cp f(z).

Exercice 68 (Minimisation d’'une fonctionnelle quadratique) Suggestions en page 3.7. Corrigé détaillé en page
151

Soientd € My(IR),b € RY, et f la fonction deR ™ dansR définie parf(z) = Az -2 — b .

1. Montrer quef € C°°(IRN, IR) et calculer le gradient et la matrice hessienng @a tout point.

2. Montrer que si est symétrique définie positive alors il existe un unigue IR™ qui minimisef, et que ce:

est I'unique solution du systéme linéaide: = b.

Exercice 69 (Complément de Schur)

Soientn et p deux entiers naturels non nuls. Dans toute la suite,efiv sont deux vecteurs d&*, &k > 1, le
produit scalaire de etv est notéu - v. SoientA une matrice carrée d’ordre symétrique définie positive, safit
une matricex x p, C une matrice carrée d’ordgesymeétrique, et soif € IR" etg € IRF. On considere le systeme

linéaire suivant : )
x| |f _ B
M [y} = {g} , avecM = [Bt C} . (3.43)
1. On suppose dans cette question seulementgae = 1, etA = [a| , B = [b], C = [¢]

(a) Donner une condition nécessaire et suffisante Juretc pour queM soit inversible.
(b) Donner une condition nécessaire et suffisanteshiret c pour queM soit symétrique définie positive.

2. On définit la matrices = C' — B*A~' B, qu’'on appelle “complément de Schur".

1 1 11 1 0
(a) CalculerS dans le casl = {0 J,B: [0 1],02 [O 1}

(b) Montrer qu’il existe une unique solution au problémel83.si et seulement si la matriceest inversible.
Est-ce le cas dans la question (a) ?
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3. On suppose dans cette question Guest symétrique.
(a) Vérifier queM est symétrique.
(b) Soientr € R™, y € RP etz = (z,y) € R™P. CalculerM z - = en fonction ded, B, C, z ety.

(c) On fixe maintenanj € R?, et on définit la fonctiorf” delR™ dansIR par :z — Az -z +2By-x+ Cy - y.
CalculerVF(x), et calculerry € IR"™ tel queV F'(zg) =0

(d) Montrer que la fonctiort” définie en 3(b) admet un unique minimum, et calculer la vadeure mimimum.
(e) En déduire qué/ est définie positive si et seulement$est définie positive (08 est la matrice définie a
la question 1).
4. On suppose dans cette question uest la matrice (carrée d’ordgg nulle.

(a) Montrer que la matric§ = —S est symétrique définie positive si et seulement si n et rang)=p. On
supposera que ces deux conditions sont vérifiees dans ¢osiéé de la question.

0o S

(c) Calculer les valeurs propres de la matfice= P~ M (il peut étre utile de distinguer les cas K&r= {0}
et KerB' # {0}).

(b) En déduire que la matride = {A Q] est symétrique définie positive.

Exercice 70 (Convergence de I'algorithme du gradient & pasxe)
Suggestions en page 149, corrigé détaillé en page 151

Soit f € CY(IR™,IR) (IV > 1). On suppose qué vérifie :
3a > 0tq.(Vf(z) = Vf(y) - (z —y) > alz —y|?, Yo,y € RY, (3.44)
IM > 0t.q.|Vf(x) = VI(y)| < M|z —y|, Yo,y € RY. (3.45)

1. Montrer que
«
Fy) = f@) = V@) (y = 2) + 5ly — 2], Yo,y € RV,

2. Montrer quef est strictement convexe et qyiér) — oo quand|z| — oo. En déduire qu’il existe un et un
seulz € RY t.q. f(Z) < f(z) pour toutz € R™.

3. Soientp €]0, (2a/M?)[ etz € RY. Montrer que la suitéz,, ), définie parz, 11 = z, — pV f(z,)
(pourn € IN) converge verg.

Exercice 71 (Mise en oeuvre de GPF et GPOLorrigé en page 152.

On considére la fonctiofi : IR* — IR définie parf (1, zs) = 227 + 23 — 2129 — 321 — T2 + 4.
1. Montrer qu'il existe un unique € IR? tel quez = min,cr2 f(2z) admet un unique minimum, et le calculer.

2. Calculer le premier itéré donné par I'algorithme du geat@& pas fixe (GPF) et du gradient a pas optimal
(GPO), en partant dex{”, 2{”)) = (0,0), pour un pas de = .5 dans le cas de GPF.

Exercice 72 (Convergence de I'algorithme du gradient a pasptimal) Suggestions en page 150. Corrigé dé-
taillé en page 153

Soit f € C*(R™,R) t.q. f(z) — oo quand|z| — oco. Soitzg € IR™. On va démontrer dans cet exercice la
convergence de I'algorithme du gradient a pas optimal.

1. Montrer qu'il existeR > 0t.q. f(x) > f(xo) pourtoutr ¢ Bg, avecBr = {x € RY, |z| < R}.

2. Montrer qu'il existeM > 0 t.q. |H (z)y - y| < M|y|? pour touty € R” et toutz € Bryi (H(z) est la
matrice hessienne déau pointr, R est donné a la question 1).

3. (Construction de “la" suitér,, ), de I'algorithme du gradient & pas optimal.) On supposeonnu @ €
N). On posew,, = =V f(x,). Siw, = 0, on poser,,+1 = x,. Siw, #* 0, montrer qu'il existep > 0 t.q.
J(xn+pwy) < f(2n+ pw,) pour toutp > 0. On chaisitalors unp,, > 0t.9. f (2, +ppw,) < f(2n+pwny)
pour toutp > 0 et on poser,,+1 = Ty, + PrWn.

On considére, dans les questions suivantes, la Guitg, e ainsi construite.

4. Montrer que (ave& et M donnés aux questions précédentes)
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(a) la suite(f(z,))nen €St une suite convergente,
(b) z, € Bg pourtoutn € IN,
©) flon + pwn) < f(zn) — P|wn|2 + (PQ/Q)M|wn|2 pour toutp € [0, 1/[wn].
() f(zn+1) < flan) = lwal?/(2M), sifw,| < M.
(&) —f(wnsa) + f(n) > wa|?/(27), avechl = sup(M, ND),
M =sup{|Vf(z)|, z € Br}.
5. Montrer queV f(z,) — 0 (Quandn — o) et qu’il existe une sous suitei, ke t.9. ,, — x quand
k— ccetVf(z) =0.
6. On suppose qu'il existe un unigiecs R™ t.q. Vf(Z) = 0. Montrer quef () < f(z) pour toutz € RY
et quer,, — T quandn — oc.

Exercice 73 (Algorithme du gradient a pas optimal)

Soit A € My(IR) et J la fonction définie deR" dansIR par J(z) = el4«I* o || - || désigne la norme
euclidienne sulR ™.

1. Montrer queJ admet un minimum (on pourra le calculer. . .).

2. On suppose que la matrigeest inversible, montrer que ce minimum est unique.

3. Ecrire I'algorithme du gradient a pas optimal pour la erche de ce minimum. [On demande de calculer le
parametre optimad,, en fonction ded et dex,,.] A quelle condition suffisante cet algorithme convergk?t-

Exercice 74 (Fonction non croissante a I'infini) Suggestions en page 150.

SoientN > 1, f € C*(R",IR) eta € IR. On suppose qud = {z € R”; f(z) < f(a)} est un ensemble
borné deR ™ et qu'il existeM € R t.q.|H (z)y - y| < M|y|? pour toutz, y € RY (ot H(z) désigne la matrice
hessienne d¢ au pointz).

1. Montrer qu'il existet € A t.q. f(Z) = min{f(z), = € R"} (noter qu'il N’y a pas nécessairement unicité
dex).

2. Soitz € At.q.Vf(x) # 0. 0n posel'(x) = sup{p > 0; [z, — pV f(z)] C A}. Montrer qued < T'(x) <
+oo et quelz,z — T'(x)Vf(z)] € A} (ou[z,x — T'(z)Vf(z)] désigne I'ensemblétx + (1 — t)(z —
T(x)V f(x)),t €[0,1]}.

3. Pour calculer une valeur appochéezdg.q. f(Z) = min{f(z),z € IR"}), on propose l'algorithme sui-
vant :

Initialisation : xy € A,

Itérations : Soitk > 0. SiVf(xr) = 0, on posery+1 = xy. SiVf(z) # 0, On choisitp, € (0,7 (x)]
t.q. f(xr — prVf(zr)) = min{ f(zx — pV f(x1)), 0 < p < T(xy)} (LafonctionT est définie & la question
2)eton pose1 =z — ppV[f(xk).

(a) Montrer que, pour touty € A, I'algorithme précédent définit une suitex)rew C A (C’est—a—dire
que, pourry, € A, il existe bien au moins un élément e 7'(x)], notépy, t.q. f(zr — prVf(zk) =
min{ f(zx — pV f(zx)), 0 < p < T(2k)}).

(b) Montrer que cet algorithme n’est pas nécessairemdgofiahme du gradient a pas optimal. [on pourra
chercher un exemple avé¢ = 1.]

2

(c) Montrer quef(xzk) — f(Trt1) > W pour toutk € IN.

4. On montre maintenant la convergence de la guit¢.c construite & la question précédente.

(a) Montrer qu'il existe une sous suite, ).cn etz € At.q.xg, — 2, quandn — oo, etV f(xz) = 0.

(b) On suppose, dans cette question, qu'il existe un et uréguent: € A t.q.V f(z) = 0. Montrer que
xp — z, quandk — oo, et quef(z) = min{f(z),x € A}.

Exercice 75 (Méthode de relaxation)Corrigé détaillé en page 155
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Soit f une fonction continiment différentiable d&= IR" dansIR vérifiant I'hypothése (3.44) :
1. Justifier I'existence et I'unicité de € R tel quef(Z) = inf,cp~ f(z).

On propose 'algorithme de recherche de minimuny dwiivant :

Initialisation : =) € E,
ltérationn: (™ connu,(n > 0)
Calculerz; (1)t que, pour touf € IR,
flzy (n+1) x2 ), ("), .. .,xg\?')) < f(f,xg"),xé"), .. .,xg\?)),
Calculerx(”’L ) tel que, pour touf € IR,
f( gn+1)7 gn+1)a x:(}n)a R 7'7:5\7)) S f(x§n+1)a€7xgn)7 sty 335\7)),
(3.46)
Calculerz{"™™) tel que, pour touf € IR,
n+1 n n n n
f(§+%~w§ﬁ”wiﬂ)@&nw-xw)
n+1 n+1 n
Sf( g )""a (7 )agv (k—‘,—l)"' xg\/'))7
CaIcuIerxN“) tel que, pour touf € IR,
S, 2, D 2E) < el g,
2.PoummnelNetl <k <N, somp("Jr ) la fonction delR dansIR définie par :
n+1 n+1 n n n
o () = f@Y e s e e ),
Montrer gu'il existe un unique élémente IR tel que
(n+1) _ (n+1)
P (3) = inf ¢ (s)
En déduire que la suiter(™),,c v construite par I'algorithme (3.46) est bien définie.
Dans toute la suite, on nofle|| la norme euclidienne siiR ¥ et(-|-) le produit scalaire associé. Paue 1,..., N,

on désigne pad; f la dérivée partielle d¢ par rapport & la-eme variable.

3. Soit(z(™),,c v la suite définie par I'algorithme (3.46). Paut> 0, on définitz(+1.0) = z(m) = (™ 2(M)t,

etpourl < k < N, z(n+10) = (g{("* ,x,g"“),x,g’fl, ...,2(")t (de sorte que 1Y) = p(n+1)),

(a) Soitn € IN. Pourl < k < N, montrerque?kf(x(”“’k)) =0, pourk = 1,..., N. En déduire que

f(x(nJrl,kfl)) o f(x(nJrl,k)) > ng(nJrl,kfl) _ x("ﬂ’k)HQ.
-2

(b) Montrer que la suitéz(™),,cy Vérifie

f@™) = fat™V) > Hw(” — a2,

En déduire quéim,, . ;o ||z —z("+D| = 0 etque, pout < k < N, lim,, . o ||z F1F) —z(+D) =0,

4. Montrer que

N 3
1
(n+1) _ =)l « = (n+1)y|2
® ﬂa<§]&J@ >|>.

k=1

5. Montrer que les suite&(™),,en, et (z(*T15), o, pourk = 1,..., N, sont bornées.
Montrer que
0k f ()| — 0 lorsquen — +oc.
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(On rappelle quéy, f (z("+1:%)) = 0.)
Conclure quant & la convergence de la guit®)),,c v lorsquen — +oo.

6. On suppose dans cette question (i) = $(Az|x) — (b|z). Montrer que dans ce cas, I'algorithme (3.46) est
équivalent a une méthode itérative de résolution de systéinires qu’on identifiera.

7. On suppose dans cette question gle- 2. Soit g la fonction définie ddR? danslR par :g(z) = =3 + 235 —
2(zy + 22) + 2|w1 — 22|, avecr = (z1,x2)t.
(a) Montrer qu'il existe un unique élément= (Z,,7,)" delR? tel queg(T) = inf, k> g(z).
(b) Montrer quer = (1,1)*.
(c) Montrer que si:(?) = (0,0)*, l'algorithme (3.46) appliqué ane converge pas vers Quelle est I'hypothése
mise en défaut ici ?
Exercice 76 (Gradient conjugué pour une matrice non symétgque) Corrigé détaillé en page 157

Soit N € IN, N > 1. On désigne palf - || la norme euclidienne siR”, et on munit 'ensemble\ v (IR) de la

norme induite par la normg- ||, || - ||. SoitA € My (IR) une matrice inversible. On définlY € My (IR) par
M = A'A. On se donne un vectebire IRY, et on s'intéresse & la résolution du systéme linéaire
Ax = b;. (3.47)

1. Montrer quer € IR est solution de (1.63) si et seulement sist solution de
Mz = A'b;. (3.48)

2. On rappelle que le conditionnement d'une matiicec My (IR) inversible est défini par cord) =
ICIIC~|| (et dépend donc de la norme considérée ; on rappelle qu’onisi éti la norme induite par la
norme euclidienne).

(a) Montrer que les valeurs propres de la matfi¢esont toutes strictement positives.

(b) Montrer que con@4) = , /);\_117’ ou\y (resp.\1) est la plus grande (resp. plus petite) valeur propre de
M.

3. Ecrire I'algorithme du gradient conjugué pour la résoluidu systeme (3.48), en ne faisant intervenir que
les matrices4 et A (et pas la matricé/) et en essayant de minimiser le nombre de calculs. Donner une
estimation du nombre d’opérations nécessaires et compareapport a I'algorithme du gradient conjugué
écrit dans le cas d’'une matrice carré d’ordfesymétrique définie positive.

Exercice 77 (Gradient conjugué préconditionné parL L)
SoitA € My (IR) une matrice symétrique définie positive pet IR™. Soit L une matrice triangulaire inférieure
inversible, soitB = L~ A(L!)~! etb = L~1b.

1. Montrer queB est symétrique définie positive.

2. Justifier 'existence et 'unicité de € R™ tel queAz = b, et dey € R” tel queBy = b. Ecrirex en
fonction dey.

Soity©® e RY fixé. On pose®® = v = p — By, Si#© £ 0, on pose alorg™® = 3O + pew®), avec

7(0) 7(0)

PO = GO A - ~

Pourn > 1, on suppose® ... y™ et @@ ... &=V connus, et on poser™ = b — By, SiF") £,

on calcule (™ = 7" 4 X, _ ;0™ avech,_; = % et on pose alorsy(™ ™1 = 4 4 p B
~(n) =(n)

AVeCpn = Gy gt

3. En utilisant le cours, justifier que la familj¢®) ainsi construite est finie. A quoi est égale sa derniére v&leu
Pourn € IN, on pose (™ = L=ty (avecLt = (L~1)t = (L)), 7" = b — Az, w™ = L=tp(™) et
s = (LLY) =™,

4. Soitn > 0 fixé. Montrer que :

(n) . p(n) (n) . p(n)

S r S r

(CL) A—1 = W’ (b) Pn = m;

(c) w™ = () 4 )\nw(nfl)’ (d) (1) — (1) 4 pnw(").
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5. On suppose que la matri¢d.! est une factorisation de Choleski incompléte de la matticEcrire I'algo-
rithme du gradient conjugué préconditionné par cette faztion, pour la résolution du systéme = b.

Exercice 78 (Méthode de Polak-Ribiere)Suggestions en page 150, corrigé en page 158

Dans cet exercice, on démontre la convergence de la métleBeldk-Ribiere (méthode de gradient conjugué
pour une fonctionnelle non quadratique) sous des hypadtiéseples” surf.

Soitf € C2(IRY,R). On suppose qu'il existe > 0, 3 > at.q.aly|?> < H(z)y-y < 8|y|? pourtoutz, y € R™.
(H (z) est la matrice hessienne deau pointz.)
1. montrer quef est strictement convexe, qyéz) — oo quand|x| — oo et que le spectr&P(H (z)) de
H(z) estinclus dangy, 5] pour toutz € RY.
On notez I'unique point delR ™Y t.q. f(Z) < f(x) pour toutr € IRY (Iexistence et 'unicité de est donné
par la question précédente). On cherche une approximatiored utilisant I'algorithme de Polak-Ribiére :
initialisation. () € R™. On posgy(®) = —Vf(z(®). Si¢g(® = 0, l'algorithme s’arréte (on a(®) = 7).
Sig© =0, on posew® = ¢ etz = 2O + pew® avecp, “optimal” dans la directionv(©).
itération. (™, w (=1 connus{ > 1). On posg)™ = —V f(z(™). Sig™ = 0, l'algorithme s’arréte (on a
etz = 2™ 4 p (™) avecp, “optimal” dans la directionw,,. (Noter quep,, existe bien.)
On suppose dans la suite qy&) + 0 pour toutn € IN.
2. Montrer (par récurrence suj queg("t1) . w(™ =0 etg™ . ¢(® = ¢(™ . (™ pourtoutn € IN,
3. On pose

1
Jm = / H(z™ + 0p,w™)do.
0

Montrer queg("+1) = ¢ 4 p, JMw(™) et quep,, = (—g(™ -w™)/(JMw™ .2(™) (pour toutn € IN).

4. Montrer qugw™| < (1 + 8/a)|g"™ | pour toutn € IN. [Utiliser, pourn > 1, la question précédente et la
formule donnand,,_1.]

5. Montrer quer™ — Z quandn — oc.

Exercice 79 (Algorithme de quasi Newton)
Corrigé détaillé en page 162

Soit A € My (IR) une matrice symétrique définie positivebet IR” . On posef () = (1/2)Ax - 2 — b - = pour
z € RY. Onrappelle qué/ f(z) = Az — b. Pour calculer € RY t.q. f(Z) < f(x) pour toutz € RY, on va
utiliser un algorithme de quasi Newton, c’est-a-dire :

initialisation. 2(®© ¢ RY.

itération. (™ connu @ > 0. On poser(™ Y = 2™ — p KM g™ avecg™ = Vf(z™), K™ une matrice
symétrique définie positive & déterminepgt‘optimal" dans la directiom (™) = —K (") ¢(")_(Noter quep,, existe
bien.)

Partie 1. Calcul dep,,. On suppose qug™ = 0.

1. Montrer quew™ est une direction de descente stricteé® et calculer la valeur dg,, (en fonction de
K et g™,

2. On suppose que, pour un certaike IN, on akK (™ = (H(2(™))~! (ou H(z) est la matrice hessienne de
enz, on a donc iciH (z) = A pour toutz € R”Y). Montrer quep,, = 1.

3. Montrer que la méthode de Newton pour calc@l@onverge en une itération (mais nécessite la résolution
du systeme linéaird (1) — 2(0) = b — A2, )

Partie 2. Méthode de Fletcher-Powell. On prend mainterfdfft = Id et
s (st (KM y () (K () ()t

(n+1) _ g-(n) B
" =R W y(m) Ky g 0" >0, (3.49)

On va montrer que cet algorithme converge en au plugérations (c’est-a-dire qu’il exista < N + 1 t.q.
TN41 = T.)
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1. Soitn € IN. On suppose, dans cette question, gie, ..., s("~1) sont des vecteurs A-conjugués et non-
nuls et quek (), ..., K™ sont des matrices symétriques définies positivedi@.As(") = s() si0 < i <
j < n (pourn = 0 on demande seulemeht(®) symétrique définie positive).

(@) On suppose qug™ # 0. Montrer ques(™) = 0 (cf. Partie |) et que, pour< n,
s . As®) = 0 & g . () =g,

Montrer queg(™ - s() = 0 pouri < n. [On pourra remarquer qug‘t) . s() = ¢+ . () = ¢
et (¢ — gty . 50 = 0 par I'nypothése de conjugaison d&, ..., s~ ] En déduire que
s .., s(" sont des vecteurs A-conjugués et non-nuls.

(b) Montrer quek ("t1) est symétrique.

(c) Montrer queK ("t1) As() = s() si0 < i < n.

(d) Montrer que, pour tout € IR™, on a

(K™ g 2) (K My ) gy (K1) () )2 (s(") . 2)?

(D) g —
K e R -y Y EORROL

En déduire quek ("1 est symétrique définie positive. [On rappelle (inégalitéCdeichy-Schwarz)
que, siK est symétrique définie positive, oAz - y)? < (Kx - z)(Ky - y) et I'égalité a lieu si et
seulement sk ety sont colinéaires.]
2. Onsuppose qug™ # 0si0 < n < N — 1. Montrer (par récurrence sur avec la question précédente) que
s .. s(N=1) sont des vecteurs A-conjugués et non-nuls et &) As() = s si; < N. En déduire
queKWM) = A= py =letzV+) = A-1p =7,

Exercice 80 (Méthodes de Gauss—Newton et de quasi—linéatmon) Corrigé détaillé en page 161

Soit f € C?(RY,R"), avecN, P € IN*. SoitC € Mp(IR) une matrice réelle carrée d’'ordfg symétrique
définie positive, etl ¢ R”. Pourz € R, on pose

On cherche a minimisef.
| Propriétés d’existence et d’unicité
(a) Montrer que/ est bornée inférieurement.

(b) Donner trois exemples de fonctiofigour lesquels les fonctionnellgsassociées sont telles que I'on
ait

i. existence et unicité de € IR qui réalise le minimum d¢, pour le premier exemple.
ii. existence et non unicité dee IR” qui réalise le minimum déd, pour le second exemple.
iii. non existence d& € IR™ qui réalise le minimum dé, pour le troisiéme exemple.
(On pourra prendrd = P =1.)
Il Un peu de calcul différentiel
(&) On noteDf et Dsf les différentielles d’ordre 1 et 2 dg. A quels espaces appartienndnf (),
Dy f(z) (pourz € RY), ainsi queDf et Dy f ? Montrer que pour tout € IRY, il existe M () €
Mp n(R), ouMp n(IR) désigne I'ensemble des matrices réellgdlignes etV colonnes, telle que
Df(x)(y) = M(z)y pour touty € R".
(b) Pourz € RY, calculerV.J(z).
(c) Pourz € RY, calculer la matrice hessienne deenz (qu’on noteraH (z)). On suppose maintenant
que M ne dépend pas de; montrer que dans ce ca&(z) = 2M (z)!C M (z).

Il Algorithmes d’optimisation
Dans toute cette question, on suppose qu'il existe un uriggdR " qui réalise le minimum déd, qu’on
cherche a calculer de maniére itérative. On se donne poarget IRY, et on cherche a construire une
suite(z, )neN QUi cONverge vers.
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(a) On cherche a calculeren utilisant la méthode de Newton pour anniWef. Justifier brievement cette
procédure et écrire I'algorithme obtenu.

(b) L'algorithme dit de “Gauss-Newton" est une modificati® la méthode précédente, qui consiste a
approcher, a chaque itératiopla matrice jacobienne dé.J enx,, par la matrice obtenue en négligeant
les dérivées secondes fleEcrire I'algorithme ainsi obtenu.

(c) Lalgorithme dit de “quasi—linéarisation" consistesanplacer, a chaque itératianc IN, la minimisa-
tion de la fonctionnelle/ par celle de la fonctionnellg,, définie delR"Y dansIR, et obtenue & partir
de J en effectuant un développement limité au premier ordré(d¢ enx,,, c.a.d.

In(@) = (f(2n) + Df(zn)(x — 2n) —d) - C(f(zn) + Df (2n)(x — 2n) — d).

i. Soitn >0, z, € RY connu,M,, = M(z,) € Mpn(R), etz € RY. On poseh = = — x,,.

Montrer que
Jo(x) = J(xp) + MLCMuh - h+2MC(f(zn) — d) - h.

ii. Montrer que la recherche du minimum dg est équivalente a la résolution d'un systéme linéaire

dont on donnera I'expression.
ii. Ecrire I'algorithme de quasi—linéarisation, et le cpamer avec I'algorithme de Gauss-Newton.

Exercice 81 (Méthode de pénalisation)
Soit f une fonction continue et strictement convexdRi® dansiR, satisfaisant de plus :

lim f(z) = 4oc0.

|z|—+o00

Soit K un sous ensemble non vide, convexe (c'est-a—dire teVque)) € K2, tz + (1 — t)y € K, Vt €]0,1]),
et fermé deR " . Soity) une fonction continue d& " dans0, +oo| telle quey(z) = 0 si et seulement si € K.
Pourn € IN, on définit la fonctionf,, par f,,(z) = f(z) + ny(z).

1. Montrer qu'il existe au moins un élément € RY tel quef,(Z,) = inf,cr~ fo(z), et qu'il existe un
unique élément i € K tel quef(Zx) = inf,cx f(2).
2. Montrer que pour tout € IN,
f(fn) < fn(jn) < f(jK)
3. En déduire qu'il existe une sous-suite,, )xew ety € K tels quez,, — y lorsquek — +oc.
4. Montrer quey = T . En déduire que toute la suitg,, ) e converge verg k.

5. Déduire de ces questions un algorithme (dit “de pén@isgtde résolution du probléme de minimisation
suivant :

Trouverzyx € K;
f(Zk) < f(z), Vo € K,

en donnant un exemple de fonctign
Exercice 82 (Sur I'existence et I'unicité) Corrigé en page 164

Etudier I'existence et I'unicité des solutions du problg®.€9), avec les données suivantés= IR, f : R — IR
est définie paif (x) = 2, et pour les quatre différents ensemblésuivants :

(i) K ={lz]<1}; (i) K={lz[=1}
(i) K={le[>1}; (v) K={a|>1}. (3.50)

Exercice 83 (Aire maximale d’un rectangle & périmétre donng
Corrigé en page 164
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1. On cherche & maximiser l'aire d’un rectangle de périmaétrené égal a 2. Montrer que ce probléeme peut se
formuler comme un probléme de minimisation de la forme (8 @K est de laforme( = {x € R?; g(z) = 0}.
On donnerg etg de maniere explicite.

2. Montrer que le probléme de minimisation ainsi obtenu geiélent au probleme

I=(I1,%) € K

~ 3.51
{ f(ZT1,72) < far,22), V(21,22)" € K, (3:51)

oUK = KN [0,1]%, K et f étant obtenus & la question 1. En déduire que le probléememnieisation de I'aire

admet au moins une solution.

3. CalculerDg(x) pourz € K et en déduire que si est solution de (3.51) alors= (1/2,1/2). En déduire que

le probléme (3.51) admet une unique solution donné&par1/2,1/2).

Exercice 84 (Fonctionnelle quadratique) Suggestions en page 150, corrigé en page 165

Soit f une fonction quadratiquee. f(z) = §Aa: cx—b-x,00A € My(IR) est une matrice symétrique
définie positive eb € IR™Y. On suppose que la contrainfest une fonction linéaire d&” danslR, c’est-a-dire
gz) =d-z—coluc e Retd ¢ RY, et qued # 0. On posek = {z € RY, g(z) = 0} et on cherche &
résoudre le probleme de minimisation (3.29).

1. Montrer que I'ensembl& est non vide, fermé et convexe. En déduire que le problérd@)admet une unique
solution.

2. Montrer que sit est solution de (3.29), alors il existe € IR tel quey = (Z, \)* soit 'unique solution du
systeme :
A d z b
= (3.52)
dt 0 A c

Exercice 85 (Utilisation du théoréme de Lagrange)

1. Pour(z,y) € IR?, on pose if (z,y) = —v, g(x,y) = 2° + 3> — 1. Chercher le(s) point(s) ofiatteint son
maximum ou son minimum sous la contraigte- 0.

2. Soita = (ay,...,an) € RY,a # 0. Pourz = (21,...,2y5) € RY, on pose if (z) = S0, o — ai?,
g(z) = Zfil |z;|2. Chercher le(s) point(s) ofi atteint son maximum ou son minimum sous la contrainte
g=1.

3. SoientA € My (IR) symétrique,B € My (IR) s.d.p. eth € IRY. Pourv € R”, on posef(v) =
(1/2)Av-v—b-vetg(v) = Bv - v. Peut-on appliquer le théoréme de Lagrange et quelle dondibnne-

t-il suru si f(u) = min{ f(v), v € K} aveck = {v € R"; g(v) =1} ?

Exercice 86 (Minimisation sans dérivabilité)

SoientA € My (IR) une matrice s.d.p4 € RY, j : R — IR une fonction continue, convexe, & valeurs
positives ou nulles (mais non nécessairement dérivabteexeamplej(v) = Zj.v:l a;lv;|, aveca; > 0 pour
touti € {1,...,N}). Soit U une partie non vide, fermée convexe Be'. Pourv € R”, on poseJ(v) =
(1/2)Av-v—=0b- v+ j(v).

1. Montrer qu’il existe un et un seultel que :

ue U, J(u) < J(), YveU. (3.53)

2. Soitu € U, montrer que: est solution de (3.53) si et seulement&iu — b) - (v —u) + j(v) — j(u) > 0,
pour toutv € U.

Exercice 87 (Contre exemple aux multiplicateurs de Lagrang)
Soientf etg : R* — IR, définies par i (x,y) = y, etg(z,y) = y* — 2. On posel = {(z,y) € R?; g(x,y) =
0}.
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Calculer le minimum d¢ sur K et le point(Z, y) ou ce minimum est atteint.
Existe-t-il\ tel queD f(Z,y) = ADg(T,5) ?

Pourquoi ne peut-on pas appliquer le théoréeme des nicétiplirs de Lagrange ?
Que trouve-t-on lorsqu’on applique la méthode dite “dgraage"” pour trouve(z, y) ?

w e

»

Exercice 88 (Application simple du théoréeme de Kuhn-Tuckey Corrigé en page 166

Soit f la fonction définie deF = IR? dansR par f(z) = 22 + y> et K = {(z,y) € R%z +y > 1}.
Justifier I'existence et I'unicité de la solution du probi&(8.29) et appliquer le théoréme de Kuhn-Tucker pour la
détermination de cette solution.

Exercice 89 (Exemple d’opérateur de projection)

Correction en page 166

1.S0itK =Ct ={z e RY, z=(21,...,2,)", 2; >0, Vi=1,...,N}.
(a) Montrer quek est un convexe fermé non vide.

(b) Montrer que pour tous € IR™Y, on a:(px (y)); = max(y;,0).

2. Soit(a;)i=1...n € RY et(8)iz1...~n € RY tels que; < 3 pourtouti = 1,...,N. SoitK = {z =
(x1,...,zn)50 < Biyi=1,...,N}.

1. Montrer queK est un convexe fermé non vide.

2. Soitpk I'opérateur de projection définie & la proposition 3.44 phg@. Montrer que pour tout€ IRV, ona :
(pk(y))i = max(co;, min(y;, 5;)), Vi=1,...,N
Exercice 90 (Méthode de relaxation avec Newton problemessacontrainte)

On consideére le probleme :

Te K,
{ f@) < f(z),Vz € K, (3.54)

ouK c R".
(@) Onprendici =[[;,_; ylai,bi], ou(a;, b;) € IR? est tel quez; < b;. On considére I'algorithme suivant :

Initialisation : z(© € E,

Itérationn :  z(™) connu,(n > 0)
Calculerz{" ™ € [ay, by] tel que :
f(xgnﬂ), ;L'g"),xgn), . ,xg\?')) < f(&, xé"), xén), . ,xg\?)), pour tout{ € [ay, by],
Calculerz{" ™ € [ay, by] tel que :
F@" D e 2 e < faTY g el ey,

pour touté € [as, ba],

Calculerz\" V) € [ax, by], tel que :
fla 5”“),..., ry i aY alna)
< FY e el 2l), pour toute € [ax, b,
Calculerzi"™ € [ay, by] tel que :
Faf 0 ) < i, et ),

pour tout{ € [an, bn].
(3.55)
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Montrer que la suite:™ construite par I'algorithme (3.55) est bien définie et cogeerersz lorsquen tend
vers+oo, oUT € K esttel quef(z) < f(z) pour toutr € K.

(b) On prend maintena¥ = 2, f la fonction delR? danslR. définie parf(z) = 23 + 23, et K = {(z1,22)*
IR?; 21 +x5 > 2}. Montrer qu'il existe un unique élément= (7, 7, )" de K tel quef(Z) = inf,c > f(x).
Déterminerz.

On considére I'algorithme suivant pour la recherch&de

Initialisation : z() € E,
Itérationn:  =(™) connu,(n > 0)
Calculerz{" ™ > 2 — z{" tel que :
Flay™ ™ ay”) < f(€,25"), pour touts > 2 — ",
Calculerz{" ™ > 2 — 2{" tel que :
@™ ey < f@)",€), pour toutg > 2 — af".

(3.56)

Montrer (éventuellement graphiquement) que la suite coitstpar I'algorithme ci-dessus ne converge vers
Z que si 'une des composantesd® vaut 1.

Exercice 91 (Convergence de I'algorithme d’'Uzawa)
SoientN, p € IN*. Soitf ¢ C'(RY,IR) (N > 1) t.q.

3> 0, (V/f(@) = VI(y) - (z —y) = e —y’, Yo,y e RY.

SoitC € M, n(IR) (C est donc une matrice, a éléments réels, aydignes etV colonnes) et/ € IR”. On note
D={zcRY Cz<dletCt ={uecRF,u>0}.
On suppos&® +# () et on s'intéresse au probléme suivant :

xeD, f(x)<f(y), Vy e D. (3.57)

1. Montrer quef(y) > f(z) + Vf(z) - (y — x) + %]z — y|? pour toutr, y € R™.
2. Montrer quef est strictement convexe et qfier) — oo quandz| — oo. En déduire qu'il existe une et une
seule solution au probléme (3.57).

Dans la suite, on note cette solution.
Pouru € R? etz € RY, on posel(z,u) = f(z) + u - (Cx — d).

3. Soitu € IR? (dans cette question,est fixé€). Montrer que I'application — L(x, u) est strictement convexe
(deR” dansIR) et queL(z,u) — oo quand|z| — oo [Utiliser la questionl]. En déduire qu'il existe une
et une seule solution au probleme suivant :

zeRY, L(z,u) < L(y,u), Vy e RV, (3.58)

Dans la suite, on note, cette solution. Montrer que, est aussi I'unique élément d&” t.q. Vf(z,,) +
Clu =0.

4. On admet que le théoreme de Kuhn-Tucker s’applique icic@irs). Il existe donz € C* t.q. Vf(Z) +
C' = 0 etw - (CT — d) = 0. Montrer que(Z, @) est un point selle d& surlR™ x Ct, c’est-a-dire :

L(x,v) < L(z,7) < L(y, 1), Y(y,v) e RV x . (3.59)

Pouru € R”, on poseM (u) = L(z,,u) (de sorte quéV (u) = inf{L(x,u), 2 € R"}). On considére
alors le probléme suivant :

weCt, M(u)> M(v), YoeCT. (3.60)

5. Soit(x,u) € RY x C* un point selle d&. surR” x C* (c’est-a-direL (z,v) < L(x,u) < L(y, u), pour
tout (y,v) € IRY x C*). Montrer quex = T = x,, (on rappelle qué& est I'unique solution de (3.57) et
x,, est 'unique solution de (3.58)) et queest solution de (3.60). [On pourra commencer par montrer, en
utilisant la premiere inégalité, quec D etu - (Cx — d) = 0.]
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Montrer queV f(z) + Ctu = 0 et queu = P+ (u + p(CZ — d)), pour toutp > 0, oll Pp+ désigne
I'opérateur de projection orthogonale €U, [on rappelle que si € IRP etw € CT, on aw = Perv <
(v—w) - (w—2)>0,Vz€Ct)]

6. Déduire des questior2s4 et5 que le probléme (3.60) admet au moins une solution.

7. Montrer que l'algorithme du gradient a pas fixe avec ptaeqour trouver la solution de (3.60) s’écrit (on
désigne pap > 0 le pas de l'algorithme) :

Initialisation. ug € CT.

Itérations. Pouru;, € CT connu ¢ > 0). On calculer, € R™ t.q.V f(xx) 4+ Ctus, = 0 (montrer qu'un tel
2, existe et est unique) et on posg.1 = FPe+ (u + p(Cxg — d)).

Dans la suite, on s’intéresse a la convergence de la@uite., ) .ev donnée par cet algorithme.

8. Soitp t..0 < p < 2a/||C||? avec|C|| = sup{|Cz|, z € RY t.q.|z| = 1}. Soit(F,7) € RY x C* un
point selle del. surR”Y x C* (c’est-a-dire vérifiant (3.59)) étry., ux )re la suite donnée par I'algorithme
de la question précédente. Montrer que

ursr =@ < Jup —@* = p(20 = p||C|*)|a — 7%, Yk € RY.

En déduire que;, — T quandk — oo.

Montrer que la suitéuy )ren €st bornée et que, siest une valeur d’adhérence de la syii¢) e, on a
V f(z) + Cta = 0. En déduire que, si rang{=p, on au;, — u quandk — oo et queu estl'unique élément
deC*tt.q.Vf(z)+ C'u = 0.

3.7 Suggestions

Exercice 66 page 138 (Convexité et continuité)

1. (a) Pour montrer la continuité @nsoitz # 0, |z| < 1. On poser = sgnf) (= ﬁ) Ecrirex comme une
combinaison convexe diet a et écrire0 comme une combinaison convexedet —a. En déduire
une majoration déf (z) — f(0)].

(b) utiliser la continuité d¢ et la majoration précédente.

2. (a) Faire une récurrence shiret pourz = (z1,y)" avec—R < z; < Rety € RV ™! (N > 1), majorer
f(z) en utilisantf (+R, y) et f(—R, y).

(b) Reprendre le raisonnement fait pavr= 1.
(c) Seramener& = R".
3. (a) reprendre le raisonnement fait pdure= IR.
(b) On pourra, par exemple choidir= C([0,1],IR). ..

Exercice 67 page 138 (Maximisation)

Appliquer les théorémes du cours-#.

Exercice 68 page 138 (Minimisation d’une fonctionnelle quaratique)

1. Calculer la différentielle d¢ en formant la différencé (x + h) — f(x) et en utilisant la définition. Calculer la
hessienne en formant la différenee (z + h) — V f(x).

2. Utiliser le cours. ..

Exercice 70 page 139 (Algorithme du gradient a pas fixe)

1. Introduire la fonctiony définie (comme d’habitude...) parf(t) = f(tz + (1 — ¢)y), intégrer entre 0 et 1 et
utiliser I'hypotheése (3.3.15) sW f (z + t(y — x)) — V f(x).
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2. Utiliser le cours pour la stricte convexité et I'existergt I'unicité dez, et la question 1 pour montrer que
f(x) — +oo lorsquejz| — +oo.

3. Montrer grace aux hypothéses (3.3.15) et (3.3.16)gue, — 7|? < |z, — Z|2(1 — 2ap + M?p?).

Exercice 72 page 139 (Algorithme du gradient a pas optimal)

2. Utiliser le fait queH est continue.
3. Etudier la fonctiorp : IR dansIR définie paro(p) = f(x, + pwy,).

4. a. Montrer quef est minorée et remarquer que la suiféx,, ) ), est décroissante.

4.b se déduitdu 4.a

4.c. Utiliser la fonctiony définie plus haut, la question 4.b. et la question 2.

4.d. Utiliser le fait que le choix dg,, est optimal et le résultat de 4.c.

4.e. Etudier le polyndme du 2nd degré edéfini par :P,(p) = f(z,) — plwa|* + §M|w,|?p? dans les cas ou
lwn| < M (fait la quesiton 4.c) puis dans le cas,| > M.

5. utiliser I'inégalité prouvée en 4.e. pour montrer dug| — 0 lorsquen — +oc.

6. Pour montrer que toute la suite converge, utiliser I'argat d’unicité de la limite, en raisonnant par I'absurde
(supposer que la suite ne converge pas et aboutir a une diztion).

Exercice 74 page 140 (Cas ofi n’est pas croissante a l'infini)

S’inspirer des techniques utilisées aux exercices 70 et &1 impérativement les avoir fait avant...).

Exercice 78 page 143 (Méthode de Polak-Ribiere)
1. Utiliser la deuxiéme caractérisation de la convexit@&irRoontrer le comportement a I'infini, introduire la
fonctiony habituelle...¢(t) = f(z + ty)).

2. Pour montrer la concurrence, utiliser le fait quevsi- V f(x,,) < 0 alorsw,, est une direction de descente
stricte def enx,,, et que sp,, est optimal alor&’ f (z,, + prwy) = 0.

3. Utiliser la fonctiony définie parp(0) = V f (z,, + 0pnwy,).
4. Cestducalcul...

5. Montrer d’abord que-g,,w,, < —v|wy,]||g»|. Montrer ensuite (en utilisant la bonne vieille fonctipmléfinie
parp(t) = f(zn + tpn), queg, — 0 lorsquen — +oc.

Exercice 84 page 146 (Fonctionnelle quadratique)

1. Pour montrer qu& est non vide, remarquer que comehé 0, il existei € IR” tel qued - z = o # 0. En
déduire I'existence de € R tel qued - = = c.

2. Montrer par le théoréme de Lagrange que sst solution de (3.29), along = (z,\)! est solution du
systeme (3.52), et montrer ensuite que le systéeme (3.52tadm unique solution.
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3.8 Corrigés

Corrigé de I'exercice 68 page 138 (Minimisation d’une fondgbnnelle quadratique)

1. Puisquef(z) = %Aw cx—b-x, f € COO(IRN,IR). Calculons le gradient dg:

1
flea+h) = §A(x+h)-(x+h)—b-(x+h)
= lA . +1A -h—i—lAh- +1Ah-h—b- —b-h
= f(x)—i—%(Ax-h—i—Ah-x)—b-h—i—%Ah-h
= f(x)+%(Ax+Atx)-h—b-h+%Ah-h.
Et comme||Ah - k|| < || A2 ||h]|?, ona:
1
Vix)= §(Ax + Alz) —b. (3.61)
Si A est symétriqud/ f(x) = Ax — b. Calculons maintenant la hessiennefd®’apres (3.61), ona:
1 1
Vfi(x+h)= E(A(x +h)+ Az +h)) —b=Vf(x)+ §(Ah + A'h)
etdoncHy(z) = D(Vf(z)) = 3(A + A"). On en déduit que sil est symétriquel ;(z) = A.

2. Si A est symétrique définie positive, algfest strictement convexe. De plussést symétrique définie positive,
alorsf(xz) — +oo quandz| — +o0. En effet,

Ah-h > al|h|? ol est la plus petite valeur propre de eta > 0
«
F(h) = SRl = elllAl; or k] < [[b] [IR]

f(h) >Rl (% — b) — oo quandh — 400

On en déduit I'existence et I'unicité dequi minimisef. On a aussi :
V@) =0« f(z)=inff
RN

Par la question 1z est donc I'unique solution du systémea: = b.

Corrigé de I'exercice 70 page 139 (Convergence de I'algohime du gradient a pas fixe)

1. Soity la fonction définie daR dansR™ par :p(t) = f(x + t(y — z)). Alors (1) — (0) = fol Vf(x+
t(y —x)) - (y — x)dt, etdonc:
1) = f@) = [ Vi@t tty=o) - (-

Onadonc:

f(y)—f(x)—vf(ﬂ?)-(y—x):/o (Vi +tly—=))-(y—x) = Vf(z) (y —x))dt,

c’est—a—dire :
1
f0) = Fla) = V(@) (y=2) = | (Vo +tly =)~ V@) (v - 2t
’ >at(y—=x)?
Gréace a la premiére hypothése guceci entraine :
1
f6) = £@) = V1@ =) 2 0 [ y—sfdt = Gy ol >0siy£a. (@62)
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2. On déduit de la question 1 qyfesst strictement convexe. En effet, grace a la question I, tpati(z, y) €
E?, f(y) > f(z)+Vf(z)- (y —x); et d’aprés la premiére caractérisation de la convexiié proposition
3.11 p.47, on en déduit qyeest strictement convexe.

Montrons maintenant qug(y) — +oo quand|y| — +oc.

On écrit (3.62) pour: =0 : f(y) > f(0) + Vf(0) -y + %|y|2.

CommeV f(0) -y > —|V f(0)|(y), on adonc

«
fy) = F0) = IVFO) [yl + §Iy|2, etdonc:
«
) = 10)+ Iyl (Sl = [V£(0)]) = +o0 quandy| + oc.
3. Onposé(z) = = — pV f(x). L'algorithme du gradient & pas fixe est un algorithme de tdoia pourh.
Tnt1 = Tp — pV f(xn) = h(zy).

A JE : . . 2
Grace au théoreme 2.3 page 77, on saitlgest strictement contractantelsk p < MO;.
Doncz,, — Z unique point fixe dé, c’'est-a—direz = h(z) = & — pV f(z). Ceci entraine

Vf(z)=0doncf(z) = irElff car f est convexe

Corrigé de I'exercice 71 page 139 (Mise en oeuvre de GPF et GO

_ (4x1 —20—3 (4 -1
Vi) = (2x2 - 1) ety = (—1 2 )
La fonction f vérifie les hypothéses du théoréme 3.34 d’existence et dténdu minimum. En particulier la

hessienndl; = (_41 _21

sauf pourr; = xo = 0. Le minimum est obtenu pour

81f(],‘1,],‘2) = 4.231 — T2 — 3 = 0
Oaf(w1,22) =229 —11 —1 =0

1.0na

) ests.d.p., caH sz o = (41 —x2)w1 + (—21 +222) 22 = (21 —22)*+ 327423 > 0

c'est-a-direr; = 1 etzo = 1. Ce minimum esff (z1, T2) = 2.
2. L'algorithme du gradient & pas fixe s’écrit :

Initialisation : z(© ¢ E,

ltérationn :  z(™ connu,(n > 0)
w™ = -V f(a™),
2D = () 4 ()

A la premiére itération, on & f(0,0) = (-3, —1) et doncwy = (3,1). On en déduit:M) = (3p,2p) = (3/2,1)
et f(z(M) =5/2..
L'algorithme du gradient a pas optimal s’écrit :

Initialisation : z(® € RY.
ltérationn : (™) connu
On calculew™ = —V f(z(™).
On choisitp,, > 0 tel que
f@™ + ppw™) < f(a™ + pw™) Vp > 0.
On poser(™ 1) = 2" 4 p (")

Calculons lepy optimal & I'itération 0. On a vu précédemment que= (3, 2). Le p, optimal minimise la fonction
p— o(p) = f(@© + pw®) = f(3p, p). On doit donc avoiry’(py) = 0. Calculonsy’(p). Par le théoréme de
dérivation des fonctions composées, on a :

¢ ) =96+ pu®) o) = [0 [F] =010 -9+ (o - =520

On en déduit quey = <. On obtient alorss™ = (O + pow(©® = (12 3 et f(x(V)) = 2.4375, ce qui est,
comme attendu, mieux qu’avec GPF.
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Corrigé de I'exercice 72 page 139 (Convergence de I'algohime du gradient a pas optimal)

1. On sait quef(x) — +oo lorsque|z| — 4o00. DoncVA > 0, 3R € R4 ; |z| > R = f(x) > A. En
particulier pourdA = f(x) ceci entraine :

dReR,; v € Br = f(x) > f(z0)-

2. Commef € C?(IRY,IR), sa hessienn& est continue, dontH || atteint sonmax sur Bz, qui est un
fermé borné d& " . SoitM = max,ep,,, |H(z)|, onaH (z)y -y < My -y < M|y|?.

3. Soitw,, = =V f(z,).
Siw, =0, 0N poser,,+1 = T,.
Siw, # 0, montrons qu'il existes > 0 tel que

flxn + pwy) < f(an, + pwy,) Vp > 0.

On sait quef (z) — +oo lorsquejz| — +oc.

Soity : Ry — IR définie parp(p) = f(x, + pwy). Onap(0) = f(x,) ete(p) = f(x, + pw,) — +00
lorsquep — +o0.

En effet sip — +o0, on alz,, + pw,| — +oo. Doncy étant continuep admet un minimum, atteint em
etdoncdp € Ry ; f(xy + pw) < f(xn + pwy,) Vp > 0.

4. a) Montrons que la suitef (z,,))nen €St convergente. La suitg (z,,))nen Vérifie

f(@ngr) < fl@n).

De plusf(z) — +oc lorsque|z| — 400 doncf est bornée inférieurement. On en conclut que la suite
(f(zn))nen €St convergente.
b) Montrons quer,, € B Vn € IN. On sait que s ¢ By alorsf(x) > f(xo). Or la suite(f(z))ner
est décroissante dorf¢z,,) < f(z¢) Vn,doncz, € Br, Vn € IN.
2
c) Montrons quef (z, + pwy) < f(x,) — plwn|? + %M|wn|2, Vp € [0
dansR parp(p) = f(zn + pw,). Ona

, w]. Soitp définie delR

2
2(p) = 9(0) + p¢/ (0) + 59" (5), 0u 5 €10, .
Or¢'(p) = Vf(zn + pwn) - wn €te”(p) = H(xy + pwn)wy - wy. DONC

2
0(p) = 9(0) +p V f () Wy + = H (a2 + pron )1y - wy.

~ —— 2
0 —Wn
. 1
Sipe|0,—]ona
|wn |
- 1
|Tn + pwn| < |zn| + |wn |
[wn|
< R+1,

doncz,, + pw, € Br+1 etparla question 2,
H(xn + ﬁwn)wn * Wp S M|wn|2-

On a donc bien )
P
SU(P) = f(xn + pwn) < f(xn) - p|wn|2 + ?M|wn|2
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2
d) Montrons quef (z,4+1) < f(zn) — % sijw,| < M.

Comme le choix de,, est optimal, on a

f(@nt1) = f(@n + pnwn) < flzn + pwyn), Vp € Ry
donc en particulier

f(@nt1) < flzn + pwn), Vp €0, [wn]

En utilisant la question précédente, on obtient

. (3.63)

2
Jani1) < flan) = pluwal® + 5 Mlwal? = ¢lp), V€ [0,

Or la fonctiony atteint son minimum pour

_|wn|2 + PM|wn|2 =0

1 1
c'est—a—direoM = 1 ou encorep = -- ce qui est possible si > — (puisque 3.63 est vraie si
& & = 5; ceq P 7'w7| 2 o7 (puisq

]
Comme on a suppose,,| < M, on adonc

p <

_ L _

|wn|2
f(xn—kl) < f(xn) M oM f(xn) -

2M

2 ~ ~
e) Montrons que- f(xy41) + f(zn) > |12U]’\‘Z|[ oUM = sup(M, M) avecM = sup{|Vf(z)|, = € Cr}.

On sait par la question précédente que si

2
Wn,
] < M, ona— flane) — floa) 2 122

2
Montrons que sjw,| > M, alors— f(zy41) + f(zn) > |ZXZ|/ . On aura alors le résultat souhaité.
Ona
2
2 14 2 1
f(@ng1) < fzn) — plwnl® + 3M|wn| , Vpelo, m].
Donc

2
f(@ns1) < min [f(an) = plwa|* + %len|2]

M wn |

PH(P)
— 1lercas sjw,| < M, on a calculé cenin a la question c).
— si|w,| > M, la fonction P, (p) est décroissante s{i5, ——] et le minimum est donc atteint popr=

|wy|
1
|wn|.
1 M [wn]
—_— = —_— _< -
o, () = o)l + 5 < flan) -
|wn|2
< ) —
< o) - 1221

5. Montrons quéV f(z,,) — 0 lorsquen — +oo. On a montré qu&n, |w,|?> < 2M(f(x,) — f(zn+1)). OF
la suite(f(z,))nen €St convergente. Dorje,,| — 0 lorsquen — +oo etw,, = V f(z,) ce qui prouve le
résultat.

La suite (z,)new €st bornée doné(ng)ren €tz € RY; Tn, — « lorsquek — 400 et comme
Vf(zn,) — 0, 0n a, par continuitéy f(z) = 0.
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6. On supposé !z € RY tel queV f(z) = 0. Montrons quef(z) < f(z) Vz € R" et quez,, — Z quand
n — +oo. Commef est croissante a I'infini, il existe un point qui réalise umimium def, et on sait qu’en
ce point le gradient s’annule; en utilisant I'hypotheseniltité, on en déduit que ce point est forcément
etdoncf(z) < f(z) pour toutr € RV,
Montrons maintenant que la suite,, ),,eiv converge verg. En raison de I'hypotése d’unicité, on a forcé-
mentz = z, et on sait qu’on a convergence d’une sous-suitéige, i versz par la question 5. Il reste
donc a montrer que c’est toute la suite qui converge. Supysag@elle ne converge pas; alors

Je>0; Vk €N, In, >k et|x,, —z| >¢ (3.64)

Mais d’'apres la question 5), on peut extraire de la quite ) .~ Une sous—suite qui converge, ce qui contre-
dit (3.64). Donc la suitéz,,) e converge.

Corrigé de I'exercice 75 page 140 (Méthode de relaxation)

1.0Onvu a l'exercice 70, questions 1 et 2, qu¢ sérifie 'hypothése (3.44) alorf est strictement convexe et tend
vers l'infini en l'infini, et donc il existe un unique € IR” réalisant son minimum.

2. Ecrivons I'hypothése (3.44) avac= se;, ety = te; ol (s,t) € IR? ete,, est lek-iéme vecteur de la base
canonique dd&R " ; en notan®;, f la dérivée partielle d¢ par rapport a l&-iéme variable, il vient :

(Orf(s) = Onf())(s —t) = afs —t*.

En appliquant & nouveau les résultats de I'exercice 70 tigussl et 2 au ca®/ = 1, on en déduit I'existence et
unicité des tel que

Comme l'algorithme (3.46) procede/é& minimisations de ce type a chaque itération, on en déduitaseite
(z(™),e construite par cet algorithme est bien définie.

3.(a) Par définitiony\" ™ réalise le minimum de la fonctiop." ™" surlR. Comme de plus,\" ™ € C'(R,R),

onadonde!" ™Y (2" V) = 0. Or (" Y (2" V) = g, f (" +1P), et doncdy, f(z("H1R)) = 0.
D’aprés la question 2 de I'exercice 70, on a

f(x(nJrl,kfl)) _ f(x(nJrl,k)) > vf(x(nJrl,k)) . (‘,L,(nJrl,kfl) _ x(nJrl,k))

+ %|x(n+1,k71) LR 2,

Or g(ntLk=1) _ p(nt+Llk) — —a:,g"“)ek et Vf(z("th) . ep = Oy f(x("t1F) = 0. On en déduit que :

f(x(n,+1,k—1)) _ f(x(n,+1,k)) _| (n+1,k—1) _ (n+1,k)|2.

-2

3.(b) Par définition de la suite:"),.cv, on a:

N
f(x(n)) n+1) Zf (n+1,k—1) f(x(nJrl,k)).
k=1

Par la question précédente, on a donc :

f(x(n)) _ (n+1) Z |x(n+1 k—1)) (n+1,k)|2.
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Or g(ntLE=1)) _ p(ntLk) — —x,(f’“)ek, et(ex)renaim €St Une base orthonormée. On peut donc écrire que
N N
Z |x(n+1,k71)) _ p(ntLE) |2 _ Z |(xlgn) . x]gn+1))ek|2
k=1 k=1

(2 — 2" ey |?

(x(nJrl,kfl)) _ x(n+1,k))|2

- |x(n) _ x(n+1)|2.

On en déduit que
F™) = f(zH0) 2 G — 2D,

La suite(f(z(™)),en est bornée inférieurement pAfz) ; 'inégalité précédente montre qu’elle est décroissante,
donc elle converge. On a dorféz(™) — f(z(**+Y) — 0 lorsquen — oo, et donc par I'inégalité précédente,

lim [z(™ —z("*+D| = 0.
n—-+o0o

De plus, poul < k < N,

(n+1,k) _ x(n,+1)|2 _

n n+1
j (@™ — 2" TD)e, |2

M=

~

1= 1=

n n+1
() — 2y e ?

(x(n—&-l,E—l)) _ x(n+1,€))|2
< |£C n) x(n+1)|2.

d’oli 'on déduit qudim,, _, | |z tHF) — (D] = 0.
4. En prenant = z ety = z("*1) dans I'hypothése (3.44) et en remarquant que, puisgéalise le minimum
def,onaVf(z) =0, on obtient:

(=VFa™D) - (7 = 2D) = afz — a2,

et donc, par I'inégalité de Cauchy Schwarz :

N %
1
(n+1) _ = <« (n+1)y|2 )
o) 7] < 1 (}jmf(x ) )

k=1

5. Par les questions 1 et 2 de I'exercice 70, on sait que lditang est croissante a I'infini. Donc il existe > 0 tel
que sijz| > Ralorsf(x) > f(zo). Or, la suite(f(z,))nen étant décroissante, onféx,,)) < f(x) pour toutn,
etdondz, | < R pour toutn. Par la question 3(b), on sait que pour tbut 1, lim,, | o |z T1F) — (D] =0,

ce qui prouve que les suités* %)), .y, pourk = 1,..., N, sont également bornées.

Commelim,, . [z F1F) — 2(*+1)| = 0, on a pour touy) > 0, I'existence deV, € IN tel que|z("+1F) —
x| < nsin > N,. Commef € C'(IR,IR), la fonctiondy f est uniformément continue sur les bornés
(théoreme de Heine), et donc pour teut 0, il existen > 0 tel que silx — y| < n alors|dx f(x) — Ok f(y)| < €.

On adonc, poun > N, : [0y f(x("F1R)) — 9, f(z("+D)| < ¢, ce qui démontre que :

|0 f (2"T1))| = 0 lorsquen — +oo.

On en conclut par le résultat de la question 4 gifé — z lorsquen — +oo.
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6. On a vu a I'exercice 68 que dans ce ¢ag,(z) = (A4 + A")xz — b. L'algorithme 3.46 est donc la méthode de
Gauss Seidel pour la résolution du systeme Iiné?ﬁr;éwr ANz =b.

7 (a) La fonctiong est strictement convexe (car somme d’une fonction strietgroonvexe (1, 2) — % + 3,
d’'une fonction linéaire par morceauXa1, x2) — —2(x1 + x2) + 2|z1 — x2|. et croissante a I'infini grace aux
termes en puissance 2. Il existe donc un unique élémentz;, 7)! delR? tel queg(T) = inf,cr> g(z).

7 (b) Soite > 0. On a, pour tout: € R, ¢.(¢) = g(x,z + €) = 22 + (z + €)? — 4, qui atteint (pour tout:) son
minimum poure = 0. Le minimum dey se situe donc sur 'axe = y. Or)(x) = g(x, x) = 22> — 4z atteint son
minimum enz = 1.

7 (c) Siz(® = (0,0), on vérifie facilement que I'algorithme (3.46) appliqug &st stationnaire. La suite ne
converge donc pas vers La fonctiong n’est pas différentiable sur la droitg = 5.

Corrigé de I'exercice 76 page 142 (Gradient conjugué pour ummatrice non symétrique)

1. CommeA est inversible A I'est aussi et donc les systemes (3.47) et (3.48) sont éenisa

2 (a) La matriceM est symétrique définie positive, cdrest inversible ef\l = AA? est symétrique. Donc ses
valeurs propres sont strictement positives.

2 (b) On a cond4) = ||A|||A~!|. Comme la norme est ici la norme euclidienne, onjjal}| = (p(A’A))? et
A=Y = (p((A~1)PA1))2 = (p(AAP)~1))2. On vérifie facilement qual = A’ A et A' A ont mémes valeurs
propres et on en déduit le résultat.

3. Ecrivons I'algorithme du gradient conjugué pour la résoh du systéme (3.48)

Initialisation
Soitz(® e RY, et soitr(® = Ath — At Az =
1) Sir® =0, alorsAz(® = p et doncz® = z,
auquel cas l'algorithme s'arréte.
7(0) . :(0)

i (0) 0) — (0) isitg = ——————
2) Sir(® £ 0, alors on posev rt, etonchoisity = —— 65— -

On pose alors® = z(0) 4+ pyw(©).

[tération 1 <n < N —1:
On suppose? ... 2 etw® ... w™1 connus eton pose
() = Ath — At Az,
1) Sir™ =0onadz™ = bdoncz™ =z
auquel cas l'algorithme s’arréte.
2) Sir(™ +£ 0, alors on posey™ = (") 4+ X\, ;w1
rm) . p(n)

At Aw™) ()

'r‘(“>~'r‘(“>

avech,,_1 = DD et on pose,, =

On pose alorg (1) = 2" 4 p (7).

Si on implémente I'algorithme sous cette forme, on a intéréelculer d’abords = A'b et M = A'A pour
minimiser le nombre de mutliplications matrice matrice ettnice vecteur. Au lieu du codt de I'algorithme initial,
qui est er2 N3 + O(N?), on a donc un colt eBN? + O(N?).

Maintenant si on est optimiste, on peut espérer convergaoams deN itérations (en fait, c’est malheureusement
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rarement le cas), et dans ce cas il est plus économiquerd &atgorithme précédent sous la forme suivante.

Initialisation
Soitz(® e RY, etsoits(® = b — Az et soitr(®) = A5
1) Sir® =0, alorsAz(®) = b etdonce® = z,
auquel cas l'algorithme s’arréte.
(0) . ,-(0)
2) Sir(9 =£ 0, alors on posev(®) = r(® 4©) = 4 et on choisitpy = ﬁ.
yvry

On pose alors = z(0) 4+ pw(©).

Itération 1 <n <N —1:
Onsuppose? ... 2™ etw® ... w™ Y connus eton pose

s =p— Az etr(®) = Atg(n),

1) Sir(™ =0onadz(™ = bdoncz™ =z

auquel cas l'algorithme s'arréte.

2) Sir(™ 0, alors on poser™ = r(™ 4 X, _jw™=1
rm) . p(n)

P (1)

avech, 1 = i et on pose,, = avecy™ = Aw™.

On pose alors ("t = z(") 4 p (),

On peut facilement vérifier que dans cette version, on a udyirmatrice vecteur en plus a chaque itération, donc
le colt est le méme pouy itérations, mais il est inférieur si on a moins Neitérations.

Remarque : Cette méthode s’appelle méthode du gradieniguéjappliquée aux équations normales. Elle est
facile a comprendre et a programmer. Malheureusementmellaarche pas tres bien dans la pratique, et on lui
préfere des méthodes plus sophistiquées telles sue la deétBECGSTAB" ou "GMRES".

Corrigé de I'exercice 78 page 143 (Méthode de Polak-Ribiéye

1. Montrons quéef est strictement convexe et croissante a l'infini. $olia fonction delR danslR définie par

p(t) = flz+ iy — x)).

Onayp € C*(IR,R), 9(0) = f(x) etp(1) = f(y), etdonc :

fy) — f(2) = &(0) + / (1 - )" (t)dt. (3.65)

Or¢/'(t) =V(x+tly —z)) - (y — x) etdoncy” (t) = H(x + t(y — x))(y — x) - (y — ). On a donc par
hypothése) (t) > aly — x|2.
On déduit alors de 3.65 que

F) 2 f@) + V(@) - (y =) + Sy = al, (3.66)

L'inégalité 3.66 entraine la stricte convexité flet sa croissance a I'infini (voir démonstration de la conver-
gence du gradient a pas fixe, exercice 27).
[l reste & montrer que 'ensemblP (H (z)) des valeurs propres dé(z) est inclus dangy, 5]. Commef €
C?*(R,IR), H(x) est symétrique pour tout € IR, et donc diagonalisable dafis. SoitA € VP (H(z)); il
existe dong € R”Y, y # 0 tel queH (x)y = Ay, etdoncay -y < Ay -y < By -y, YA € VP(H)(x)). On
en déduit qu&’P(H (z)) C [«, 3]

2. Montrons par récurrence sarqueg™ 1 . () = 0 etg(™ . g(") = ¢(") . (") pout toutn € IN.
Pourn = 0, on aw® = ¢(® = Vv f(2(®)).
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Si Vf(z(9) = 0 l'algorithme s’arréte. Supposons donc dug (z(?)) # 0. Alors w(® = -V f(z() est
une direction de descente stricte. Commie = z(9) + pyw(®) ou py est optimal dans la directian(®), on
agW . w® = -V f(zM).w® =0.De plus, on a évidemment?) - w(©) = ¢(© . 4(0),
Supposons maintenant qgé&€” - w1 = 0 et g(»=1) . g(n=1) = gn=1) . (n=1) "et montrons que
gD () = 0 et g™ . g(m) = 0,
Par définition, on a :
w™ = g(") + )\n,lw(”*l), donc

W) - g = ) g Ly ) ) ()
par hypothése de récurrence. On déduit de cette égalitéGlie g > 0 (carg(™ # 0) et doncw™ est
une direction de descente strictes€f). On a doncv f (z("+1)) . w™ = 0, et finalemeny "+ . (™ = 0,

3. Par définitiong(™) = —V f(z(™); or on veut calculey" ) — (") = —V f(x("+1)) 4 ¥ f(z(™). Soity
la fonction delR danslR définie par :

olt) = =V f(a™ + t(a") —2(m)).
Onadonc:

p(1) —p(0) = gt —gm

/0 1 o' (t)dt.

Calculonsy’ : ¢/ (t) = H(z™ 4 t(z*tD) — () (1) — 2(), Et commez™+1) = z(") + p w(™),
onadonc:

gt — g = T ™) (3.67)
De plus, commeg (1) . (") = 0 (question 1), on obtient par (3.67) que

g™ - ™

Pn = an(n) . w(n)

(carJ,w™ - w™ £ 0, puisqueJ, est symétrique définie positive).
4. Par définition, on (™ = ¢(™ + \,_ w1, et donc

)] < g®™] 4+ Al 0] (3.68)

Toujours par définition, on a :

An—1 g(n=1) . g(n=1)

Donc, par la question 3, on a:
png(n) . J(n’_l)w(n_l)
= g(n=1) . g(n—1)

An—l

En utilisant la question 2 et & nouveau la question 3, on a donc

JO=1)g(n=1) . g(m)

T =1y (n=1) 4y(n—1)"

An—1 =

etdonc
. |J(n—1)w(n_1) . g(n)|

An—1 = T (=1 . y(n—1)"

car.J("—1) est symétrique définie positive.
De plus, en utilisant les hypotheses #iiron vérifie facilement que

alz? < Tz .z < Blz)? Vo e RY.

On en déduit que
|J(n—1)w(n_1) . g(n)|

An—l S a|w(n71)|2
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On utilise alors 'inégalité de Cauchy—Schwarz :

|J(n—1)w(n—1) . g(n)| < HJ(n—l)H2 |w(n—1)| |g(n—1)|
< Bl V] g Y.
On obtient donc que
8 lg"Y)|
An—1 < @ jw DI
ce qui donne bien grace a (3.68) :
0] < g1+ D),

5. e Montrons d’abord que la suitef (z(™)),en converge. Comme (z(" 1) = f(z(™ + p w™) <
f(@™ + pw™) ¥p > 0, on a donc en particulief (z("*+1)) < f(=™). La suite(f(2™)),en est
donc décroissante. De plus, elle est minorée fian. Donc elle converge, vers une certaine limite
¢ € IR, lorsquen tend verst-oo.

e La suite(z(™),,cv est bornée : en effet, commfeest croissante a l'infini, il exist& > 0 tel que si
lz| > Ralorsf(z) > f(x©@). Or f(z(™) > f(2(©)) pout toutn € IN, et donc la suitéz(™)),, v est
incluse dans la boule de raydh

e Montrons queV f (z(™) — 0 lorsquen — +ooc.

On a, par définition de("+1),

F@™ D) < f@™ 4 pw™), Vp > 0.

En introduisant la fonctiop définie delR danslR parp(t) = f(z(™) +tpw™), on montre facilement
(les calculs sont les mémes que ceux de la question 1) que

1
f(x(”) + pw(n)) = f(x(")) + pr(x(")) Cw( p2/ H(x(”) + tpw("))w(”) . w(")(l —t)dt,
0
pour toutp > 0. Grace a I'hypothése suf, on en déduit que
fla ) < f@™) + pV f™) - w™ + §p2|w<">|% o 2 0.

CommeV f(z(™) - w™ = —g") . (™ = —|¢(M2 (question 2) et commpo™ | < [¢™|(1 + £)
(question 4), on en déduit que :

f(x(n+1)) < f(a:(")) _p|g(n)|2 +p2’y|g(")|2 =Yn(p), Vp >0,

ouy = %2 + (14 §)2. La fonction),, est un polyndbme de degré 2 gnqui atteint son minimum

. 1 1
lorsquey, (p) = 0, i.e.pourp = 2 On a donc, poup = 2

Lgmp,

Fa0) < F) -

d’ou on déduit que
g™ < 4y(f(@™) = f0D) =0

n—-+o0o

On adoncV f(z(™) — 0 lorsquen — +oc.

o La suite(z(™),,c v étantbornée, il existe une sous—suite qui convergewer®R ", commeV f (")) —
0 et comme
nablaf est continue, on & f(z) = 0. Par unicité du minimumf est croissante a 'infini et strictement
convexe) on a done = 7.
Enfin on conclut & la convergence de toute la suite par un agtioiassique (voir question 6 de
'exercice 72 page 139).
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Corrigé de I'exercice 80 page 144 (Méthodes de Gauss—Newteinde quasi-linéarisation)

Soit f € C?(RY,R"), avecN, P € IN*. SoitC € Mp(IR) une matrice réelle carrée d’ordfg symétrique
définie positive, etl ¢ R”. Pourz € RY, on pose

J(@) = (f(z) —d) - C(f(z) —d).
On cherche a minimisef.

| Propriétés d’existence et d’unicité
(@) CommeC est symétrique éfinie positive, onya Cy > 0 pour touty € IR”Y, ce qui prouve que
J(z) > 0 pour toutz € IRY. Donc.J est bornée inférieurement.
(b) Trois exemples
i. SiN=Petf(x)=ux, J(x)=(x—d) C(x — d) qui est une fonction quadratique pour laquelle
on a existence et unicité dec IR™ qui réalise le minimum dé.
ii. Si f(x)=0,J(z)=d-C etJ estdonc constante. Il y a donc existence et non uniciéddRr
qui réalise le minimum dd.
jii. PourN =P =1,sif(z)=e% avecc = 1etd =0, J(z) = (e¥)? tend vers 0 en I'infini mais 0
n'est jamais atteint. Il ya donc non existenceide IR qui réalise le minimum dé.
Il Un peu de calcul différentiel

(&) On noteDf et D-f les différentielles d’ordre 1 et 2 dg. A quels espaces appartienndnf (),
Dy f(z) (pourz € RY), ainsi queDf et Dy f ? Montrer que pour tout € IRY, il existe M () €
Mp n(R), ouMp n(IR) désigne I'ensemble des matrices réellgdlignes etV colonnes, telle que
Df(x)(y) = M(z)y pour touty € R™.

Df(x) est la différentielle def enz et c’est donc une application linéaire #" dansIR”. Donc
il existe M (z) € Mpn(IR), ouMp n(IR) désigne I'ensemble des matrices réellds Bgnes etV
colonnes, telle qué f(x)(y) = M (z)y pour touty € R,
On a ensuitdD, f(z) € LRY, L(RY,R")).
Enfin,onaDf € CY(RY, L(RY, R”)) et Dy f € LIRY, LRY, RT)).

(b) CommeC ne dépend pas de on aVJ(z) = M (z)C(f(z) — d) + (f(z) — d)CM(z).

(c) Pourz € RY, calculer la matrice hessienne desnz (qu’on noteraH (x)). On suppose maintenant
queM ne dépend pas de; montrer que dans ce cab(x) = 2M (z)'C M (z).

Il Algorithmes d’optimisation
Dans toute cette question, on suppose qu'il existe un urigeeR ™ qui réalise le minimum dé, qu’on
cherche a calculer de maniére itérative. On se donne poarget IRY, et on cherche & construire une
suite(z,, )neN QUi cOnverge vers.

(a) On cherche a calculeren utilisant la méthode de Newton pour annief. Justifier brievement cette
procédure et écrire I'algorithme obtenu.

(b) L'algorithme dit de “Gauss-Newton" est une modificati® la méthode précédente, qui consiste a
approcher, a chaque itérationla matrice jacobienne d€.J enz,, par la matrice obtenue en négligeant
les dérivées secondes fleEcrire I'algorithme ainsi obtenu.

(c) L'algorithme dit de “quasi—linéarisation" consistesnplacer, & chaque itératianc IN, la minimisa-
tion de la fonctionnelle/ par celle de la fonctionnellg,, définie delR™Y dansIR, et obtenue a partir
de J en effectuant un développement limité au premier ordré(dg enx,,, c.a.d.

Jn(@) = (f(zn) + Df(@n)(x — 20) — d) - C(f(2n) + Df(zn)(x — 20) — d).

i. Soitn > 0, z, € RY connu,M,, = M(z,) € Mpn(R), etz € RY. On poseh = = — ,,.
Montrer que
Jo(x) = J(xp) + MECMuh - b+ 2MEC(f(2n) — d) - he

ii. Montrer que la recherche du minimum dg est équivalente a la résolution d'un systéme linéaire
dont on donnera I'expression.

iii. Ecrire I'algorithme de quasi—linéarisation, et le cparer avec I'algorithme de Gauss-Newton.
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Corrigé de I'exercice 79 page 143 (Algorithme de quasi Newit)

Partie 1
1. Par définition dev(™, on a:
w™ V(@)= —K®V (™). V™) <0

car K est symétrique définie positive.
Commep,, est le parameétre optimal dans la directiofi”, on aV f(z(™ + p,w(™) - w™ = 0, et
doncAz™ - w™ + p, Aw™ . w™ =b.w™ ; on en déduit que

L g
Pn = _Aw(") )’

Commew™ = —K ™ 4(") ceci s’écrit encore :

g g
T AKMgn) . K g)”

Pn

2. SIK™ = A~ |aformule précédente donne immédiatement= 1.
3. La méthode de Newton consiste a chercher le zéfg fipar I'algorithme suivant (a I'itération 1) :

Hy (@)@ —20) = ~Vf(),
(ou H(x) désigne la hessienne gleau pointr) c’est-a—dire
Az — 20y = — 42O 4y,

On a doncAz(™ = b, et comme la fonctiorf admet un unique minimum qui vérifiéz = b, on a
doncz(!) = z, et la méthode converge en une itération.

Partie 2 Méthode de Fletcher—Powell.

1. Soitn € IN, on suppose qug™ # 0. Par définition, on a(™ = 2"+t — (") = _, K ¢(") avec
pn > 0. CommeK (") est symétrique définie positive elle est donc inversiblexcdmmmey (™) £ 0,
onak ™ g™ £ 0 etdoncs™ # 0.

Soiti < n, par définition des™, on a:

s AW = —p KM g . A0,
CommeK (™) est symétrique,
s A = —p g (M) A0,
Par hypothése, on& (™ As(") = s() pouri < n, donc on a bien que si< n
s . A5 Z 0 g™ . 50—,

Montrons maintenant qug™ - s(9 = 0 pouri < n.

eOna , , 4 o
g(z"'—l) . 8(1) — _ng(7+1) . K(7)g(7)
— gl L),
Or g+ = V f(2(+1) et p; est optimal dans la directian”). Donc

gl 5 —
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eOna
(g™ — gY@ = (Az(™ — AzH+D) . 5O

n—1

- Z (Az*+1) — Az(R)y. s
k=i+1
n—1

= 3 s 0,
k=i+1

= 0

Par hypothese dd—conjugaison de la famill(as(i))izl,k,l on déduit alors facilement des deux
égalités précédentes qué) - s() = 0. Comme on a montré qug™ - s(Y) = 0 si et seulement si

s() sont non nuls.
2. Montrons quéx (1) est symétrique. On a :
s(M) (s(m))tyt [(K(n)y(n))(K(n)y(n))t]t

(nF1)\t _ (n)\t ( o — (n+1)

car K(") est symétrique.
3. Montrons quées (1) As() = () si0 < i <n.Ona:

S(n)(s(n))tA @ (K Mgy ()Y (K () (gt

— (1)

K1) oo — f¢(n) 450 4

— Considérons d’abord le cas< n. On a
s (50t A = s [(s(M)E AsD] = s(M[s(M) . 450)] = 0
cars(™ . As) = 0sii < n. De plus, commek (") est symétrique, on a :
(K(n)y(n))(K(n)y(n))tAS(i) = KMy (y(”))tK(")As(i),

Or par la question (c), on B(™ As(®) = s() si0 < i < n. De plus, par définitiony (™ = As(™).
On en déduit que

(K(")y("))(K(")y("))tAs(i) — K(n)y(n)(As(n))ts(i) - K(n)y(n)(s(n))tAS(i) =0

puisque on a montré en (a) que les vectedts, ..., s(™ sont A-conjugués. On déduit alors de

(3.69) que
KO+D A — () g0 — ()

— Considérons maintenant le cas n. On a

S(n)(s(n))tAs(n) B (K(n)y(n))(K(n) (y(n))tAS(n)
sm) . y(n) K@)y . g(n) '

KD gg(n) — g gg(n) 4

et commey(™) = As(™) ceci entraine que
KD A5 — K0 gg(0) | () _ pem)y(n) _ g(m).
4. Pourz € RY, calculonsk "+ 1z . 1 :

S(n)(s(n))t (K(n)y(n))(K(n)y(n))t
s g T TRy () L ()

Kt p. o = KMWg . x4 T-x.

Or s (stM)ia -z = st (s ) - & = (st - 2)%, et de méme(K M y(™)(KMyM)iz . 2 =
(K™y(™M . 2)2,On en déduit que

M) z)2  (Kmyn) . )2
(n+1),. . . — r(n),. . (S IE) — ( Y x)
K z-x=K™z z+ s(m) . y(n) () y(n) . yn) -
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En remarquant qug™ = As("), et en réduisant au méme dénominateur, on obtient alors que

(K(”)x . x)(K(n)y(n) .y(n)) — (K(n)y(n) -x)? (s(n) - x)?
(Kt ) T At s

KOt =

Montrons maintenant qui (1) est symétrique définie positive. Comrié™ est symétrique définie
positive, on a grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz @€y - z)? < (K™ax - 2)(K™y™)
avec égalité si et seulementsety(™) sont colinéaires. Si n’est pas colinéaire#™, on a donc donc
clairement

KT 2> 0.

Si maintenant est colinéaire (), i.e.z = ay(™ aveca € IR* , on a, grace au fait que™ = As("),

(S(n) .x)Q B 2(s(n) . As("))2 )
W_O‘W>O,etdoncff z-z>0.

On en déduit qués ("+1) est symétrique définie positive.

5. On suppose qug™ = 0si0 < n < N — 1. On prend comme hypothése de récurrence que les
vecteurss(?) ..., s("=1) sont A-conjugués et non-nuls, qig’) As = s() si0 < i < j < netque
les matrices /) sont symétriques définies positives pgue 0, . . ., n.
Cette hypothése est vérifiée au rang- 1 grace a la question 1 en prenant= 0 et K (*)symétrique
définie positive.
On suppose qu’elle est vraie au rand-a question 1 prouve qu’elle est vraie au rang 1.
Il reste maintenant & montrer qué€" 1) = A~'p = z. On a en effety (V) As() = s() pouri = 0 &
N — 1. Or les vecteurs(®) . .., s("=1) sont A-conjugués et non-nuls : ils forment donc une base. On
en déduit quexk V) A = Id, ce qui prouve quél M) = A~ et donc, par définition de(N 1) que
Nt = A1y =7,

Exercice 82 page 145 (Sur I'existence et I'unicité)

La fonctionf : IR — IR définie parf(z) = 2 est continue, strictement convexe, et croissante a l'irfifuidions
maintenant les propriétés dé dans les quatre cas proposeés :

(i) LensembleK = {|z| < 1} est fermé borné et convexe. On peut donc appliquer le thédexistence et
d’unicité 3.34 page 129. En remarquant gife) > 0 pour toutz € IR et quef(0) = 0, on en déduit que l'unique
solution du probléme (3.29) est dofac= 0.

(i1) LensembleK = {|z| = 1} est fermé borné mais non convexe. Le théoreme d’exister¥®hge 129
s’applique donc, mais pas le théoréme d’unicité 3.33 pa@e & fait, on peut remarquer qué = {—1,1}, et
donc{f(z),z € K} = {1}. Il existe donc deux solutions du probléme (3.29) =1 etz; = —1.

(7i1) LensembleK = {]z| > 1} est fermé, non borné et non convexe. Cependant, on peut &Crt K U Ko

ou K; = [1,+o0] et Ky =] — 00, —1] sont des ensembles convexes fermés. On peut donc appkgtrdréme
3.34 page 129 : il existe un uniqag € IR et un uniquer, € IR solution de (3.29) pouK = K; et K = Ko
respectivement. Il suffit ensuite de compateetz,. Commer; = —1 etzs = 1, on a existence mais pas unicité.

(iv) LensembleK = {]z| > 1} n’est pas fermé, donc le théoreme 3.32 page 129 ne s’apiagieDe fait, il
n’existe pas de solution dans ce cas, car dimg, 1+ f(z) = 1, etdoncinf i f = 1, mais cet infimum n’est pas
atteint.

Exercice 83 page 145 (Maximisation de I'aire d'un rectanglé périmetre donné)

1. On peut se ramener sans perte de généralité au cas dwtedfiam,] x [0, z2], dont l'aire est égale &, - et
de périmétre(x; + x5). On veut donc maximiser; x5, Ou encore minimiserz,z,. Pout: = (21, z2)" € IR?,
posonsf(z1,x2) = —x122 €tg(x1, x2) = 21 + x2. Définissons

K= {33 = (x1,22)" € (IR4)? tel quex; + x5 = 1},
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Le probléme de minimisation de I'aire du rectangle de pétien@onné et égal a 2 s’écrit alors :

(2)or
2 (3.70)
f(T1,%2) < f(x1,22) Y(x1,22) € K

2. Commer; et sont tous deux positifs, puisque leur somme doit étre égalela sont forcément tous deux
inférieurs a 1. Il est donc équivalent de résoudre (3.70)30®d(). L'ensemblgs est un convexe ferme borné, la
fonction f est continue, et donc par le théoréme 3.32 page 129, il existeoins une solution du probléme (3.51)
(ou (3.70)).

3. CalculonsVyg : Vg(z) = (1,1)!, donc rangDg(z,y) = 1. Par le théoréme de Lagrangezsi= (x1,z2)" est
solution de (3.70), il exista € IR tel que

Vf(z,y)+AVg(z,y) =0,
T+y=1
OrvVf(z,y) = (—z,—%)t, etVg(z,5) = (1,1). Le systéme précédent s’écrit donc :

—g4+A=0—-Z+21X=0 T+ygy=1.
On adonc

1

Exercice 84 page 146 (Fonctionnelle quadratique)

1. Commed # 0, il existe € R” tel qued - & = a # 0. Soitz = =7 alorsd - x = c. Donc 'ensembleX est
non vide. L'ensembléC est fermé car noyau d’une forme linéaire continudrfé dansR, et K est évidemment
convexe. La fonctiorf est strictement convexe gfx) — +oo quandjz| — +oo, et donc par les théorémes 3.32
et 3.33 il existe un unique solution de (3.29).

2. On veut calculei. On a :Dg(x)z = d - z, et doncDg(z) = d*. Commed # 0 on arang(Dg(z)) = 1, ou
encorelm(Dg(x)) = IR pour toutz. Donc le théoreme de Lagrange s’applique. Il existe dbre IR tel que
Vf(Z)+ AVg(z) =0, c'est-a-diredz — b + Ad = 0. Le couple(z, \) est donc solution du probléme suivant' :

{ AZ —b+Ad =0, (3.71)

d-T=c

qui s’écrit sous forme matricielle By = e, avecB =

_ | X N+1
—[A}EIR et

b

e = e RY*L. Montrons maintenant quB est inversible. En effet, soiat{ i ] e RV*! avecz € RY

C
ety € IR tel queBz = 0. Alors

Ceci entrainedz — dy = 0 etdlz = d -2 = 0. OnadoncAz - = — (d - ) = 0. On en déduit que: = 0, et
commed # 0, quep, = 0. On a donc finalement = 0.

On en conclut qués est inversible, et qu'il existe un unique, \)* € IRV *! solution de (3.71) et et est solution
de (3.29).
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Exercice 88 page 147 (Application simple du théoréme de Kuhmucker

La fonction f définie deF = IR? dansIR par f(z) = 22 + 52 est continue, strictement convexe et croissante &
linfini. Lensemble K qui peut aussi étre défini pais = {(z,y) € IR%; g(z,y) < 0}, avecg(z,y) =1 —z —y

est convexe et fermé. Par le théoreme 3.34 page 129, il y aalastence et unicité de la solution du probléme
(3.29). Appliquons le théoréme de Kuhn-Tucker pour la déteation de cette solution. On a:

Vy(z,y) = ( j ) etVf(z,y) = ( 35 )

Il existe donch € R tel que:

20 — A =0,

2y — A =0,

Al —z—y)=0,
l1-2—-y<0,
A>0.

Par la troisiéme équation de ce systéme, on déduifgué oul —z —y = 0. OrsiA = 0, onax = y = 0 parles
premiére et deuxiéme équations, ce qui est impossible sorrdie la quatriéme. On en déduitque = — y = 0,
et donc, par les premiére et deuxieme équations,y = %

Exercice 3.6 page 147 (Exemple d'opérateur de projection)

2. Soitpx I'opérateur de projection définie a la proposition 3.44 pa8®, il est facile de montrer que, pour tout
i=1,...,N,:

(rx(W))i =wi Sy € o, Bil,

(rx(y)i =a; siy <a, ce qui entraine

(px(W))i =B sy > G,
(px (v))i = max(a;, min(y;, 3;)) pourtouti = 1,..., N.
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