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Chapitre 1

Introduction

1.1 DP’analyse numérique des équations aux dérivées partielles

Pour aborder le calcul numérique (a 1’aide d’un outil informatique) des solutions d’un probleme “réel”, on passe
par les étapes suivantes :

1. Description qualitative des phénomenes physiques.
Cette étape est effectuée par des spécialistes des phénomenes que 1’on veut quantifier (ingénieurs, chimistes,
biologistes etc.....)

2. Modélisation

Il s’agit, a partir de la description qualitative précédente, d’écrire un modele mathématique. On supposera
ici que ce modele amene a un systeme d’EDP (équations aux dérivées partielles). Dans la plupart des cas, on
ne saura pas calculer une solution analytique, explicite, du modele ; on devra faire appel a des techniques de
résolution approchée.

3. Analyse mathématique
Méme si I’on ne sait pas trouver une solution explicite du modele, il est important d’en étudier les propriétés
mathématiques, dans la mesure du possible. Il est bon de se poser les questions suivantes :
- Le probléme est-il bien posé ? c’est-a-dire y—a—t’il existence et unicité de la solution ?
- Les propriétés physiques auxquelles on s’ attend sont elles satisfaites par les solutions du modele mathématique ?
Si u est une concentration, par exemple, peut-on prouver qu’elle est toujours positive ?
-'Y a-t-il continuité de la solution par rapport aux données ?

4. Discrétisation et résolution numérique
Un probléme posé sur un domaine continu (espace - temps) n’est pas résoluble tel quel par un ordinateur,
qui nenpeut traiter qu'un nombre fini d’inconnues. Pour se ramener a un probléme en dimension finie, on
discrétise I’espace et/ou le temps. Si le probleme original est linéaire on obtient un systeme linéaire. Si le
probléme original est non linéaire (par exemple s’il s’agit de la minimisation d’une fonction) on aura un
systeme non linéaire a résoudre par une méthode ad hoc (méthode de Newton...)

5. Analyse numérique

Une fois le probleme discret obtenu, il est raisonnable de se demander si la solution de ce probleme est
proche, et en quel sens, du probléme continu. De méme, si on doit mettre en oeuvre une méthode itérative
pour le traitement des non-linéarités, il faut étudier la convergence de la méthode itérative proposée.



1.2. PRINCIPALES METHODES DE DISCRETISATION CHAPITRE 1. INTRODUCTION
6. Mise en oeuvre, programmation et analyse des résultats

La partie mise en oeuvre est une grosse consommatrice de temps. Actuellement, de nombreux codes com-
merciaux existent, qui permettent en théorie de résoudre “tous” les problemes. Il faut cependant procéder
a une analyse critique des résultats obtenus par ces codes, qui ne sont pas toujours compatibles avec les
propriétés physiques attendues...

1.2 Principales méthodes de discrétisation

1.2.1 Meéthodes de différences finies et volumes finis

On considere un domaine physique Q C IR?, ol d est la dimension de ’espace. Le principe des méthodes de
différences finies consiste 2 se donner un certain nombre de points du domaine, qu’on notera (1 ...xy) C
(]Rd)N . On approche alors I’opérateur différentiel en espace en chacun des z; par des quotients différentiels.
Il faut alors discrétiser la dérivée en temps : on pourra par exemple considérer un schéma d’Euler explicite ou
implicite pour la discrétisation en temps.

Les méthodes de volumes finis sont adaptées aux équations de conservation et utilisées en mécanique des fluides
depuis plusieurs décennies. Le principe consiste a découper le domaine €2 en des ’volumes de contrdle” ; on intégre
ensuite I’équation de conservation sur les volumes de contrdle ; on approche alors les flux sur les bords du volume
de contréle par une technique de différences finies.

1.2.2 Meéthodes variationnelles, méthodes d’éléments finis

On met le probleme d’équations aux dérivées partielles sous forme variationnelle :

a’(uav):(fav)Hv V’UGH,
u € H,

oll H est un espace de Hilbert! bien choisi (par exemple parce qu’il y a existence et unicité de la solution dans cet
espace), (-, -) g le produit scalaire sur H et a une forme bilinéaire sur H.. La discrétisation consiste & remplacer H
par un sous espace de dimension finie Hy, construit par exemple a 1’aide de fonctions de base éléments finis qu’on
introduira plus loin :

a(ug,vg) = (fyvp)m, Yv € Hy,

uy € Hy.

1.2.3 Méthodes spectrales

L’idée de ces méthodes est de chercher un solution approchée sous forme d’un développement sur une certaine
famille de fonctions. On peut par exemple écrire la solution approchée sous la forme : u = Z?:l a(u)p; p; fonction
polynomiales, on choisit la base p; de maniére a ce que «;+ et p} soient faciles a calculer. Ces dernieres méthodes
sont réputées colteuses, mais précises. Elles sont le plus souvent utilisées comme aide a la compréhension des
phénomenes physiques.

IDavid Hilbert, mathématicien allemand, 1862—1943
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1.3. TYPES D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES CHAPITRE 1. INTRODUCTION
1.3 Types d’équations aux dérivées partielles

Il existe une classification des équations aux dérivées partielles linéaires du second ordre. Considérons par exemple
une équation aux dérivées partielles écrite sous la forme :

Atgy + Buyy + Cugy + Dug + Euy + F =0 (1.3.1)

class
L’ appellation “elliptique”, “parabolique” ou “hyperbolique” d’une équation aux dérivées partielles (T.3.T) corre-
spond a la nature de la conique décrite par 1’équation caractéristique correspondante, c’est-a-dire :

Az? + By* + Cay+ Dz + Ey+ F = 0.

Donnons maintenant des exemples d’équations elliptiques, paraboliques et hyperboliques.

1.3.1 Problemes elliptiques

L’équation elliptique modele est

—Au = f, (1.3.2)

ot Au = dfu + 03, 0; désignant la dérivée partielle par rapport a la i-&éme variable (et donc 97 la dérivée partielle
d’ordre 2 par rapport a la ¢-eme variable). Cette équation modélise par exemple le phénomene de conduction de la
chaleur stationnaire (c.a.d. en régime permanent). En élasticité, on rencontre également I’équation du bi-laplacien,

c.ad.:
—A*y=f (1.3.3)

. lagzl; o s s . N . .
L’équation (I.372) peut étre discrétisée par différences finies, volumes finis ou éléments finis. On verra par 1 suite |
que les méthodes des différences finies sont limitées a des domaines géométriques ’simples”. L’équation (I.3.
est le plus souvent discrétisée par éléments finis, pour des raisons de précision.

1.3.2 Problemes paraboliques

intro.parab

L’équation parabolique modele est
u — Au = f, (1.3.4)

ol u; désigne la dérivée partielle de u par rapport au temps (u est donc une fonction de x, variable d’espace, et de ¢,
variable de temps). Cette équation modélise par exemple la conduction de la chaleur en régime instationnaire. Cette
équation parabolique comporte deux opérateurs : la dérivée d’ordre 1 en temps est, de maniere usuelle, discrétisée
par différences ?;esl, tandis que le traitement de 1’opérateur différentiel d’ordre 2 en espace est effectué comme
pour I’équation (1.3.2).

1.3.3 Problemes hyperboliques

Les équations de type hyperbolique interviennent principalement en mécanique des fluides (aéronautique, écoulements
diphasiques, modélisation de rupture de barrage et d’avalanches). Elles sont souvent obtenues en négligeant les
phénomenes de diffusion (parce qu’ils sont faibles) dans les équations de conservation de la mécanique. L’ exemple

le plus classique d’équation hyperbolique linéaire est 1’équation de transport (ou d’advection).

u —u, =00 e R,z € R, (1.3.5) |hyp.lin.1d
u(x,0) = up(x). (1.3.6) |hyp.lin.1d

Analyse numérique I, Télé-enseignement, M1 6 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 17 avril 2010
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1.3. TYPES D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES CHAPITRE 1. INTRODUCTION
Dans le cas ou la condition initiale ug est suffisamment réguliere, il est facile de voir que la fonction :

u(z,t) = up(x +t), (1.3.7)
. lin.1d.ci
est solution de (T.3. .6). St up est non e&ll}lere (par %emple discontinue, nous verrons qu’il y a encore
moyen de montrer que la fonctlon définie par (IT.3.7) est solufion en un sens que nous qualifierons de “faible”.
Si I’équation est non linéaire, i.e.
us + (f(u)), =0,t € R+, z € R, (1.3.8)

avec par exemple f(u) = u?, et condition initiale (ﬁl’%@com définir des solutions faibles, mais leur
calcul est plus difficile. Les équations hyperboliques sont discrétisées de maniere usuelle par la méthode des vol-
umes finis. Les discrétisations par éléments finis meénent a des schémas instables (c’est—a—dire que les solutions
discretes ne vérifient pas les propriétés physiques souhaitées).

Analyse numérique I, Télé-enseignement, M1 7 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 17 avril 2010
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Chapitre 2

Différences finies et volumes finis pour les
problemes elliptiques

2.1 Principe des deux méthodes
= .ppe.df.vf

2.1.1 Cas de la dimension 1

On considere le probleme unidimensionnel
—u(z) = f(x), Yz €]0,1], @2.1.1)
u(0) = u(l) =0, (2.1.2) |cl.dhom.el

N ... . E;I-_W .. . .. 1 N
ou f € C([0,1]). Les conditions aux limites (2.1.2) considérées ici sont dites de type Dirichlet' homogéne (le
terme homogene désigne les conditions nulles). Cette équation modélise par exemple la diffusion de la chaleur
dans un barreau conducteur chauffé (terme source f) dont les deux extrémités sont plongées dans de la glace.

Méthode de différences finies.
- .ppe.df.1ld

Soit (k)k=o,... N+1 une subdivision de [0, 1], avec :

yeeey

To=0<z1 <2< ...<2TN <2ZN41 = L.

Pouri =0,..., N, onnote h;;1/2 = ®i}1 — x; et on définit le "pas” du maillage par :

h= hii/2- 2.1. F
0N 2 2.13)

Pour simplifier I’exposé, on se limitera dans un premier temps a un pas constant :
hi+1/2:h VZG [07N]
ell.1d
On écrit I’équation aux dérivées partielles (b. [.T) aux points x;

—u"(2;) = f(:), Vi=1,...,N,

1Johann Peter Gustav Dirichlet, mathématicien allemand, 1805—1859



2.1. PRINCIPE DES DEUX METHODES CHAPITRE 2. DF ET VF, EDP ELLIPTIQUES

Effectuons un développement de Taylor en z; :

2 3 4
w(zir1) = u(x;) + ha (2;) + —u” () + hfu”'(aci) + —u(¢),
2 6 24
N N L SN i 7SN O P
u(xz—l) - u(xz) hu (xz) + 2 U (xz) 6 U (Z‘z) + 24U (771)7

avec (; € [x;, xi+1], i € [xi—1, ;). En additionnant, on obtient :
w(zigr) +ulxioy) = 2u(x;) + b2 (z;) + O(h?)
11 semble donc raisonnable d’approcher la dérivée seconde —u”(z;) par le “quotient différentiel”

2u(x;) — u(xi—q) — u(xiqq)
2

. . L, . lem.consikem.consis . .
Sous des hypotheses de régularité sur u, on peut montrer (voir lemme 2.12 page que cette approximation est
d’ordre 2 au sens

2u(w;) — u(@i—1) — u(@it1)

R, = u"(xi) + = O(h2)

B2
On appelle erreur de consistance au point x; la quantité R;. Ecrivons le schéma obtenu en utilisant cette approxi-
mation pour obtenir les équations discretes dont les inconnues discretes sont les u;, ¢ = 1,..., N :

2Uu; — Ui — U; . X
h21 = fay),i=1,...,N. (2.1.4)

Notons que la premiere équation fait intervenir g tandis que la derniére fait intervenir uy ;. Ces Cvlalg%gsmng sent
pas a proprement parler des inconnues, puisqu’elles sont données par les conditions aux limites (b. [.2). On pose
donc ug =0etuy41 = 0.

. . X . 5 gl-di S i . . N ,
Attention : les équations discretes (Z.1.4) font intervenir les inconnues discretes u;, 2 = 1,..., N, et non pas les
valeurs u(x;),i = 1,..., N de la solution exacte. En général, ces valeurs ne sont pas les mémes.

Méthode des volumes finis.

On ne se donne plus des points mais des volumes de contrdle K;, i=1,..., N, avec K; :]xi_l/g, Tiy1/2 [, eton
note ; = x;41/2 — T;—1 /2. Pour chaque volume de contrdle K;, on se donne un point z; € K; :]xi,l/g, Tiy1/2 [.
On pourra considérer par exemple (mais ce n’est pas le seul point possible) : x; = 1/2 ($7:+1 J2 +®iq /2) . On
intégre I’équation —u”' = f sur K :

Tiy1/2 Tit1/2
/ —u (x)dx = / f(x)dz

Ti—1/2 Ti—1/2

etonpose f; = 7~ [7*"'/* f(z)dx. On obtient :

Ti—1/2
_u/(xi+1/2) + ’u/(l‘i,l/g) =h;f;, i=1,...,N, 2.1.5) |egvfld-i

Pour la premiere maille (¢ = 1), on obtient plus particulierement :

—u'(3/2) + U (0) = hy f1, (2.1.6) [equfid-1

Analyse numérique I, Télé-enseignement, M1 9 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 17 avril 2010



2.1. PRINCIPE DES DEUX METHODES CHAPITRE 2. DF ET VF, EDP ELLIPTIQUES

et pour la derniere (¢ = N), :
—u'(1) + v (zn_1/2) = hn N 2.1.7)

On cherche donc a approcher les flux —u’(z;41/2) aux interfaces ;o des mailles, et les flux /(0) et v/(1) au
bord. Notons que I’opérateur a approcher est ici d’ordre 1, alors qu’il était d’ordre 2 en différences finies pour la
méme équation.

On se donne une inconnue par maille (ou volume de contrdle ¢), qu’on note u;, et on espere approcher ainsi la valeur
u(x;) (ou i / K, W- En supposant v suffisamment réguliere, on peut effectuer deux développements de Taylor a
l'ordre 2 de u entre @;41 et x;y1/2 et entre x; et T;y1/2; en sggsotg%¥%%§dgg§ tc%)érvc?rl(e)gpements de Taylor ’'un de
Iautre, on se rend compte qu’il est “raisonnable” (voir exercice T3 page B9) d"approcher le terme u/(2i41/2) dans

d
I’équation (2.1.5) par le quotient différentiel

u(zit1) — u(zi)

hiy1/2
au sens ou I’erreur de consistance sur les flux, définie par :

u(Tit1) — u(xi)

Ri+1/2 = U/(Ii+1/2) - h'+1/2

estd’ordre 1 si u € C%(]0,1],R). Le schéma numérique s’écrit donc :

SHHL By i=2,. N-L 2.1.8)

hit1/2 i—1/2

. .. .. . N cl.dhom.ell.1ld
Pour la premiere et N-ieéme equations, on tient compte des conditions aux limites de Dirichlet homogenes (bTZ),i

£1d-1 d-N
et on approche u/(0) dans I’équation (be. 1.6) (resp. v'(1)dans I’équation (e. - par "(2117/)2_0 (resp. Oculzn) e qui

hny1/2
donne comme premigre et derniere équations du schéma numérique :

e Tl I S A (2.1.9)

h3 /2 hy /2
UN UN — UN-1
+ = hn [N, (2.1.10)
hny1/2 hn-1/2
N s . . , . N vf.ld.wf.1d.N )
La encore comme dans le cas des différences finies, attention : les équations discretes (2.1.8)-(2.1. ont inter-
venir les inconnues discrétes u;,¢ = 1,..., N, et non pas les valeurs u(z;),7 = 1,..., N de la solution exacte.

En général, ces valeurs ne sont pas les mémes.

Remarque 2.1 Si le pas du maillag?egggggggéggf{/ﬂid: h,¥i = 1,..., N (on dit aussi que le maillage est
uniforme), on peut montrer (exercice [[ page 34 ] que les équations des schémas volumes finis et différences finies
coiy %ncident aux conditions de bord et au second membre pres. Si le maillage n’est pas régulier, ceci n’est plus
verifié.

Autres conditions limites.

cl.dhom.ell.1ld
Conditions de Dirichlet non homogenes Supposons que les conditions aux limites en O et en 1 2.1.2 soit main-
tenant de type Dirichlet non homogenes, c.a.d. :

u(0) = a, u(l) = b, (2.1.11) |cl.dnonhom

avec a et b pas forcément nuls. Dans ce cas :
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. . < L cprs . SASIAS FI=A7 . . .
1. les équations discretes du schéma aux différences finies (b. ['4) restent identiques, mais les valeurs ug et
upn+1 sont maintenant données par : ug = a etuy41 = b;

vE.1d.1
2. les équations discretes du schéma de volumes finis (2.1.8) associés aux noeuds internes restent identiques,

. ' ’ . £ u(zi)—a b—u(zn)
mais les valeurs u’(0) et u/(1) sont maintenant approchés par e (resp. Fniis

, ce qui donne comme
premiere et derniere équations du schéma numérique :

Uz —Uj Uy

_ e S A S (2.1.12) [vf.1d.1ldnh

h3/2 h1/2
—b_uN +uN_uN_1 =hnfn, (2.1.13) |vf.1d.Ndnh
hnyi/2 hn_1/2

Conditions de Neumann et Fourier On appelle condition de Neumann?

de la dérivée, par exemple :
u'(0) = a. (2.1.14)

On appelle condition de Fourier® ou condition de Robin* une condition qui impose une relation entre la valeur de
la dérivée et la valeur de la solution, par exemple,

w' (1) + au(l) = b, (2.1.15)

avec a > 0. Cette condition est donc un mélange des conditions de Dirichlet et de Neumann, qui est souvent
utilisée pour exprimer une condition de transgert (thermique par exemple) entre un milieu et I’extérieur.
Enfin, on dit que les conditions aux limites sont mixtes si elles sont de type différent sur des portions de frontiere du
domaine : on a des conditions mixtes dans le cas unidimensionnel si, par exemple, on a une condition de Dirichlet
en 0 et une condition de Neumann en 1.

ell.1ld neumann0
P{grulgilg par exemple le cas de conditions mixtes, en considérant 1’équation (2.T.T) avec les conditions (Z.1.14) et
(moyons comment tenir compte de ces nouvelles conditions limites avec les deux méthodes que nous avons
introduit plus haut.

une condition qui impose une valeur

3

1. Schéma aux différences finies La condition de Neumann peut s’écrire avec un développement de Taylor a
I’ordre 1 :
u(h) — u(0)

' (0) =
(0) Fia

+e(h) = a.

. N .. . . . N eg.disc . R
Ceci suggere d’approcher la valeur ug qui intervient dans 1’équation discrete (b. [.4) pour i = 1 associée a
I’inconnue u; en écrivant que :

Uy — Ug N
o= a cad. ugp =uy — ahy;.
1/2

(Rappelons que dans le cas de la condition de Dirichlet homogene «(0) = 0, la valeur de v était simplement
prise comme ug = 0.)

A s L. , ., L., . 3 fourierl
De la méme maniere, on écrit un développement limité pour la dérivée dans la condition de Fourier (b. [.15):
u(1) —u(l —h)

+e(h) + au(l) = b,
hy/2

2Karl Gottried Neumann, mathématicien allemand, 1832-1925
3) oseph Fourier, mathématicien frani’(,%ais, 1768-1830
4Victor Gustave Robin, mathématicien fran'l'[)%ais, 1855-1897
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ce qui suggere I’approximation suivante :

UN41 — U UN —|-th+1/2

N
+aunt1 = b c.a.d. UN+1 = .
hni1/2 * T T f by

2. Schéma de volumes finis La condition de Neumann est particulieérement simple a prendre en compfe. puisqye
le schéma de volumes finis fait intervenir I’approximation de u'(0), le flux en 0 dans I’équation (b. [.6), que

I’on discrétise donc par :
a+ 2702 (2.1.16) [vE.1d.unmi.

h3 /2
fourierl
n %ep&_clompte ensuite de la condition de Fourier (b?llfrl lSei rpour approcher le terme «’(1) dans I’équation
(2.1.6) : on peut par exemple® approcher /(1) par b — auy ce qui nous donne comme N-iéme équation
discrete :
FN+1/2_FN—1/2:thN avecFN+1/2:auN—betFN_l/Qz—% (2117) vf.ld.Nmix
N-1/2

2.1.2 Cas de la dimension 2 ou 3
vimu 1

lapl
On consideére maintenant le probleme (11 .I§.2) en dimension 2 ou 3, sur un ouvert borné €2 de IRd, d = 2 ou 3, avec
conditions aux limites de Dirichlet homogenes qui s’écrivent maintenant :

u(z) =0,V € 9, (2.1.18) |cl.dhom.el

ol 052 désigne la frontiere de (2.

Méthode de différences finies.

Supposons (pour simplifier) que le domaine 2 soit un carré (c.a.d. d = 2, le cas rectangulaire se traite tout aussi

facilement). On se donne un pas de maillage constant h et des points z; ; = gih, hL] t=1,..., I\ 2'1: 1,...,N.

, L T ec.‘]pp .dEeEd ppe’.df.1d ;
En effectuant (%e)§0(1el\(/ael9£)gements limités de Taylor (comme au paragraphe 2.T.T page ®) dans les deux directions
(voir exercice T8), on approche —9%u(z; ;) (resp. —8?U(xi7j)) par

2u(@ij) — w(wiv1,;) — u(@i-1,5)
h2

2u(w;,j) — u(@ij41) — u(wij—1) )

(resp. par 12

Ce type d’approche est limité a des géométries simples. Pour mailler des géométries compliqués, il est en général
plus facile d’utiliser des triangles (tétra¢dres en dimension 3), auquel cas la méthode des différences finies est plus
difficile a généraliser.

Méthode de volumes finis.

On suppose maintenant que €2 est un ouvert polygonal de IR?, et on se donne un m. 'lga e 7 de 2, c.a.d., en gros,
un découpage de {2 en volumes de contrdle polygonaux K. En intégrant 1’équation (T.3.2) sur K, on obtient :

/K —Audz = /K fdz.

S P . ‘%Lfoubis
Ce n’est pas la seule possibilité, voir exercice T2
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2.1. PRINCIPE DES DEUX METHODES CHAPITRE 2. DF ET VFE, EDP ELLIPTIQUES
Par la formule de Stokes, on peut réécrire cette équation :

[ Vu@)ng(@)dy(z) = /K F2)da,

OK

ol dv(z) désigne I’intégrale par rapport a la mesure uni-dimensionnelle sur le bord de I’ouvert 2, et ol nx désigne
le vecteur normal unitaire a 0K extérieur a K. Comme K est polygonal, on peut décomposer 0K en arétes o qui
sont des segments de droite, et en appelant Ex 1’ensemble des arétes de K, on a donc :

-3 [ Vuncoi@) = [ i@,

o€Ex V7

ol ng , désigne le vecteur normal unitaire a o extérieur a K (noter que ce vecteur est constant sur o). On cherche
donc maintenant a approcher la dérivée normale Vu.ng , de maniére consistante sur chaque aréte . On se donne
donc des inconnues discrétes notées (ux ) xc7, qui, on I’espére vont s’avérer étre des approximations de u(x ).
Pour une aréte 0 = K|L séparant les volumes de contrdle K et L, il est tentant d’approcher la dérivée normale
Vu.ng , par le quotient différentiel
w(zr) — u(rk)
dr.1,

ou dg, 1, est la distance entre les points zx et x,. Cependant, cette approximation ne pourra étre justifiée que si
la direction du vecteur défini par les deux points 2k et z, est la méme que celle de la normale ng ,, c.a.d. si le
segment de droite x i z, est orthogonal a I’aréte K | L. Pour un maillage triangulaire a angles strictement inférieurs
am/2, felci 'evs% fg%illg nﬁ obtenir en choisissant les points x x comme intersection des médiatrices du triangle K, voir
Figure E I.

F1G. 2.1 — Exemple de volumes de controle pour la méthode des volumes finis en deux dimensions d’espace

On se placera ici dans ce cas, et on verra plus loin d’autres possibilités. on approche donc Vu.n g |, par
d
K,L

et en notant |o| la longueur de ’aréte o, on approche :

/Vu.an'y par F o = |J|uLd_7uK
o K,L

)

, pour tout o € Ex et pour tout K € 7.
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2.1. PRINCIPE DES DEUX METHODES CHAPITRE 2. DF ET VE EDP ELLIPTIQUES
Le schéma volumes finis s’écrit donc

> Fxo=I|K|fx, (2.1.19)

c€EK

ol | K| est la mesure de K, et fx = ﬁ S5 f(x)dz, et ot les flux numériques F , sont définis (en tenant compte
des conditions limites pour les arétes du bord) par :

—MﬂgjﬁﬁU:Km
Fro= u (2.1.20)
—|o| sic COeto € &k,

dK,O'

ou di , = distance entre T et o

Comparaison des méthodes

Cette introduction aux différences finies et volumes finis nous permet de remarquer que les différences finies sont
particulierement bien adaptées dans le cas de domaines rectangulaires ou parallelepipédiques, pour lesquels on
peut facilement définir des maillages structurés (cartésiens dans le cas présent) c.a.d. dont on peut indexer les
mailles par un ordre (7, j) naturel.

Dans le cas de domaines plus complexes, on maille souvent a 1’aide de triangles (ou tétra¢dres) et dans ce cas la
méthode des différences finies ne se généralise pas facilement. On a alors recours soit aux volumes finis, dont on
vient de donner le principe, soit aux éléments finis, que nous aborderons ultérieurement.

2.1.3 Questions d’analyse numérique

Voici un certain nombre de questions, qui sont typiquement du domaine de 1’analyse numérique, auxquelles nous
tenterons de répondre dans la suite :

1. Le probléme qu’on a obtenu en dimension finie, (avec des inconnues localisées aux noeuds du maillage dans
le cas de la méthode des différences finies et dans les mailles dans le cas de la méthode des volumes finis)
admet-il une (unique) solution ? On montrera que oui.

2. La solution du probleme discret converge-t-elle vers la solution du probleme continu lorsque le pas du
maillage h tend vers O ? Dans le cas des différences finies en une dimension d’espace, le pas du maillage est
défini par

h= sup |zit1— il (2.1.21)

i=1...N

Dans le cas des volumes finis en une dimension d’espace, il est défini par :

h = ) supN |1’i+1/2 — %‘—1/2|- (2122)

1=1...
en deux dimensions d’espace, le pas h est défini par

h = sup diam(K), avec diam(K) = sup d(z,y),
KeT r,ycK

ou 7, le maillage, est I’ensemble des volumes de contrdle /. Notons que la réponse a cette question n’est
pas évidente a priori. La solution discrete peut converger vers la solution continue, elle peut aussi converger
mais vers autre chose que la solution du probléme continu, et enfin elle peut ne pas converger du tout.
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2.2. DIFFERENCES FINIES, ELLIPTIQUE 1D CHAPITRE 2. DFET VF, EDP ELLIPTIQUES

2.2 Etude de la méthode différences finies pour un probleme elliptique
unidimensionnel

On cherche a discrétiser le probleme aux limites suivant :

{ ;:)/;(x)utlc)(@l(t)(@ S ot (2.223) |eqg.u’’cu

ouc e C([0,1],IR4) et f € C(]0,1],IR), qui peut modéliser par exemple un phénomene de diffusion - réaction

d’une espece chimique. On se donne un pas du maillage constant A = ﬁ, et une subdivision de ]0, 1], notée

(Tk)k=0,... N+1,avec : 29 = 0 < 1 < 22 < ... < zny < xy41 = L. Soit u; I'inconnue discréte associée au
Jrt _ - . . . RN "y

noeudi (i =1,...,N).Onpose ug = uy+1 = 0. On obtient les équations dlscg:etgs' £n_approc ggé U f(% par

quotient différentiel par développement de Taylor, comme on I’a vu au paragraphe 2.T.T page 8.

1 .
ﬁ(Zui—ui_l—u,-+1)—|—cq;ui:f1;, ’L:L...,N,

Ug = UN+1 = 0.

(2.2.24) |schemadfld

avec ¢; = c(x;) et f; = f(x;). On peut écrire ces équations sous forme matricielle :

Uy 1
AU, = by, avec Uy, = etb, = (2.2.25) |eq.syst.ma
uN In

2+ch? -1 0 0
-1 2+4ch? -1 :
1 . 2 . .
et Ay = s 0 . . . 0 : (2.2.26)

. . -1 2+CN_1h2 -1
0 0 -1 2 + cyh?

Les questions suivantes surgissent alors naturellement :
N eg.syst.mat | . .
1. Le systeme (2.2.25) admet-il un unique solution ?

2. A-t-on convergence de Uy, vers u et en quel sens ?

Nous allons répondre par I’affirmative a ces deux questions. Commencons par la premiere.

erol?n(()astition 2.2 Soitc = (c1,...,cn)t € RY tel que ¢; > 0 pouri =1,..., N ; alors la matrice Ay, définie par
(2:226) est symétrique définie positive, et donc inversible.

Démonstration : La matrice A est évidlemment symétrique. Montrons qu’elle est définie positive. Soit v =
(v1 .. .vN)t, on pose vy = vy 41 = 0. Calculons le produit scalaire A,v - v = v A,v.Ona:

24 h? —1 0 o

. -1 :
0 -1 2+CNh2 UN
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c’est-a -dire :

N

Apv v = % Zvi(—vi_l + (24 kv — vig1).
i=1
On a donc, par changement d’indice :
1| N N+1
Apv v = 72 Z(—vi,lvi) + 2(2 + ¢;h?)v? — Z Vj_10;j
i=1 i=1 j=2
Et comme on a posé vg = 0 et vy 41 = 0, on peut écrire :
1 & 1 &
Apv v = 2 Z(Z + cih)v? + 72 (—20;v;-1),
i=1 i=1

soit encore :

N N
Apv-v = Z civ? + % (20051 + 07 +07_) + v}
i=1 i=1
On a donc finalement :
N 1
Apv-v = ch? + 72 (v; —vi—1)2+ 0% >0, Yo = (vq,...,0x) € RV,
i=1 i=1

Si on suppose Apv - v = 0, on a alors

N
ZCihZUiz:OGt’Ui—Ui,l:O, Vi=1...N.
i=1

Onadoncv); = v = ... = vy = vp = vy4+1 = 0. Remarquons que ces égalités sont vérifiées méme si les ¢;
sont nuls. Ceci démontre que la matrice Ay, est bien définie.

Remarque 2.3 (Existence et unicité de la solution) On a montré ci-dessu _que /éI{L est_symétrique définie posi-
tive, donc inversible, ce qui entraine I’ existence et lunicité de la solution de (2’%2% ). On aurait pu aussi démontrer
s S . eq.syst.mat K . |lexo-condeff
[existence et I'unicité de la solution de (Z2. irectement, en montrant que Ker(Ay) = 0 (voir exercice |7 page
. On rappelle qu’en dimension finie, toute apﬁplé'@aggg linéaire injective ou surjective est bijective. On en déduit
ainsi existence de la solution du systeme (2.2.

rop.Asd

Remarque 2.4 (Caractere défini et conditions limites) Dans la démonstration de la proposition 57‘%0—1% 0
pour toutt = 1,..., N le terme Zfil c;h?v? = 0 permet de conclure que v; = 0 pour touti = 1,...,N. Par
contre, si ¢; > 0 (ou méme c; = 0 pour tout v = 1,..., N, c’est grdce aux conditions au limites de Dirichlet
homogénes (représentées par le fait qu’on pose vog = 0 et vy+1 = 0 ce qui permet d’écrire alors les équations
1 et N sous la méme forme que I’équation i) qu’on peut montrer que que v; = 0, pour tout i = 1,..., N, car
v; = Vi—1, pourtouti = 1,... N, et vg = 0. En particulier, la matrice de discrétisation de —u' par différences
finies avec conditions aux limites de Neumann homogénes :

e 2.2.27
w(0) =w(1) =0 @227) [swmes
lexo-dfvi€kdfdfivfldfou

donne une matrice Ahegbfzugs,t.sgzer%%trlque et positive, mais non définie (voir exercice 15 page #0). De fait la .Eeol%lpn. eun

du probleme continu (2.2.27) n’est pas unique, puisque les fonctions constantes sur [0, 1] sont solutions de (2.2.
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Nous allons maintenant nous préoccuper de la question de la convergence.

Définition 2.5 (Matrices monotones) Soir A € My (IR), de coefficients a; j, i =1,..., Netj=1,...,N.On
dit que A est positive (ou A > 0) sia; ; >0, Vi,j=1,...,N.Ondit que A est monotone (ou que A est une
IP-matrice) si A est inversible et A~ > 0; voir a ce propos les exercices sur les IP-matrices et les M-marices du
polycopié de L3, a I’adresse http://www.cmi.univ-mrs.fr/~herbin/PUBLI/anamat .pdf.

L’avantage des schémas a matrices monotones est de satisfaire la propriété de conservation de la positivité, qui
peut étre cruciale dans les applications physiques :

Définition 2.6 (Conservation de la positivité) Soir A € My (IR), de coefficients a; ;, i = 1,...,N et j =
1,...,N; on dit que A conserve la positivité si Av > 0 entraine v > 0 (les inégalités s’entendent composante
par composante).

On a en effet la proposition suivante :

nono.ppemax | Proposition 2.7 (Monotonie et positivité) Soit A € My (IR). Alors A conserve la positivité si et seulement si A
est monotone.

Démonstration : Supposons d’abord que A conserve la positivité, et montrons que A inversible et que A~! a des
coefficients > 0. Si z est tel que Ax = 0, alors Az > 0 et donc, par hypothése, x > 0. Mais on a aussi Az < 0, soit
A(—z) > 0 et donc par hypothese, z < 0. On en déduit x = 0, ce qui prouve que A est inversible. La conservation
de la positivité donne alors que y > 0 = A~'y > 0. En prenant 4y = e; on obtient que la premiére colonne de
A~ est positive, puis en prenant iy = e; on obtient que la i-¢me colonne de A~! est positive, pouri = 2,..., N.
Donc A1 a tous ses coefficients positifs.

Réciproquement, supposons maintenant que A est inversible et que A~! a des coefficients positifs. Soit 2 € RY
tel que Az =y > 0, alors x = A~y > 0. Donc A conserve la positivité. L]

Remarque 2.8 (Principe du maximum) On appelle ripgipgudu maximum continu le fait que si f > 0 alors
le minimum de la fonction u solution du probleme (2.2.23) page b’gmeint sur les bords. Cette propriété
mathématique correspond a 'intuition physique qu’on peut avoir du phénomene : si on chauffe un barreau tout
en maintenant ses deux extrémités a une température fixe, la température aux points intérieurs du barreau sera
supérieure a cgélg_des g{gﬂc’t}g’én%iée;& 1l est donc souhaitable que la solution approchée satisfasse la méme propriété
(voir exercice 3 page 34 a ce sujet).

.mat
Lemme 2.9 Soit ¢ = (c1,...,cn)t € RY, et A), € My (IR) définie par (E%rzﬂ%j Si ¢; > 0 pour tout i =
1,..., N, alors Ay, est monotone.

PY . . N . .. rop.mono.ppemax
Démonstration : On va montrer que siv € R™, Apv > 0 alors v > 0. On peut alors utiliser la proposition o
pour conclure. Soit v = (vy, ... ,on)t e RY. Posons vg = vn4+1 = 0.. Supposons que A,v > 0. On a donc

1 2 1
_ﬁvifl + (h2 + ci> v; — ﬁle >0, i=1,...,N (2.2.28) |eg.microon
Soit
p—min{ie{l,...,N};vp— min vj}.
Jj=1,...,.N

EEREE)

Supposons que minj—; . yv; <0.Onaalors p > let:

1 1
ﬁ(vz’ —Up—1) + CpUp + ﬁ(”p —vp-1) > 0.
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On en déduit que

1 1
ﬁcpvp > ﬁ(vp,l —vp) + ﬁ(’l}p+1 —vp) > 0.

Sic, > 0,onadoncv, > 0,etdoncv; >0, Vi=1,...,N.Sic, =0, ondoitalors avoir v,_1 = vp = Upy1 C€

qui est impossible car p est le plus petit indice j tel que v; = min;—;, . n v;. Donc dans ce cas le minimum ne peut

pas étre atteint pour 7 = p > 1. On a ainsi finalement montré que {min v; > 0,onadoncv > 0. [
ie{l,...,.N

Définition 2.10 (Erreur de consistance) On appelle erreur de consistance la quant’stg’hgl%geg%ed en remplacant
I’inconnue par la solution exacte dans le schéma numérique. Dans le cas du schéma (&.2.21 ), ["erreur de consis-
tance au point x; est donc définie par :

R; = %(QU(%) —w(zi-1) —u(zip1)) + c(@s)u(z) — f (). (2.2.29)

L erreur de consistance R; est donc I’erreur qu’on commet en remplagant I’opérateur —u’’ par le quotient différentiel

7z (2u(@) = u(zi-1) = u(zits)).

Cette erreur peut étre évaluée si u est suffisamment réguliere, en effectuant des développements de Taylor.

Définition 2.11 (Ordre du schéma) On dit qu’un schéma de discrétisation a N points de discrétisation est d’or-
dre p s’il existe C € IR, ne dépendant que de la solution exacte, tel que I’erreur de consistance satisfasse :
max (R;) < ch?,
i=1,...,N
N . 2 . defpas N . 2 . ] )
out h est le le pas du maillage défini par (2.1.3) (c.a.d. le maximum des écarts ;11 — x;). On dit qu’un schéma de
discrétisation est consistant si

_max (R;) — 0 lorsque h — 0,

ou N est le nombre de points de discrétisation.

u’ hemadf1d
Lemme 2.12 Si la solution de (Ze.&.HZB i?/lériﬁe u € C*([0,1)), alors le schéma (ZS.CZ.ezmzlai est consistant d’ordre 2, et

on a plus precisément :
2

h
|R;| < 13 Sup |u(4)|7 Vi=1,...,N. (2.2.30) |err.consis

(0,1]
Démonstration : Par développement de Taylor, on a :

h? h3 h*
S )+ () + (6
24
2 hS h4
" N o X -

w(ziv1) = u(z;) + b (z;) +

w(ri_1) = u(z;) — h'(z;) + u™ (n;)

En additionnant ces deux égalités, on obtient que :

o (i) () — 2u(e0) = o (2) + (@D (E) +uD ),

ce qui entraine que :

h2
|R;| < —Sup\u(4)|. (2.2.31) [eq.err.con
12 10,11
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2.2. DIFFERENCES FINIES, ELLIPTIQUE 1D CHAPITRE 2. DFET VE EDP ELLIPTIQUES
Remarque 2.13 (Sur ’erreur de consistance)

1. j i on ppte U : (u(z;))iz1..n le vecteur dogstc éeesmgcoi@é)santes sont les valeurs exactes de la solution de

223), et Up, = (uq ... upn)t la solution de (2.2.24), on a :
R = Ay (U, — Uy), (2.2.32)
N N . . PP %
o R € R estlevecteur de composantes R;, v = 1,..., N, erreur de consistance en x; définie en (2.2.29).

2. On peut remarquer que si u'Y = 0, les développements de Taylor effectués ci-dessus se résument a :

" 2u(wi) — w(@i—1) — u(Tiy1)

—u(z;) = 2 )
et on a donc R; = 0, pour tout i = 1,...,N, et donc u; = u(x;), pour tout i = 1...N. Dans ce cas
(rare!), le schéma de discrétisation donne la valeur exacte de la solution en x;, pour tout v = 1,...,N.
Cette remarque est bien utile lors de la phse d 4 V.al{l;d%té"” de méthodes et numériques et/ou programmes
informatiques pour la résolution de I’équation (2.2.23). En effet, si on choisit f telle que la solution soir un
polynéme de degré inférieur ou égal a 3, alors on doit avoir une erreur entre solution exacte et approchée
inférieure a l’erreur machine.

La preuve de convergence du schéma utilise la notion de consistance, ainsi qu’une notion de stabilité, que nous
introduisons maintenant :

schemadfld
Proposition 2.14 On dit que le schéma (b.Z.ZZH est stable, au sens ou la matrice de discrétisation Ay, satisfait :
1 1
147 e < 3 (2.2.33)
L. ., ., . . . . eg.syst.mat
On peut réécrire cette inégalité comme une estimation sur les solutions du systéme (Z.&.Z%i B

1
ULl < ng”ocw (2.2.34)

Démonstration : On rappelle que par définition, si M € My (IR),

M
|M]|oo = supN ||||v”|oo7 avec [|vfloc = iup |vs].
oo i=1,...,
)

Pour montrer que ||A,:1 oo < é, on décompose la matrice Aj, sous la forme A;, = Aoy, + diag(c;) ot Agy, est la
matrice de discrétisation de 1’opérateur —u’" avec conditions aux limites de Dirichlet homogenes, et

- ) -
W2 0
1 .
Aon=| " p2 ' (2.2.35)
. 1
T2
4
| 0 R

et diag(c;) désigne la matrice diagonale de coefficients diagonaux c;. Les matrices Ay, et Aj, sont inversibles, et
ona:
—1 -1 _ -1 —1 -1 —1_ 4-1 —1
Aoy — Ay = Ao Ay~ — Ao, Aon Ay, = Agy, (An — Aon) Ay,

Analyse numérique I, Télé-enseignement, M1 19 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 17 avril 2010
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2.2. DIFFERENCES FINIES, ELLIPTIQUE 1D CHAPITRE 2. DF ET VE, EDP ELLIPTIQUES
Comme diag(c;) > 0,ona Ay, > Agn, et comme Ay, et Ay, sont monotones, on en déduit que :

0< A,:l < Aahl, (composante par composante).

On peut maintenant remarquer que si B € My (IR), etsi B > 0 (c.a.d. B;; > 0 pour tout ¢ et j), on a

N N
|Blloo = sup sup [(Bv);|= sup sup ZBijUj |Blloo = sup ZBU'
veRN i=1,...,N veRN i=1,..N |“ i=1,....N
flvll=1 l[vll=1

On a donc ||4; ]| = SUp;—1.. N Z;.V:l(A,:l)ij <sup;_g N Zj.vzl(Aghl)ij car A, 1 < Ayl d’ot on déduit
que |4, oo < |45, |oo- Tl ne reste plus qu’a estimer || Ay, [|oo- Comme Ay," > 0, on a

HAathoo = ||Ao_hle||OO avece = (1,...,1)%

Soitd = Aahle € R". On veut calculer ||d|| 00, O d Vérifie Agnd = e. Or le systeme linéaire Agpd = e n’est autre
que la discrétisation par différences finies du probleme

—u’" =1
) (2.2.36)
u(0) =u(l) =0
dont la solution exacte est :
x(1—x)
uo(x) = —

remconsis
qui vérifie ué4) (z) = 0. On en conclut, par la remarque b I3, que

ih(ih — 1)
Donc ||d||ec = sup ———
one ] 138\/ 2 N+1

ez

est le pas de discrétisation Ceci entraine que

1 1
=3 et donc que [|4; | < <.

| d]loc < sup
[0.1]
]

estimUh
Remarque 2.15 (Sur la stabilité) Noter que I’inégalité (2.2.34) donne une estimation sur les solutions approchées
indépendantes du pas de maillage. C’est ce type d’estimation qu’on recherchera par la suite pour la discrétisation
d’autres problemes comme garant de la stabilité d’un schéma numérique.

Définition 2.16 (Erreur de discrétisation) On appelle erreur de discrétisation en x;, la différence entre la solu-
tion exacte en x; et la i-éme composante de la solution donnée par le schéma numérique

ei =u(x;) —u;, Vi=1,... N. (2.2.37)

Théoreme 2.17 Soit u la solution exacte de

{ —u" +cu=f,
u(0) =u(1) =0.
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2.3. VOLUMES FINIS, ELLIPTIQUE 1D 1 CHAPITRE 2. DF ET VF, EDP ELLIPTIQUES
hrem T ferrdisc

On suppose u € C*([0,1]). Soit uy, la solution de (Z2.22). Alors Uerreur de discrétisation définie par (2.2
satisfait

1
g < |y 2
max fei] < oo futoch

Le schéma est donc convergent d’ordre 2.

Démonstration : Soit Uy, = (U1, ..., U,)" et Uy = (u(z1), ..., u(ay))", oncherche a majorer [|Up, — Up | oo On
a A(Up, — Up) = R ou R est I’erreur de consistance (voir remarque b [3).Onadonc

_ - 1 1 1
1Tn = Unlloe < 145 ool Bllo < 5 % E\Iu(“)lloo = %Hu(‘”\\oo

Remarque 2.18 (Sur la convergence) On peut remarquer que la preuve de la convergence s’appuie sur la sta-
bilité (elle-méme déduite de la conservation de la positivité) et sur la consistance. Dans certains livres d’analyse
numérique, vous trouverez la "formule” : stabilité + consistance =—> convergence. Il faut toutefois prendre garde
au fait que ces notions de stabilité et convergence peuvent étre variables d’un type de méthode a un autre (comme
nous le verrons en étudiant la méthode des volumes finis, par exemple).

Remarque 2.19 (Contrdle des erreurs d’arrondi) On cherche a calculer la solution approchée de —u'”" = f. Le
second membre f est donc une donnée du probléme. Supposons que des erreurs soient commises sur cette donnée
(par exemple des erreurs d’arrondi, ou des erreurs de mesure). On obtient alors un nouveau systéme, qui s’écrit
Ahﬁh = by, + €p, oul €y, représente la discrétisation des erreurs commises sur le second membre. Si on résout
Ahﬁh = by, + ey au lieu de ApUy, = by, Ierreur commise sur la solution du systéme s’écrit

Ey, = Uh Uy = A;LlEh.

On en déduit que

1
1Ehlloe < gllenllo-

On a donc une borne d’erreur sur I’erreur qu’on obtient sur la solution du systéme par rapport a I’ erreur commise
sur le second membre.

2.3 Schéma volumes finis pour un probleme elliptique en une dimension
d’espace
2.3.1 Origine du Schéma
. . . . 3 ell.ld|cl.dhom.ell.1ld L.
On va étudier la discrétisation par volumes finis du probleme (b. I.1 )—(b.‘l—.Wpelle ici:

—u' = f, xe€]01], (2.3.38)
u(0) = u(1) = 0. :

On utilise ici la notation u” plutdt que u,, puisque 1’inconnue u ne dépend que de la variable x.
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2.3. VOLUMES FINIS, ELLIPTIQUE 1D CHAPITRE 2. DF ET VF, EDP ELLIPTIQUES

Définition 2.20 (Maillage volumes finis) On appelle maillage volumes finis de Uintervalle [0, 1], un ensemble de
N mailles (K;)i=1,...,n, telles que K; =|x;_1/2,%;11/2], avec x1/5 = 0 < T3 < Ti—1y2 < Tigrjp < ... <
Tny12 = 1, et on note K; = ;1172 — T;_1/2. On se donne également N points (@:)i=1,... N situés dans les
mailles K;. On a donc :

O:$1/2<ZC1<J)% <...<l‘i,1/2<in<$i+1/2<...<l‘]\]+1/2=1.

On notera h;i 1,3 = Tiy1 — T, et h = max;=1 . N, et pour des questions de notations, on posera également
zog=0etznyy1 = 1.

11.1d
On integre (be. [.T) sur K; =|x;11/2,%;_1 /2], et on obtient :
— (2 +1/2) + (2, — 1/2) = f(z)dz. (2.3.39)
K;

On pose : f; = hi f ks f(z)dz, et on introduit les inconnues discrétes (u;);—1.. n (une par maille) et les équations
discretes du schéma numérique :

Fi+1/2_Fi71/2:hifi7 i:17"'7N7 (2340)

ol Fjiq/o est le flux numérique en x; /2 qui devrait étre une approximation raisonnable de —u' (241 /2)- On
pose alors :

Uiyl — Uy .
Fi+1/2:—T1/2 i=1,...,N,
Ul unN
Flrpm = Fyiyjp=—N
1/2 h1/27 N+1/2 hN+1/27

pour tenir compte des conditions aux limites de Dirichlet homogenes 4 (0) = u(1) = 0. On peut aussi écrire :

Uj+1 — Uy

Fij10 =~ N 1=0,...,N, (2.3.41)
i+1/2
en posant ug = uny4+1 = 0. (2.3.42)
On peut écrire le systéme linéaire obtenu sur (ug, ..., uy)? sous la forme
ApUy = by, (2.3.43)

avec

1 —1 1
(ApUn)i = — [(WH —u;) + (u; — ui—l):| et (bp): = fi-
hi [ hit1/2 hi—1/2

Remarque 2.21 (Non consistance au sens des différences finies)
L’approximation de —u''(x;) par

1 -1 1
hi [hwl/z(u(xiﬂ) ~ul@) + hi—1/2 (u(:) - u(‘ri—l):|

, . o . . lexo-fvfledo-fvfld
n’est pas consistante dans le cas général : voir exercice [T page E’Q.

On peut montrer que les deux schémas différences finies et volumes sont identiques ‘Iggola_%rtﬁlvgdr)%sc;; \(]1?{13 le cas
d’un maillage uniforme lorsque x; est supposé étre le centre de la maille : voir exercice [T page 34.

3

Analyse numérique I, Télé-enseignement, M1 22 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 17 avril 2010

vi2



~onsis.flux

~onsis.flux

2.3. VOLUMES FINIS, ELLIPTIQUE 1D CHAPITRE 2. DF ET VE, EDP ELLIPTIQUES
2.3.2 Analyse mathématique du schéma.

vEl [
On va démontrer ici qu’il existe une unique solution (u1, ... uy)" au schéma (h40)—(b3“42& et que cette solu-
tion, et que cette solution converge, en un certain sens, vers la solution de probleéme continu (b 3.38) lorsque le pas
du maillage tend vers 0.

Proposntl(l)lg 2.22 (Ex1stence dela solutlon du schéma volumeE finis). Soir [ € g O 1]) etu € C?([0,1]) solu-
tion de (b 3. 38) Sott malllage par la définition page ors il extste une unique solution

up = (ug, .. )t de (b?40) (h42).
Démonstration : Le schéma s’écrit
L Uil — U U UG

i—1 .
+ =h;f;, i=1,...,N.
hit1/2 hi—1/2

(ot on a posé ug = 0 et uy41 = 0) En multipliant par u; et en sommant de z = 1 a2 IV, on obtient donc :

N

Z Uitl — U 1+Z h— i '_thzuz

=1 hl+1/2 i—1/2

En effectuant un changement d’indice sur la deuxiéme somme, on obtient :

N

uz—i—l Ui+1 —
TR ML
i—1 i+1/2 i+1/2 i—1
en regroupant les sommes, on a donc :

i (Ul+1 — Ui)2 + U% Zh fﬂh

—~ Dty hi/2 hN+1/2 pt

Si fi = 0 pour tout { = %_} N, on a bien alors u; = 0 pour tout © = 1...N. ﬂ dém ntre Iunicité
de (u;)i=1..n solution de (2. .40)—(]7?42) et donc son existence, puisque le systeme (2.3.40)-(2.3.42) est un
systeme linéaire carré d’ordre /N. (On rappelle qu’une matrice carrée d’ordre N est inversible si et seulement si
son noyau est réduit a {0}). L]

Définition 2.23 (Consistance des flux) Soit u : [0,1] — IR solution de (Ziu3x.x38) On se donne une subdivision de

A . (i) —u(z)
[0,1]. On appelle Fi /5 = —u'(x;11/2) le flux exact en ;1 /9, et Fz+1/2 = # [’approximation
du flux exact utilisée pour construire le flux numérique Fi /5 = —% On dit que le flux numérique est

consistant d’ordre p s’il existe C € IR 1 ne dépendant que de wu telle que ’erreur de consistance sur le flux, définie
par:
Rz’+1/2 = Fi+1/2 - F;iH/zv (2.3.44)
vérifie
|Rit1/2| < CRP. (2.3.45)
—UXX
Lemme 2.24 (Consistance du flux de diffusion) Soit v € C?([0,1]) solution de (b’T38) Le flux numérique
Fip1/o = —%2="% est consistant d’ordre 1. Plus précisément il existe C' ne dépendant que de ||u" || tel que

hit1/2 [def.erconsis.flux
I’erreur de consistance sur les flux définie par (2.3.44) vérifie :

|Rit1/2] < Ch. (2.3.46)
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2.3. VOLUMES FINIS, ELLIPTIQUE 1D CHAPITRE 2. DFET VF, EDP ELLIPTIQUES
DémonstratimTe :La %é&%ggztg%tggrge%e ce résultat s’effectue facilement a ’aide de développements de Taylor :
voir I’exercice [T3 page BY, ot I'on montre aussi que si 2;,1 /o est au centre de I'intervalle [z;x;,], I'erreur de
consistance sur les flux est d’ordre 2, i.e. il existe C' € IR 4 ne dépendant que de u telle que R; 11/ < Ch?, Notez

remconsisvf
que cettj e%@fgétlé dde consistance est vraie sur les flux, et non pas sur I’opérateur —u’’ (voir remarque b.ZI ) et

exercice [TT.

Définition 2.25 (Conservativité) On dit que le schéma volumes finis (2.3.40)—(2.3.42) est conservatif, au sens otl,
lorsqu’on considere une interface x; 1 /o entre deux mailles K; et K1, le flux numérique entrant dans une maille
est égal a celui sortant de [’autre.

C’est grace a la conservativité et a la consistance des flux qu’on va montrer la convergence du schéma volumes
finis.

~o.esterrvf| Théoréeme 2.26 (Convergence du schéma volumes finis) On suppose que la solution u de (E?%S) vérifie u €
C?([0,1]). On pose pour e; = u(z;) — u; pouri =1,...,N, et eg = ex1 = 0. Il existe C > 0 ne dépendant

que de u tel que :
N 2
% <cn?, (2.3.47)
=0

3

N
> he} <Ch? (2.3.48)

i=1

) 1aXN le;| < Ch. (2.3.49) |esterrlinf

=1

(On rappelle que h = sup,—; _n hi.)

Démonstration : Ecrivons le schéma volumes finis (2.3.40) :
Fii1o = Fi_1y2 = hifi,
il

I’équation exacte intégrée sur la maille K; (Eﬁﬁ) :

Fiy1/o—Fi_12=hif;,

.= L |Lem.consis.flux
ol Fj /o est défini dans le lemme 2.24, et soustrayons :

Fivipp—Fiprp— Fi_1p+ F_1/2=0.
En introduisant R; 1/ = Fi+1/2 — Fiﬁ-l/Q’ on obtient :
Fivp—Fiqip—Flyp+Fioippg=—Rij12+ Rio1)2

ce qui s’écrit encore, au vu de la définition de e;,

1 ( )+ 1
€it1 — €;
hit1/2 o ' hi—1/2

(ei —€i—1) = —Riy1/2 + Ri_1)o.

On multiplie cette derniére égalité par e; et on somme de 1 a IV :

N
;*h

1 Ny N N
_ (€it1 —e5)e; + Z W (ei —ei—1)e; Z —Riy126 + ZRi—l/Qeia
i+1/2 =1 —1/2 i=1 i=1
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ce qui s’écrit encore :

N-1

Z h (€it1 —ei)e; + Z h (€ix1 — ei)eir1 Z —Rii1)06i + Z Riy1/0€i41
i=1 i+1/2 =0 i+1/2 i=1 =0
En réordonnant les termes, on obtient, en remarquant que eg = Oeteyy1 =0
(e —e)? o
(3 (3
Z - = Z Ri+1/2(€i+1 - €z‘)~
: hit1/2 ’
i=0 1=0
lem.consis.flux
Or, Ri11/2 < C h (par le lemme 2.24). On a donc
N
ez+1 |ez+1 ez‘
y lamth<c hz e el
= 2+1/2 1+1/2

et, par I’inégalité de Cauchy-Schwarz :

1/2 N
Z €z+1 <Z |el+1 ez ) X (Z hi+1/2>
=0

i—0 7,+1/2 7,+1/2

1/2

=2

En remarquant que Zf;o hit1/2 = 1, on déduit que :

i Cir1— €;) Z‘e‘ﬂ_e‘P 1/2
(3 (3 SCh( (3 (3 ) ,

z+1/2 hi+1/2
et donc s
N (o )2
3 lam=e)]) oy
i=0 hit1

L, , lesterrhl | . esterrlinf . . .
On a ainsi démontré (2.3.47). Démontrons maintenant (2.3.49). Pour obtenir une majoration de |e;| par C' h, on
remarque que :

[ 7 N
lesl = Y es—ejm| <Dl —eimal <Y lej —ejal.
j=1 j=1 j=1

On en déduit, par I’inégalité de Cauchy Schwarz, que :

2
|€z‘ < (Z |6J G- 1| ) (Z h7;+1/2)1/27

hit1/2

7& lélr g%raine max;—1. n |e;| < C h. Notons que de cette estimation, on déduit immédiatement 1’estimation

Remarque 2.27 (Espaces fonctionnels et normes discrétes) On rappelle qu’une fonction u de L*(]0,1]) admet
une dérivée faible dans L?(]0, 1[) s’il existe v € L*(]0, 1]) telle que

/ u(z)' (z)dx = —/ v(x)p(x)de, (2.3.50)
] 10,1
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2.3. VOLUMES FINIS, ELLIPTIQUE 1D CHAPITRE 2. DFET VE EDP ELLIPTIQUES
pour toute fonction ¢ € CL(]0,1]), oi C1(]0,1]) désigne I’espa e des fonctions de classe C L & support compact
dans 10, 1[. On peut montrer que v est unique, voir par exemple %7_071 notera v = Du. On peut remarquer que
siu € CL(0,1[), alors Du = ', dérivée classique. On note H'(]0,1[) ’ensemble des fonctions de L*(]0,1])
qui admettent une dérivée faible dans L?(]0,1[) : H'(]0,1]) = {u € L?(]0,1]) ; Du € L*(]0,1])}. On a
H(]0,1]) € C(]0, 1]) et on définit

Hy(J0,1) = {u € H'(J0,1[) ;u(0) = u(1) = 0}.

ol g = ( / 1<Du<x)>2dx)

1/2
C’est une norme sur Hg qui est équivalente & la norme ||.|| g1 définie par ||ul| g = </ u?(z)dx + /(Du)z(m)dx> ,

Pour u € H'(]0,1[), on note :
1/2

ce qui se démontre grdace a l'inégalité de Poincaré :

ull z2qop < | Dull 20,17 pour tout u € Hg(]0, 1]). (2.3.51)

X . . . . I meshvfld .
Soit maintenant T un maillage volumes finis de [0, 1] (voir définition b.ZU), onnote X (T ) I’ensemble des fonctions
de [0,1] dans IR, constantes par maille de ce maillage. Pour v € X (T ), on note v; la valeur de v sur la maille i ;
on peut écrire les normes L? et L™ de v :

N
HUH%?(]OJ[) = Zhivf,
i=1

et
N
[Vl 2o go.ap = max|vi].

Par contre, la fonction v étant constante par maille, elle n’est pas dérivable au sens classique, ni méme au sens
faible On peut toutefois définir une norme H' discréte de v de la maniére suivante :

N 1/2
Vit1 — Ui
= ( E hi+1/2(7}j )2>
i=0 i+l

/2

On peut définir une sorte de “dérivée discrete” de v par les pentes

Vi+1 — V4
Pivi/2 = Thoo
i+1/2

On peut alors définir une Dtv, fonction constante par intervalle et égale a p;y o sur Uintervalle x;, ;1. La
norme L? de Drv est donc définie par :

Uz 11— )
||DTUH2L2(]0 1)) th+1/2pz+1/2 = ZZhZJrl/Z - .

=0 =0 11/2

- .grad
On peut montrer (Exerc ce lT6) qcfen;]l urTa 10, 1[— IR est définie par ur(z) = u; Yx € K; ot (u;)i=1,...N
solution de (h40) (2 42) alors |ut |1 1 converge dans L?(]0, 1[) lorsque h tend vers 0, vers || Dul| 2o, 1[), ot
u est la solution de (2. 8).
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Remarque 2.28 (Dimensions supérieures) En une dimension d’espace, on a obtenu une estimation d’erreur en
norme " H} discréte” et en norme L. En dimension supérieure ou égale & 2, on aura une estimation en h, en
norme H} discréte, en norme L2, mais pas en norme L*°. Ceci tient au fait que I’injection de SobcEelggngrl&O, 1)) C

C(]0, 1[) n’est vraie qu’en dimension 1. La démonstration de I’estimation d’erreur en norme L* (2.3.48) se prouve
alors directement a partir de I’estimation en norme H} discréte, gra eo?n"éri% 1”0{négalité de Poincaré discrete”,
équivalent discret de la célébre inégalité de Poincaré continue © (voir (2.3.51) pour la dimension 1.

Prise en compte de discontinuités

On considere ici un barreau conducteur constitué de deux matériaux de conductivités \; et o différentes, et dont
les extrémités sont plongées dans de la glace. On suppose que le barreau est de longueur 1, que le matériau de
conductivité A; (resp. A2) occupe le domaine Q7 =]0, 1/2] (resp. Q2 =]1/2, 1]). Le probléme de conduction de la

chaleur s’écrit alors :
1(@)') = f(z) = €]0,1/2]
(=Az(x)’) = f(x) = €]1/2,1]

(2.3.52)

Remarque 2.29 La derniere égalité traduit la conservation du flux de chaleur a 'interface x = .5. On peut noter
que comme \ est discontinu en ce point, la dérivée u' le sera forcément elle aussi.

On choisit d deiss}%%t}%e mleeS g\r,(%lzlcf:me par volumes finis. On se donne un maillage volumes finis comme défini par
la définition 020 page &2, en choisissant les mailles telles que la discontinuité de A soiste%itl\lée Sur un interface

de deux mailles qu’on note K, et K 1. On a donc, avec les notations du paragraphe 2.1.T) Zp11,2 = 0.5. La
discrétisation par volumes finis s’écrit alors

Fi+1/2*Fi—1/2:hifi7 7::].,...,N,
ot les flux numériques F; ;o sont donnés par
Uit1 — Uy A1 SiTiqp1/2 > 0.5,

Fit10 = A Ao si Ziy1/2 < 0.5.

, avec A, =
hiy1/2 {

Il ne reste donc plus qu’a calculer le flux Fj /2, approximation de (Au’)(zx1/2) (avec 412 = 0.5). On
introduit pour cela une inconnue auxiliaire uj1 /2 que I’on pourra €liminer plus tard, et on écrit une discrétisation
du flux de part et d’autre de I’interface.

Ug41/2 — Uk

+ _
T , avec hjl = Tpi1/2 — Tk,
k

Fiy172=—M

Uk41 — Uk41/2

hk+1

Fiy1/2 ==X avec hy ) = Tp41 — Tpy1/2-

L’élimination (et le calcul) de I’inconnue se fait en écrivant la conservation du flux numérique :
Uk41/2 — Uk A Uk+1 — Uk41/2
S e A W s A RV

hi Pt

6Soit 2 un ouvert borné de R, et uw € HE (2, alors lull2 (o) < diam(Q)||DullL2op }-

_)\1
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On en déduit la valeur de uy 1 /2

A A
Uk T S Uk
u Iy ‘kt+1
k+1/2 — N Ao
s e
hy, hiq

On remplace uy, 1 /2 par cette valeur dans I’expression du flux Fj,_; /2, et on obtient :

A1 A2

— (U — UL ).
hi X2 +hE+M1( 41— )

Fiy1/2 =

Si le maillage est uniforme, on obtient

2)\1)\2 Ui41 — Uy
Fiy1/2 = YW 3 .

Le flux est donc calculé en faisant intervenir la moyenne harmonique des conductivités A; et A\s. Notons que
lorsque A\; = A2, on retrouve la formule habituelle du flux.

2.4 Exemples de discrétisation par différences finies ou volumes finis des
problemes elliptiques en dimension 2

2.4.1 Différences finies

On considere maintenant le probleme de diffusion dans un ouvert Q de IR? :

—Au = f dans ,
i @459

Le probleme, est bien posé au sens ol : Si f € C1(Q), alors il existe une unique solution u € C g @292 (),
solution de &7%37 Si f € L?(Q) alors il existe une unique fonction u € H?() au sens faible’ de (2.4.53), c.a.d.
qui vérifie :

/VU(I)VU(:C)dQZ = / flx)o(z)dz, Yo € HE(Q). (2.4.54)
Q Q

. . o . . 9 . %%F_%%
On peut montrer (voir cours Equations aux ElganZegs partielles) que si u € C*(f2), alors u est solution de (2.4

si et seulement si u est solution faible de (2.4.53). Pour discrétiser le probleme, on dsergonne un certain nombre
de points, alignés dans les directions x et y, comme représentés sur la figure Ef (on prend un pas de maillage

uniforme et égal a h). Certains de ces points sont a I’intérieur du domaine 2, d’autres sont situés sur la frontiere
o9.

Comme en une dimension d’espace, les inconnues discretes sont associées aux noeuds du maillage. On note
{P;,i € I} les points de discrétisation, et on écrit 1’équation aux dérivées partielles en ces points :

9%u 0%u

—Au(P;) — @(Pi) - 87112(3) = f(P).

ler cas :

7Par définition, H?(£2) est I’ensemble des fonctions de L2 () qui admet des dérivées faibles jusqu’a 1’ordre 2 dans L2 (£2).
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F1G. 2.2 — Discrétisation différences finies bi-dimensionnelle

. . . s . E_iqude .
Dans le cas de points points vraiment intérieurs”, tel que le point P; sur la figure 2.2, 7.e. dont tous les points
voisins sont situés a I’intérieur de 2, les quotients différentiels
2U(P1) — U(P2> — U(Pg) t 2U(P1) — U(P5) — U(P4)

12 ¢ 12

sont des approximations consistantes 2 I’ordre 2 de —0%u(P;) et —d3u(Py).

Par contre, pour un point “proche” du bord tel que le point Py, les mémes approximations (avec les points Py, Ps,
Py et P5) ne seront que d’ordre 1 en raison des différences de distance entre les points (faire les développements
de Taylor pour s’en convaincre.

Une telle discrétisation amene a un systeme linéaire A, U, = by, ol la structure de Aj, (en particulier sa “largeur
de bande”, c.a.d. le nombre de diagonales non nulles) dépend de la numérotation des noeuds. On peut montrer
que la matrice Ay est monotone et le schéma est stable. De la consistance et la stabilité, on déduit, comme en une
dimension d’espace, la convergence du schéma.

2.4.2 Volumes finis
Le probleme modele

On considere le probleme modele suivant (par exemple de conduction de la chaleur) :

—div(\;Vu(z)) = f(x) xeQ, i=1,2 (2.4.55)
olt A7 > 0, A2 > 0 sont les conductivités thermiques dans les domaines €y et avec 2o, avec Oy =]0,1[x]0, 1]
et Qo =0,1[x]1,2[. On appelle I'; =]0,1[x{0}, I'y = {1}x]0,2[, I's =]0, 1[x{2}, et Plg =101 x]0,2[ les

frontieres extérieures de €2, et on note I =]0, 1[x {1} I'interface entre §2; et Q2o (voir Figure 2.3). Dans la suite, on
notera A la conductivité thermique sur 2, avec A|o, = A;, i = 1,2.
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A

'y ha
! <= -,
i
! s
2
..... A
i
Q1
'y r
2
1 I
Q2
0 Iy ._._i>
0 1

FIG. 2.3 — Domaine d’étude

On va considérer plusieurs types de conditions aux limites, en essayant d’expliquer leur sens physique. On rappelle
que le flux de chaleur par diffusion est égal q est donné par la loi de Fourier : ¢ = —AVu - n, ol n est le vecteur
normal unitaire a la surface a travers laquelle on calcule le flux.

1. Conditions aux limites de type Fourier (Robin) sur I'; U I's : On suppose qu’il existe un transfert thermique
entre les parois I'; et I's et I’extérieur. Ce transfert est décrit par la condition de Fourier (Robin dans la
littérature anglo-saxonne), qui exprime que le flux transféré est proportionnel a la différence de température
entre I’extérieur et I’intérieur :

—AVu-n(z) = a(u(®) — text), , Yo € 1 UT3. (2.4.56)

ou a > 0 est le coefficient de transfert thermique, n le vecteur unitaire normal a 02 extérieur a 2, et ueqy
est la température extérieure (donnée).

2. Conditions aux limites de type Neumann sur I'y On suppose que la paroi I'5 est parfaitement isolée, et que
le flux de chaleur a travers cette paroi est donc nul. Ceci se traduit par une condition dite “de Neumann
homogene” :

—AVu-n=0 Vo € I's. (2.4.57)

3. Conditions aux limites de type Dirichlet sur I'y Sur la paroi I'4, on suppose que la température est fixée. Ceci
est une condition assez difficile a obtenir expérimentalement pour un probleme de type chaleur, mais qu’on
peut rencontrer dans d’autres problémes pratiques.

u(z) =g(x), Vzely. (2.4.58)
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4. Conditions sur I’interface I : On suppose que I’interface I est par exemple le siege d’une réaction chimique

surfacique 6 qui provoque un dégagement de chaleur surfacique. On a donc un saut du flux de chaleur au
travers de I’interface I. Ceci se traduit par la condition de saut suivante :

—MVui(z) -ng — AVug(z) -ng =0(x), zel. (2.4.59)

ol n; désigne le vecteur unitaire normal a I et extérieur a {);, et § est une fonction donnée.

Discrétisation par volumes finis

On se donne un maillage “admissible” 7" de €2

o= |J k.
KeT

Par ”admissible”, on entend un maillage tel qu’il existe des points (x k ) x c7 situés dans les mailles, tels que chaEgye ortho

segment x xx, soit orthogonal a I’aréte K |L séparant la maille K de la maille L, comme visible sur la figure 2.4.

FIG. 2.4 — Condition d’orthogonalité pour un maillage volumes finis

Cette condition est nécessaire pour obtenir une ap re%){ig%t}i(ggncs%nssistante du flux de diffusion (c’est-a-dire de la
gériyg’gm%qrnnelale sur Iaréte K|L), voir remarque E.S(). Dans Ie cas présent, le domaine representé sur la figure
mangulaire, cette condition est particulierement facile a vérifier en prenant un maillage rectangulaire.
Par souci de simplicité, on prendra ce maillage uniforme, et on notera h, = 1/n le pas de discrétisation dans la
direction x et h, = 1/p le pas de discrétisation dans la direction y. Le maillage est donc choisi de telle sorte que
I’interface I coincide avec un ensemble d’arétes du maillage qu’on notera £;. On a donc

I=Jo,

o€Er

ol le signe ~ désigne 1’adhérence de ’ensemble. On se donne ensuite des inconnues discrétes (ug ) g7 associées
aux mailles et (uy),cg associées aux arétes.

Pour obtenir le schéma volumes finis, on commence par établir les bilans par maille en intégrant 1’équation sur
chaque maille K (notons que ceci est faisable en raison du fait que 1I’équation est sous forme conservative, c’est-a-
dire sous la forme : —div(flux) = f). On obtient donc :

/K —div(\Vu(z))dz = /K f(a)dz,
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soit encore, par la formule de Stokes,

/ =\ Vu(z)n(z)dy(z) = m(K) fk,
oK

ol n est le vecteur unitaire normal a 0f2, extérieur a €2, et v désigne le symbole d’intégration sur la frontiére. On

décompose ensuite le bord de chaque maille K en arétes du maillage : 0K = U & ou £k représente I’ensemble

c€€K
des arétes de K. On obtient alors :

Z “A\iVung ody(z) = m(K) fi

o€k VY

ou ng . est le vecteur unitaire normal a o extérieur a K. On écrit alors une “équation approchée” :

2{: }B(p'::7n(}()ja(7

cEEK

ou Fi ; estle flux numérique a travers o, qui approche le flux exact F'ig; . = fa —\;Vung ;dy(z). Pour obtenir le
schéma numérique, il nous reste & exprimer le flux numérique F'k , en fonction des inconnues discrétes (ux ) ket
associées aux mailles et (u, ), cg associées aux arétes (ces derniéres seront ensuite éliminées) :

Us — UK

Fro=—\; m(o), (2.4.60)

dkjo
fig.ortho

oll dg » est la distance du point zx a I’aréte o et m(o) est la longueur de I’aréte o (voir Figure b??)._E’Equation
associée a I’inconnue uy est donc :

z{: }G(ﬂ.::7n(}()fK.

cEEK
On a ainsi obtenu autant d’équations que de mailles. Il nous reste maintenant a écrire une équation pour chaque
aréte, afin d’obtenir autant d’équations que d’inconnues.
En ce qui concerne les arétes intérieures, on écrit la conservativité du flux, ce qui nous permettra d’éliminer les
inconnues associées aux arétes internes. Soit ¢ = K|L C €);, On a alors :

FK,G’ = _FL,0'~ (2461)

L. . lexo-callendswélculsvE . | | .
On vérifiera par le calcul (cf. exercice 2T page B#5) que, apres élimination de u,,, ceci donne

m(o)
ds

Fro=—Fro=M\ (ug —ur), (2.4.62)

oud, = d(xK, JZL).
. . L fluxdiff .
Remarque 2.30 (Consistance du flux) On appelle erreur de consistance associée au flux (2.4. expression :

= [ V@) nan () — B o Fi g = 2Ly )
(U) o ’ ’ dKTU

)

}%KTJ = -

)

m

onl x, est Uintersection de o avec I'aréte K|L, u la s gf@é%ﬁ%’%acm
On dit que le flux numérique donné par I’expression (2.4.60) est consistant si

lim max |Rgq|=0,
W(T)—0 KeT o€ K
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out h(T) est le pas dumaillage, i.e. h(T) = maxger diam(K), avec diam(K) = sup, ,\c g2 d(z,y). On vérifie
facilement que si u est suffisamment réguliére et si le segment xxy, est colinéaire au vecteur normaln, alors le
flux numérique est consistant. Cette propriété, alliée a la propirété de conservativité des flux, permet de démontrer
la convergence du schéma, comme on l’a fait dans le cas unidimensionnel.

fig.domaine
Remarque 2.31 (Cas du maillage cartésien de la figure h?ii Dans le cas du maillage carésien considéré pour
notre probléeme, il est naturel de choisir les points x iz comme les centres de gravité des mailles. Comme le maillage
est uniforme, on a donc di , = %* (resp. %y) et |o| = hy (resp. |o| = hy) pour une aréte o verticale (resp.
horizontale).

Ecrivons maintenant la discrétisation des conditions aux limites et interface :l
cl.neumann
1. Condition de Neumann sur I's Sur I's, on a la condition de Neumann (b.Z[.S 7):A;Vu-n = (0, qu on discrétise
ar:oc € g eto C Iy, Fx, =0.
ST EEREO e m 0 . . bloddich
2. Condition de Dirichlet sur I'y La discrétisation de la condition de Dirichlet (2.4. peut s’effectuer de la
maniere suivante :

1
- = d .
U = o) /Ug(y) ()
L’expression du flux numérique est alors :
Fro = _)\iwm(g)'
dK,U

1.fouri
3. Condition de Fourier sur I'y UI'3 Sur I'y U I'3 on a la condition de Fourier (ZC.Z[.SOGui r:ler
“AiVu-n = a(u(z) — tezt) Veel;Ul's

qu’on discrétise par
U — UK
dK,a

N . |exo-callendbsedlculsvf
Apres élimination de u,, (cf. exercice 21T page #5), on obtient :

Fg o =-m(0o)\; = m(o)a(uy — Ueyt) pour o C Ty UTs.

Froo = aXim(o)
’ Ai—%(ldkgg

4. Condition de saut pour le flux sur I Si 0 = K|L € &, la discrétisation de la condition de saut (2.4. se
discrétise facilement en écrivant :

(ug — Uext)- (2.4.63)

1
Fro+ Fr,=20,, avecf, = W / O(x)dy(x). (2.4.64)
g ag
3.
lexo-callenbseéilculsvf

Apres élimination de 1’inconnue u,, (voir exercice 21 page #5), on obtient

Aim(o)
Fyog=——"-—""—"—
' Mdre + Adi o

No(ur —ur) +dr 00,) - (2.4.65)

On a ainsi éliminé toutes les inconnues u,, ce qui permet d’obtenir un systeme linéaire dont les inconnues sont les
valeurs (ug)ker-

Remarque 2.32 (Implantation informatique de la méthode) Lors de ’implantation informatique, la matrice du
systeme linéaire est construite “par aréte” (contrairement a une matrice éléments finis, dont nous verrons plus tard

la construction “par élément”), c.a.d. que pour chaque aréte, on additionne la contribution du flux au coefficient
de la matrice correspondant a I’équation et a l’inconnue concernées.
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2.5. EXERCICES CHAPITRE 2. DF ET VF, EDP ELLIPTIQUES
2.5 Exercices

gs‘;}egg%%ef } 4C0mp15%§sp&g}qgrences finies- volumes finis, CL Dirichlet non homogenes) Suggestions en page

COITigé en page

On considere le probleme :
—u’(z) + sin(u(z)) = f(z), x €]0,1],
u(0) = a, u(1) = b, (2.5.66) -pbab

bab
1. Ecrire les schémas de différences finies et volumes finis avec pas constant pour le probleme (5.5.66). Pour le

schéma volumes finis, on approchera f;z‘:l//j sin(u(x))dx par (2,412 — T;—1/2) sin(u(z;)).

2. Comparer les schémas ainsi obtenus lorsqu’on suppose que u reste tounours “petit” et qu’on remplace donc
sin u par u.

Exercice 2 (Comparaison différences finies- volumes finis, conditions mixtes)

On considere le probleme :
—u"(z) = f(z), = €)0,1], ;
w(0) — ' (0) = a, w/(1) = b, (2.5.67) |pbabmixte

. . s . . . babmixte
Ecrire les schémas de différences finies et volumes finis avec pas constant pour le probleme (5.5.6 7), et comparer
les schémas ainsi obtenus.

sug— emax
Exercice 3 (Principe du maximum) Suggestions en page hS,

On considere le probleme :

" + — , 0 1,
{ (@) C(QU)U(mb) f@) TS (2.5.68) |eqg.u’’cuab

u(0) =a, u(l) =
otice C([0,1],IRy),etce C([0,1],IR), et (a,b) € IR?.
1. Donner la discrétisation par différences finies de ce probleme. On appelle U} la solution approchée (c.a.d.

Up = (u1,...,un)", ol u; est 'inconnue discrete en z;.
2. On suppose ici que ¢ = 0. Montrer que w; > min(a,b), pour touti = 1,..., N.

Exercice 4 (Equation de diffusion réaction)
On s’intéresse au probléme elliptique unidimensionnel suivant :

—u"(z) + 2u(z) = z, z €]0,1],

u(0) =1, v/ (1) + u(1) = 0. (25.69) [ex-habitue

ex—habituel
1. Ecrire une discrétisation de (2.5:69) par différences finies pour un maillage uniforme. Ecrire le systeme linéaire
obtenu.

. . L. ex-habituel . ex-habituel X . . R
2. Ecrire une discrétisation de (2.5:69) par volumes finis de (2.5.69) pour un maillage uniforme. Ecrire le systeme
linéaire obtenu.

COr— m—nc
Exercice 5 (Equation de transport-diffusion sous forme non-conservative) Corrigé en page %S8.
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Cet exercice ainsi que le suivant concernent la discrétisation d’une équation de transport-diffusion sous forme non-
conservative (exercice %)ﬁl%ﬁervative (exercice b). On a déja vu dans le cours que en une dimension d’espace,
le terme de diffusion unidimensionnel est de la forme —u” (tout du moins dans le cas d’un matériau homogene
de conductivité constante). On appelle terme de transport (en 1D) un terme de la forme v(z)u/(z) (forme dite non
conservative) ou (v(z)u(x))’ (forme conservative), oll v est la “vitesse de transport” (donnée) et w 1’inconnue,
qui est la quantité transportée (une concentration de polluant, par exemple). Remarquez d’abord que si la vitesse
v est constante, les deux formes sont identiques, puisque (v(x)u(x)) = v'(z)u(z) + v(z)v/'(z) = v(z)u'(z).
La deuxieme forme est dite conservative car elle est obtenue a partir de 1’écriture de la conservation de la masse
(par exemple) sur un petit élement x + dx, en passant a la limite lorsque dx tend vers 0. La premiere forme, non
conservative, apparai;, 2t dans des modeles de mécanique de fluides (écoulements compressibles polyphasiques,
par exemple).

Soient v € C([0,1],IR4) et ag, a1 € RR.

1. On considere le probléme suivant :

{ ;(%/;(i)at,vz%);%:(?l.: O o1l (2.5.70)

On admettra qu’il existe une unique solution u € C([0,1],IR) N C?(]0,1[,IR) & ce probléme. On cherche a
approcher cette solution par une méthode de différences finies. On se donne un pas de maillage h = ﬁ uniforme,
des inconnues discrétes u1, . .., uxn censées approcher les valeurs u(z1), . .., u(xx). On considere le schéma aux
différences finies suivant :

1 1 .
72 (2ul Uip1 — Uim1) + Evi(ui —u;i—1)=0,i=1,...,N 2.571)
u(0) = ag, u(l) = ay,

ouv; = v(x;),pouri=1,..., N.

Noter que le terme de convection v(z;)u’(z;) est approché par v(z;) u(ziﬂ/z);u(“*l/z) . Comme la vitesse v; est

positive ou nulle, on choisit d’ap rocher u(xz; + 1/2) par la valeur “amont”, c.a.d. u(z;) ; d’ou le schéma.
dfdi fconvl
1. Montrer que le systeme (2. s’écrit sous la forme MU = bavec U = (uq, ... ,uN)t, be IRN, et M est une

matrice telle que :
(@) MU > 0= U > 0 (les inégalités s’entendent composante par composante),
(b) M est inversible,
(c) SiU estsolution de MU = b alors min(ag, a1) < u; < max(ag, a).
2. Montrer que M est une M—matrice, c. a.d. que M vérifie :
(@ mi; >0pouri=1,...,n;
(b) m;; <Opouri,j=1,...,n,97#j;
(c) M estinversible ;
d M~ >0;

diffconvl

dfdiffconv

eXO0— m—nc

Exercice 6 (Equation de transport-diffusion sous forme conservative) I/ est conseillé d’étudier I’exercice
avant celui-ci.

Soitv € C([0,1],IR ) N C*(]0,1[, IR ), et on considere le probleme :

{ ;(u)(—)ao, U(l);(_ o O el (2.5.72)
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On admettra qu’il existe une unique solution u € C([0,1],IR) N C%(]0,1[,IR) a ce probleme. On cherche ici
encore a approcher cette solution par une méthode de différences finies. On se donne un pas de maillage h = ﬁ

uniforme, des inconnues discrétes u, ..., ux censées approcher les valeurs u(z1),...,u(zx). On consideére le
schéma aux différences finies suivant :

Ny — i1 — w1 1
{ Ui Wit uz1—|—7(vi+%ui—vi_;ui_1)20,i:l,...,N 2.5.73)

h? h 2
u(0) = ag, u(l) = ay,

Ti+Tiy1
2

ol ;1 = v( ),pouri=0,...,N.
Noter que terme de convection (vu)’(x;) peut étre approché par %(v(:z:H% Ju(w; 1) —v(z;_1)u(z;_1)). Comme
v(z;41) = 0, on choisit d’approcher u(x; + %) par la valeur “amont”, c.a.d. u(z;). On dit que le schéma est
“décentré amont”.
dfdiffconv?

1. Montrer que le systeme (b.S. 73icso’gcr1t sous la forme MU = bavec U = (uq,...,un)’ ,b € RY,
2. Pour U = (ug,...,un) et W = (wy,...,wy)" € RY, calculer MU - W, et en déduire I’expression de
(M*W);,pouri=1,..., N (ondistingueralescasi=2,...,N —1,i=leti = N.
3. Soit W € RY;
3. (a) montrer que si M*W > 0 alors W > 0; en déduire que si U € R” est tel que MU > 0 alors U > 0.
3. (b) en déduire que si U € RY est tel que MU > 0 alors U > 0.
4. Montrer que M est une M-matrice.

Afdiff 2
5. Montrer que U solution de (b.5.173i%%r111‘{ ne pas vérifier min(ag, a1) < u; < max(ag, a1).

. .. « y, . |sug-condeff |cor-condeff
Exercice 7 (Conditionnement “efficace”.) Suggestions en page H6, corrigé en page #9.

tdi d
Soit f € ([0, 1}) Soi.t N € IN¥, N impair. On. pose o = 1/(N +1). Soit A la matrice définie par (mZéZ.BSl ) cplg;ge
19, issue d une discrétisation par différences finies (vue en cours) du probleme (b.3.38) page 2T.
Pour u € IRN, on note u1,...,uy les composantes de u. Pour u € IRN, on dit que u > 0 si u; > 0 pour tout
1€{l,...,N}.Pouru,v € RY,onnote u-v = Zf\ilulu

On munit R” de la norme suivante : pour u € R™, ||u| = max{|u,|, i € {1,..., N}}. On munit alors My (IR)
de la norme induite, également notée || - ||, c’est-a-dire || B|| = max{||Bul|, v € R" t.q. |ul| = 1}, pour tout
B e Mn(R).

Partie I Conditionnement de la matrice et borne sur I’erreur relative

1. (Existence et positivité de A~') Soient b € R" et u € RY t.q. Au = b. Remarquer que Au = b peut
s’écrire :

A — A — — b ;
{hQ(ul wi—1) + 52 (Ui —uip1) = by, Vi€ {1,..., N}, (2.5.74)

Up = UN+1 = 0.
Montrer que b > 0 = u > 0. [On pourra considérer p € {0, ..., N+1} t.q. up = min{u;, j € {0,..., N+
1}]
En déduire que A est inversible.

2. (Préliminaire. ..) On considere la fonction ¢ € C([0,1],IR) définie par p(z) = (1/2)x(1 — z) pour tout
x € [0,1]. On définit alors ¢ € IRY par ¢; = ¢(ih) pour tout i € {1,..., N'}. Montrer que (A¢); = 1 pour
touti € {1,...,N}.
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2.5. EXERCICES CHAPITRE 2. DF ET VF, EDP ELLIPTIQUES

3. (calcul de |A~||) Soient b € R™ et uw € R™ tq. Au = b. Montrer que [lul| < (1/8)]||b|| [Calculer
A(u + ||b]|¢) avec ¢ défini a la question 2 et utiliser la question 1]. En déduire que ||A~Y|| < 1/8 puis
montrer que ||A~Y| = 1/8.

4. (calcul de ||A||) Montrer que || Al| = %

Rz
5. (Conditionnement pour la norme || - ||). Calculer ||A~||||A]|. Soient b, &, € RY. Soient u, §, € RY t.q.
Ou )
Au="bet A(u+ d,) = b+ . Montrer que 19| < HA*1||||AHM

lull 1ol -
Montrer qu’un choix convenable de b et §;, donne 1’égalité dans 1I’inégalité précédente.
Partie II Borne réaliste sur I’erreur relative : Conditionnement “efficace”
On se donne maintenant f € C([0,1],IR) et on suppose (pour simplifier...) que f(z) > 0 pour tout 2 €]0, 1[. On
prend alors, dans cette partie, b; = f(¢h) pour tout ¢ € {1,..., N}. On considere aussi le vecteur ¢ défini a la
question 2 de la partie I.
1. Montrer que h vazl bip; — fol f(z)p(x)dz quand N — oo et que vazl b;p; > 0 pour tout N. En déduire
qu’il existe & > 0, ne dépendant que de f, t.q. h Zi\; bip; > « pour tout N € IN*.
2. Soitu € RY t.q. Au = b. Montrer que N ||u|| > 2511 u; = u- Ap > ¢ (avec a donné a la question 1).
10ull _ [Fllzgop 19l
full = 8a ]

Soit d, € RV et 4, € RY t.q. A(u + d,,) = b+ . Montrer que

11l o qo.1
8ar

3. Comparer || A~Y|||A|| (question 1.5) et ) (question II.2) quand N est “grand” (ou quand N —

00).
Exercice 8 (Conditionnement, réaction diffusion 1d.)

On s’intéresse au conditionnement pour la norme euclidienne de la matrice issue d’une discrétisation par Différen-
ces Finies du probléme aux limites suivant :

—u"(2) + u(zx) = f(z), z €0,1],

u(0) = u(1) = 0. (2.5.75)

Soit N € IN*. On note U = (uj)jzl...  une “valeur approchée” de la solution v du probleme (BTISIWS) aux points
_J

(N+1)j:1...N'

1. Montrer que la discrétisation par différences finies de ce probleme sur maillage uniforme de pas h = ﬁ

consiste a chercher U comme solution du systéme linéaire = AU = ( it ﬁ)) N ou la matrice A € My (IR)

est définie par A = (N + 1)2B + Id, Id désigne la matrice identité et

2 —1 0 0
1 2 -1

B=1 o 0

-1 2 -1

0 0 -1 2

2. (Valeurs propres de la matrice B.)
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2.5. EXERCICES CHAPITRE 2. DFET VF, EDP ELLIPTIQUES
On rappelle que le probleme aux valeurs propres

—u(x) = Au(x), x €]0,1],

w(0) = u(1) = 0. (2.5.76)
admet la famille (A, up)ren+> M\ = (k7)? et ux(z) = sin(kmx) comme solution. Montrer que les vecteurs
U, = (uk(ﬁ) sont des vecteurs propres de la matrice B. En déduire toutes les valeurs propres de la

j=1..N
matrice B.

3. En déduire les valeurs propres de la matrice A.

4. En déduire le conditionnement pour la norme euclidienne de la matrice A.
sug-disc cor-disc
Exercice 9 (Erreur de consistance) Suggestions en page b6 Corrigé en page BZ.

On considere la discrg’ltli}ggtion a pas constant par le schéma aux différences finies symétrique a trois points (vu en
cours) du probléme (b.3.38) page bl, avec f € C([0,1]). Soit N € IN*, N impair. On pose h = 1/(N + 1). On
note u la solution exacte, x; = ih, pour ¢ = 1,..., N les points de discrétisation, et (ui)i=17___7 ~ la solution du
systeme discrétisé.

1. Ecrire le systeme linéaire obtenu.

2. Montrer que si f est constante, alors

11%1%)5\, |u; — u(z;)] = 0.

3. Soit N fixé, et max |u; —u(x;)] = 0. A-t-on forcément que f est constante sur [0, 1] ? (justifier la réponse.)
_7/_
. N R PN cpps . . E%QM
Exercice 10 (Probléme elliptique 1d, discrétisation par différences finies) ® Suggestions en page #6.

Soit f € C?([0,1]). On s’intéresse au probléme suivant :

—u(z) + ﬁu’(m) = f(z), = €)0,1],

u(0) = au(l) =b. 2.5.77)

N

On admet que ce probligllegfimet une et une seule solution u et on suppose que u € C*(]0, 1[). On cherche une

solution approchée de (2.5.77) par la méthode des différences finies. Soitn € IN*, et h = ﬁ On note u; la

valeur approchée recherchée de u au point ¢h, pour i = 0,--- , N + 1.

On utilise les approximations centrées les plus simples de u’ et " aux points 4,4 = 1,--- ,n On pose u, =
t

(ury - ).

1. Montrer que uy, est solution d’un systéme linéaire de la forme Apup = by, ; donner Ay, et by.

2. Montrer que le schéma numérique obtenu est consistant et donner une majoration de I’erreur de consistance (on
rappelle que 1’on a supposé u € C*).

3. Soit v € R™, montrer que Apv > 0 = v > 0 (ceci s’entend composante par composante). Cette propriété
s’appelle conservation de la positivité. En déduire que Ay, est monotone.

4. On définit 6 par
1 2
0(z) = —5(1 +2)%n(1 + ) + g(xQ +2z)In2, z €0, 1].

8Cet exercice est tiré du livre Exercices d’analyse numérique matricielle et d’optimisation, de P.G. Ciarlet et J.M. Thomas, Collection
Mathématiques pour la maitrise, Masson, 1982
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2.5. EXERCICES CHAPITRE 2. DF ET VE, EDP ELLIPTIQUES
4.a. Montrer qu’il existe C' > 0, indépendante de h, t.q.

1

T (B, — B _1l < 2
2h(1 + Zh) (91+1 6171) ]'| = Ch )

Oi—1+26; —0,11) +

1I£ia§xn ‘ ﬁ (_

avec 0; = 0(x;),1=0,...,n+ 1.
4.b On pose 6, = (01, ,)'. Montrer que (A,60); > 1 — Ch?, pouri=1,...,N.
4.c Montrer qu’il existe M > 0 ne dépendant pas de h t.q. | A} ' [|.o < M.

5. Montrer la convergence, en un sens a définir, de uy, vers u.
6. Que peut on dire si v ¢ C*, mais seulement u € C? ou C3 ?

rh?bl

7thg 1remplace dans (2:5777) 14-% par au’(z), avec o donné (par exemple o = 100). On utilise pour approcher
(2.§. 77) le méme principe que précédemment (approximations centrées de u’ et u”. Que peut on dire sur la con-
sistance, la stabilité, la convergence du schéma numérique ?

. . . . sug-fvfld cor—fvfld
exo—fvfid| Exercice 11 (Non consistance des volumes finis) Suggestions en page bﬁ, COITigé en page {52

Montrer que la discrétisation de 1’opérateur —u"’ par le schéma volumes finis n’e st pas toujours consistante au sens
des différences finies, i.e. que 1’erreur de consistance définie par (voir remarque 2.2T page

1 -1 1 v
R = — |:hi+1/2 (u(ziy1) —u(xi)) + s (u(z;) — “(xz—l))] —u' ()

ne tend pas toujours vers 0 lorsque h tend vers 0.

. e . X sug-clfoubis
xo—clfoubis| Exercice 12 (Condition de Fourier) Suggestions en page b6
iciladi L . fl | 1o ell.1ld 1 . . fourierl
On reprend ici la discrétisation du Ltge%(l)nrat%%en 1 pour le probleme (b. [.T) comme la condit on Cd.evgc.)&lg%re(:b_.vl : I§ )

en 1 et la condition de Neumann (Z.T. en 0. On reprend les notations du paragraphe 2.T.T page D, et pour
simplifier on note h = h et on supposg que. v, est au milieu de la N-e¢me maille, de sorte que hn11/2 = g On
modifie I’approximation de 1’équation (2.1.6) : au lieu d’approcher (1) par b — auy, on introduit une onconnue
auxiliaire w12 sensée approcher la valeur (1), on approche ensuite u'(1) par %

1: Montrer que par cetfe Fﬂﬁtﬁ?tdeeg en é.liminzlint I'inconnue auxiliaire w41 /2, on obtient comme N-€me équation
discrete non plus (‘h. [.17) mais I"équation suivante :

(auy —b) et Fy_yjp = ——>— N1 (2578) [ve.1d. umix

FN+1/2 — FN71/2 = thN avec FN+1/2 =

1+ ok hn—1/2
vf.ld.Nmixtes
. fC:ilguIJ,renrl >li’teerg%lirs de consistance sur le flux approché Fiy 1,2 en 1 dans le cas des discrétisations (Z.1.17) et
(2.5.78). Montrer qu’elle est d’ordre 1 dans le premier cas, et d’ordre 2 dans le second.
[sug-vfordre2 |cor-vfordre2

<o—vfordre2 | Exercice 13 (Consistance des flux) Suggestions en page #6, Corrigé en page 52.

£2
1. Montrer que si u € C2([0,1]), le flux défini par (%41) est consistant d’ordre 1 dans le cas d’un maillage
général.

£2
2. Montrer que si u € C3([0, 1]), le flux défini par (%41) estd’ordre 2 si 211 /2 = (Tig1 + 2:)/2.
. oy . s . sug-—neum-vfdf
>—-neum-vfdf | Exercice 14 (Conditions aux limites de Neumann) Suggestions en page b7
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2.5. EXERCICES CHAPITRE 2. DF ET VF, EDP ELLIPTIQUES

On considere ici I’équation le probléeme de diffusion réaction avec conditions aux limites de Neumann homogenes
(correspondant a une condition physique de flux nul sur le bord) :

—u"(z) + cu(r) = f(z), © €]0,1],
{ ' (0) = /(1) = 0, @379
avec c € R, et f € C([0, 1]). Donner la discrétisation de ce probleme par
1. différences finies,
2. volumes finis

Montrer que les matrices obtenues ne sont pas inversibles. Proposer une maniére de faire en sorte que le probleme
soit bien posé, compatible avec ce qu’on connait du probléme continu.

. .. .. . . . |sug-dfvfldfou lcor-dfvfldfou
>—dfvfldfou| Exercice 15 (Conditions aux limites de Fourier (ou Robin)) Suggestions en page ¥7, corrigé en page 53

On considere le probleme :

—a(u—1) =0, (2.5.80) [fou

Donner la discrétisation de ce probleme par
1. différences finies,
2. volumes finis

Dans les deux cas, écrire le schéma sous la forme d’un systeme linéaire de N équations a /N inconnues, en explic-
itant matrice et second membre (/V est le nombre de noeuds internes en différences finies, de mailles en volumes
finis).

s—conv.grad| Exercice 16 (Convergence de la norme H ! discrete)

£1
trer que si ur :]0,1[— IR est définie par ur(z) = u; Vr € K; ol (u;);=1,.. n solution de (%40)—
(2.3,42), alors |ur|1,7 converge dans L?(]0,1[) lorsque h tend vers 0, vers || Du|z2(jo,1p), 00t w est la solution de

-vfld
exo—vfld Exerfcigg_lv‘@grobléme elliptique 1d, discrétisation par volumes finis)  Suggestions en page Su, cvorrlgé en

page b4

Soient a,b > 0, ¢,d € Ret f € C([0,1],IR); on cherche a approcher la solution v du probléme suivant :

—u"(z) + av' (z) + b(u(z) — f(x)) =0, z € [0,1], (2.5.81)
u(0) =¢, u(l) =d. (2.5.82)
On suppose (mais il n’est pas interdit d’expliquer pourquoi...) que (595%1)—(5%%2) admet une solution unique
ue C?([0,1],R).
Soient N € IN* et hy,...,hy > 0tq. Zf\;l h; = 1. On pose 1 =021 =21

sorte que Ty 1 = 1), hyy 1 = %,pouri:l,...,]\f—l,etﬁ: hif;jf f(z)dz,pouri=1,...,N.

1+ h;,pouri =1,..., N (de
1 1
Pour approcher la solution u de (E%UTS] )—(C.c - 2), on propose le schéma numériqzue suivant :
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F

avec (F; 1 )icfo,...,n} donné par les expressions suivantes :

Fyo =27 % 4 g —ie{1,... N -1}, (2.5.84)
2 hH_%
UL — ¢ d—upn
Fy = ——— +ac, Fy = ——5—— +auy. (2.5.85)
2 2

. eqd?2 cld . . eqdl .
En tenant compte des expressions (b.%.84) et (2.5.85), le schéma numérique (2.%.83) donne donc un systeme de N
équations a N inconnues (les inconnues sont uy, . .., uyn).

T 1 1
1. Expliquer comment, a partir de (e. . I)et (c.c - 2), on obtient ce schéma numérique.
2. (Existence de la solution approchée.)
(a) On suppose ici que ¢ = d = O et f; = 0 pour, dout i € {1,..., N}. Montrer qu’il existe un unique
vecteur U = (uy,...,uy)t € RY solution le (12.5. 3). Ce vecteur est obtenu en prenant u; = 0, pgur
toucé & {1,..., N}. (Onrappelle que dans (2.5.83) les termes F; L1t F;_ 1 sont donnés par (b%.84)
et (2.5.85).)
(b) On revient maintenant au cas général (c’est a dire ¢, d € Izee(tﬂf € C([0,1],IR). Montrer qu’il existe

un unj ue vecteur U= (uy,...,un)t € IRY solution (Eee 5.83). c(pdn rappelle, encore une fois, que
dans (2.5.83) les termes FH% et F._ 1 sont donnés par (2.5.84) et (2.5.85).)

1
2

1
)

Soient v, B > 0. On suppose, dans tout la suite de I’exercice, qu’il existe i > 0 tel que ah < h; < Bh, pour
touti € {1,..., N}. Onnote u; = h% /. ”1% u(x)dx, pour i = 1,..., N. (On rappelle que u est la solution
-3

1 1
exacte de (F381)-(3582).)
3. (Non consistance du schéma au sens des différences finies)

(a) Montrer que le systéme peut se mettre sous la forme AU = B, ou B est définie par

2c  ac
Bi=b — + —
1 f1+h%+hla

Bi=bfi, i=2..N—1,
2d
By = bfn + hT
N
(b) On pose R = AU — B avec U = (uy,...,uy)!. Vérifier que pour touti € {1,..., N}, R; peut se
mettre sous la forme : - - -
R, = R} + R}
ousup;_; | R} |[<Cyet sup;—;_ | R} |< Cyh.

(c) On se restreint dans cette questionaucasouta =0,06 >0, f =0,c=1,d = e‘/g, N =2q, h; = hsi
i est pairet h; = % si ¢ est impair, avec h = 3%\/
Montrer que || R||o ne tend pas vers 0 avec h.
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CHAPITRE 2. DF ET VE, EDP ELLIPTIQUES
4. (Consistance des flux.) En choisissant convenablement (F; 1 1)ic{0,...,N}» MoNtrer que :

Fipy = Fi_y 4 bhiti; = bhifs, i € {1,..., N}, (2.5.86)
et que (Fi+%)ie{0,...,N} vérifie les égalités suivantes :
= Uip1 — Uj _ .
Fip=- Zl — tati; + Ry g, i€ {1, N~ 1}, (2.5.87)
i+35
— Uy — ¢ _ d—Tuyn
1= +aC+R%,FN+%:7 in JrauNJrRN_i_%,
2 2
avec,

(2.5.88)

|Ri+%| < Cyh, i€{0,...,N},
ou C7 € IR, et Cy ne dépend que de o, 3, et u.

(2.5.89)
5. (Estimation d’erreur.) On pose e; = U; — uj, pouri € {1,.... N} et E = (eq,...,en)%
(a) Montrer que E est solution du systeme (de N équations) suivant :
Gy — Gy +bhie; =0, i€ {1,...,N}, (2.5.90)
avec (G 1 ),-E{O’.__,N} donné par les expressions suivantes :
€i+1 —
Gy = — =5

“ taei+Rip1, i€ {l,...,N—1},
hivs :

(2.5.91)
€1 —€eN
G%Z—Eﬁ-R%,GNJF% ~ha +aeN+RN+%, (2.5.92)
2 2
egel
(b) En multipliant (b%790) par e; et en sommant sur ¢ 1,..., N, montrer qu’il existe C; € IR, ne
dépendant que de «, 3, et u tel que :
N
Z(€i+1 —e;)* < Cyh?,

(2.5.93)
=0
avec eg = en41 = 0.

(c) Montrer qu’il existe C3 € IR, ne dépendant que de «, 3, et u tel que :

le;| < Csh, pourtouti e {1,...,N}.

(2.5.94)
6. (Principe du maximum.) On suppose, dans cette question, que f(z) < d < ¢, pour tout z € [0, 1]. Montrer
que u; < ¢, pour tout i € {1,..., N}. (On peut aussi montrer que u(z) < ¢, pour tout z € [0, 1].)
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2.5. EXERCICES L L CHAPITRE 2. DFET VE EDP ELLIPTIQUES
7. On remplace, dans cette question, (5.15%84) et (57*5%85) par :

i :fyﬂwiﬂ, ie{l,...,N—1}, (2.5.95)
it3
UL — ¢ d—u
Fy = ——— +au, Fy ) = —— +ad. (2.5.96)
2 2

Analyser brievement le nouveau schéma obtenu (existence de la solution approchée, consistance des flux,
estimation d’erreur, principe du maximum).

Exercice 18 (Discrétisation 2D par différences finies)

Ecrire le systeme linéaire obtenu lorsqu’on discrétise le probleme

(2.5.97)

—Au = f dans Q =]0, 1[x]0, 1],
u = 0 sur 092

par différences finis avec un pas uniforme h = 1/N dans les deux directions d’espace. Montrer I’existence et
I’unicité de la solution du systéme linéaire obtenu.

. N . e . s 4e . lcor-df2dcor-df2d
Exercice 19 (Probleme elliptique 2d, discrétisation par DF) Corrigé en page 2.7 page D

Soit =0, 1[2C IR?. On se propose d’étudier deux schémas numériques pour le probleéme suivant :

ou
fAu(x,y) + k%(x,y) = f(l',y); (I, y) €Q, (2.5.98)
u=0, sur 082,

_ . eq.df2f
ol k > 0 est un réel donné et f € C(£2) est donnée. On note u la solution exacte de (b.IS.QS) et on suppose que
u € C*(Q).
1. (Principe du maximum)
Montrer que pour tout ¢ € C*(Q) t.q. ¢ = O sur 9§, ona:

ou
/QVu(x) -V(x) dr + /Q ka—x(m)cp(x) dx = /Qf(x)go(m) dzx.

En déduire que si f < 0 sur Q, on a alors u < 0 sur Q.
Soit N € IN, on pose h = ﬁ, et u; ; est la valeur approchée recherchée de u(ih, jh), (i,7) € {0,..., N +
1}2. On pose f; j = f(ih, jh), pour tout (,5) € {1,..., N}?. On s’intéresse a deux schémas de la forme :

AoUs 5 — A1Ui—1,5 — A2Uiq 1,5 — A3U5 j—1 — A4Uj j41 = fi,ja V(ZJ) S {17 "'7N}2’ (2.5.99)
ui; =0, (i,7) €7, -

ol ag, a1, az, as,as sont données (ce sont des fonctions données de h) et v = {(i,5), (ih,jh) € IQ} (v
dépend aussi de h). Le premier schéma, schéma [I], correspond au choix suivant des a; :

4 1 k 1 k 1

zﬁ,a1:ﬁ+2—,a2:ﬁ—ﬁ,a3=a4:ﬁ.

apn h

Le deuxieéme schéma, schéma [II], correspond au choix suivant des a; :
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2.5. EXERCICES CHAPITRE 2. DF ET VF, EDP ELLIPTIQUES

A S |
1= 33Ty 0203 = a4 = 55,

2. (Consistance)
Donner une majoration de I’erreur de consistance en fonction de &, h et des dérivées de u, pour les schémas
[1] et [II]. Donner I’ordre des schémas [I] et [II].

3. (Principe du maximum discret)
Dans le cas du schéma [II] montrer que si (w;_ ;) vérifie :

.o 2
AoW; j — A1Wi—1j — QaWiy1,j — A3W; j—1 — aaw; j+1 < 0, V(i,7) € {1,...,N}7,

on a alors

w;; < max (Wn,m), V(i,7) € {1, ...,N}2.
(n,m)ey '

Montrer que ceci est aussi vrai dans le cas du schéma [I] si i vérifie une condition a déterminer.
4. (Stabilité)
Montrer que le schéma [II] et le schéma [I] sous la condition trouvée en 3. sont stables (au sens ||U]]c <
C U fi\oo, avec une constante C' a déterminer explicitement, ot U = {u; ; }(;,j)e{o0,....n+1}2 €st solution de
colicou ? ? e
oqe . 1
(2.5.99). [On pourra utiliser la fonction ¢(z, y) = $3°].
EcnO 9ggllllire que dans le cas du schéma [II] et du schéma [I] sous la condition trouvée en 3. le probleme
[25. admet, pour tout f, une et une seule solution.
5. (Convergence)
Les schémas [I] et [I1] sont-ils convergents ? (au sens max(; jyeqo,..., N+1}2 (|ui,; — u(ih, jh)|) — 0 quand
h — 0). Quel est I’ordre de convergence de chacun des schémas ?
6. (Commentaires)
Quels sont, a votre avis, les avantages respectifs des schémas [I] et [II] ?

>-potentiel| Exercice 20 (Implantation de la méthode des volumes finis.)

On considere le probleme de conduction du courant électrique

—div(u;Vo(x)) =0  z€Q, i=1,2 (2.5.100)

ol ¢ représente le potentiel électrique, j = —uV¢(x) est donc le courant électrique, i1 > 0, us > 0 sont les
conductivités thermiques dans les domaines €2, et avec (2o, avec 23 =]0, 1[x]0, 1[ et Q3 =]0, 1[x]1, 2[. On appelle
Iy =0,1[x{0}, Ty = {1} x]0,2[, I's =]0, 1[x {2}, et I's = {0} x]0, 2[ les frontieres extérieures de €1, et on note
I =]0,1[x{0} I'interface entre ; et 22 (voir Figure 2.3). Dans la suite, on notera y la conductivité électrique sur
Q, avec ulo, = pi, o =1,2.

On suppose que les frontieres I's et I'y sont parfaitement isolées. Le potentiel électrique étant défini a une constante
pres, on impose que sa moyenne soit nulle sur le domaine, pour que le probleme soit bien posé.

La conservation du courant électrique impose que

[ ims [ im=o
IS} s
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b—calculsvf

sug-dfvfld

2.6. SUGGESTIONS POUR LES EXERCICES CHAPITRE 2. DFET VE EDP ELLIPTIQUES
ou n désigne le vecteur unitaire normal a la frontiere OS2 et extérieure a 2.

Enfin, on suppose que l'interface I est le siege d’une réaction électrochimique qui induit un saut de potentiel. On
a donc pour tout point de I’interface [ :

$2(x) — d1(x) = (x), Vo € I,

ou ¢; désigne la restriction de ¢ au sous domaine ¢. La fonction ¢ est donc discontinue sur I’interface I. Notons
que, par contre, le courant électrique est conservé et on a donc

(—uVeo-n)|a(x) + (—uVe-n)li(z) =0, Vo € I.

1. Ecrire le probleme complet, avec conditions aux limites.

2. Discrétiser le probleme par la méthode des volumes finis, avec un maillage rectangulaire uniforme, (considérer
deux inconnues discretes pour chaque aréte de ’interface) et écrire le systeme linéaire obtenu sur les inconnues
discretes.

. . e . . A . |sug-calculsvf |cor-calculsvf
Exercice 21 (Elimination des inconnues d’arétes.) Suggestions en page H7, corrigé en page 60

.. . . sec.implv|fec.implvf
On se place ici dans le cadre des hypotheses et notations du paragraphe b.ZI.Z page b9

1. Pour chaque aréte interne 0 = K|L, %lscylgrala valeur u, en fonction de ux et uy, et en déduire que les flux
numériques Fx , et F, , vérifient bien (2.4

2. Po f%l&%q%er aréte 0 C I'y U T3, telle que o € &k, calculer u, en fonction de ux et montrer que Fi , vérifie
bien (Z.4.

3. Pour chaque aréte 0 € &, avec 0 = K|L K e ,Ecgt_lﬂ%l%ler la valeur u, en fonction de ux et uy, et en
déduire que les flux numériques Fk , et Fp, , vérifient bien (b74765)

4. Ecrire le systéme linéaire que satisfont les inconnues (ur ) ke

2.6 Suggestions pour les exercices

. |exo-dfvind-dfveld . L, . .
Exercice T page 34 (Comparaison différences finies- volumes finis)

On rappelle que le schéma différences finies s’obtient en écrivant I’équation en chaque point de discrétisation, et
en approchant les dérivées par des quotients différentiels, alors que le schéma volumes finis s’obtient en intégrant
I’équation sur chaque maille et en approchant les flux par des quotients différentiels.

1. Ne vous laissez pas impressioner par le sinus, la procédure reste la méme que dans le cas linéaire, sauf, bein
évidemment que vous allez obenir un systeme discret non linéaire.

2. Le systeme redevient linéaire...

. eXO— e - emax .
Exercice 3 page rincipe du maximum)
2. Poser ug = a, uny1 = b. Considérer p = min{i = 0,--- ,N +1; u, = minj—,... ny41u;}. Montrer que
p=0oulN + 1.
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2.6. SUGGES TIONMUR  LES EXERCICES CHAPITRE 2. DFET VE EDP ELLIPTIQUES
ug-condert| EXercice r7 page 36 (Conditionnement efficace)

Partie 1
1. Pour montrer que A est inversible, utiliser le théoréme du rang.

2. Utiliser le fait que ¢ est un polyndme de degré 2.

1 . . . N .
3. Pour montrer que HAfl I = 3’ remarquer que le maximum de ¢ est atteint en = = .5, qui correspond a un point

de discrétisation car N est impair.

Partie 2 Conditionnement efficace
1. Utiliser la convergence uniforme. 2. Utiliser le fait que A¢ = (1...1)%.

lexo—-disdxo-disc

Exercice 9 page 38 (Erreur de consistance)

1. Utiliser I’erreur de consistance.
2. Trouver un contre-exemple.

. exo-dfnc lexo-dfnc | . R ..
Exercice T0 page BB‘(D'll'ferences finies pour un probleme elliptique)

sec.dfldsec.dfld
Questions 1 a 3 : application directe des méthodes de démonstration vues en cours (paragraphe bfpagﬁﬁﬁ
Question 4 : La fonction 6 est introduite pour montrer une majoration de ||A~||, puisqu’on a plus A® = 1, ol
®,; = p(x;) estlaet p est la fonction “miracle” dans le cas —u” = f. Une fois qu’on a montré les bonnes propriétés
de la fonction € ( %gstig% 4. et_éé.sbgi I%lnraisonne comme dans le cours pour la question 4.c (voir démonstration
de la proposition 2. T4 page

. exo-clfoubis .. .
Exercice raitement de la condition de Fourier)

ig-clfoubis ldef.erconsis.flux

% Qne rapp glllg que | Uerreur de consistance Ry /o sur le flux en xx1/2 est donné par la formule (Q 3.44) page
23 Onadonc: Ry i/2 = FN+1/2 FN+1/2 avec FN+1/2 = —u/(1).
Pour déterminer Fy | /2> 0N remplace I’inconnue discrete par la solution exacte au point associé dans 1’expression

du flux discret. Apres calculs, ceci doit vous amener a :

. L. vf.ld.Nmixtes
= au(xy) — b pour la discrétisation (2.

X 2 £.1d.Nmixt 2.6.101
N+1/2 ohi2 au(xN) — b) pour la discrétisation (bv [.17) pstes ( )

Il faut ensuite effectuer appliquer le théoreem des accroissemntes finis pour montrer qu’elle est d’ordre 1 dans le
premier cas, et un développement limité pour montrer quelle est d’ordre 2 dans le second.

. exo-fvfld . .
Exercice TT (Non consistance des volumes finis)

sug-fvrid| Prendre f constante et égale a 1 et prendre h; = h /2 pour i pair et h; = h pour ¢ impair.

lexo-vfordex@-vfordre

J:H_vfordre 51 Exercice 13 page 39 (LonSIStance des flux)

1. Effectuer deux développements de Taylor-Young a I’ordre 2 entre x; et z;1 1/ et entre ;41 €t T;11/2.

2. Effectuer deux développements de Taylor-Lagrange a I’ordre 2 entre ; et z; 11,3 €t entre x; 41 €t T4 /2.
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sug-vfld

sug-lapl2d

y-calculsvf

2.6. SUGGESTIONS POUR LES EXERCICES CHAPITRE 2. DF ET VE, EDP ELLIPTIQUES
Exercice T4 page 39 (Conditions aux limites de Neumann)

1. En différences finies, écrire les équations internes de maniere habituelle, et éliminez les inconnues qui apparais-
sent au bord wug et uy 4+ en discrétisant convenablement les conditions aux limites. En volumes finis, c’est encore
plus simple (flux nul au bord...)

2. Remarquer les constantes sont solutions du probléme continu, et chercher alors par exemple une solution a
moyenne nulle.

. lexo—dfvflefoudfvildfou .. . .
Exercice T5 page A0 (Conditions aux limites de Fourier (ou Robin) et Neumann)

Ecrire les équations internes de maniere habituelle, et éliminez les inconnues qui apparaissent au bord ug et un 41
en discrétisant convenablement les conditions aux limites.

exo-vfld lexo-vfld
Exercice T7 page h(i (Volumes finis 1D)

1. Pour justifier le schéma : écrire les bilans par maille, et approchez les flux par des quotients différentiels de
maniére consistante.

Lo egdl i .
2 (a) On pourra, par exemple, multiplier (b.%.%%\;par u; et sommer pour ¢ = 1, ..., N, puis conclure en remarquant,
Lo 1
en particulier, que ) ", (u; — ui—1)u; = % i;{ (u; —u;_1)?%, avec ug = un41 = 0.

2 (b) Pensez au miracle de la dimension finie. . .
4. Effectuer les développements de Taylor

5.} ) (¢ Se debara/sse\r de%}ggromgg t(ée convection en remarquant qu ils ont ”le bon signe”, et s’inspirer de la
démonstration du théoreme 2.26 page 24.

exo-lapl2d
Exercice T8 (Discrétisation 2D par différences finies)

Adapter le cas unidimensionnel, en faisant attention aux conditions limites. Pour montrer I’existence et unicité,
calculer le noyau de la matrice.

. exo—calculsvf . . A
Exercice hl (Elimination des inconnues d’arétes)

1. Ecrire la conservativité du flux : Fx , = —F7, , et en déduire la valeur de u,.

2. Trouver la valeur de u, qui vérifie
=m(o)a(us — Uezt)-
dKQU

X Fsautint L.
3. Remplacer F' , et Iy, , par leurs expressions dans (b.zl.(izli et en déduire la valeur de u,.

4. Adopter I’ordre lexicographique pour la numérotation des mailles, puis établir I’équation de chaque maille, en
commengnt par les mailles interne.
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2.7. CORRIGES DES EXERCICES CHAPITRE 2. DF ET VF, EDP ELLIPTIQUES
2.7 Corrigés des exercices

lexo-dfvfekb-dfvfld
Exercice T page 34

cor-dfvfld

z . 7 . 8z . bab vz .
Le schéma différences finies pour 1’équation (5.5.66) s’écrit :
1 . .
7z (Qus —ui—y —wig1) +sinu; = f;, i=1,... N,

uy =a, un4+1 =>o.

Le schéma volumes finis pour la méme équation s’écrit :

Fipy —F_y+hsinu=hfi, i=1,...,N (2.7.102)

Uit1 — Uy . UL —a
avec F 1 R i=1,...,N—-letFi =— I

b— unN
FNJFE =-—3
2
lux

En remplacant les expressions des flux dans 1’équation ( ~ On obtient :

#(2%—ui+1—ui_1)+sinui:fi, i=2,...,N—1

% (Bur — 2ug — a) +sinug = 2f,
% (37.LN —2un_1 — b) +sinuy = 2fn,

2. La différence entre les deux schémas réside dans la premiere et la derniere équations.

[exXo—ppmigro—ppm-nc
Exercice 5 page 34

cor-ppm-nc

1. La matrice M et le second membre b sont donnés par :

1 v

1 1 75 + Y)a
(MU); = h2(2uz Uit1 — Ui—1) + —vi(u; —u;—1), pouri =2,..., N, (72 Oh) 0

1 1
(MU)1:E(2U1—U2)+EUW1, eth = :

1 1 0
(MU)n = 72 (2uy —un—_1) + EUN(UN —un_1), 1

(2.7.103)

(a) Supposons MU > 0. Soit 49 = min{7; u; = min; u;}.

(i) Siig = 1, comme %(2111 uz) + vlul >0,ona: (h1 + %vl)ul + %(ul — ug) > 0, et comme
up — us < 0, ceci entra’ig)%ne uy > O

() Si2<ig < N—1,ona:

1 1 1
ﬁ(uio — Uigt1) + 7z~ (o = Ujg—1) + E’U’i(uio = Uig—1) > 0.

Mais par définition de 7p, on a u;, — u;,+1 < Oet, et u;, — u;,—1 < 0 donc ce cas est impossible.
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2.7. CORRIGES DES EXERCICES CHAPITRE 2. DFET VE EDP ELLIPTIQUES
(iii) Siig = N,ona:

1 1
ﬁuN + ﬁ(uN — uN_l) + Evi(uN — uN_l) > 0.

Or par définition de i = N,onauy < uy—_1,etdonc uy > 0.
On a donc montré que si MU > 0 alors U > 0.

(b) Comme MU > 0= U > 0, on adonc (en prenant U puis —U) MU =0 = U = 0, ce qui prouve que M
est inversible,

(c) Soit U solution de MU = b. Posons U = (ug, U1, ..., uN, un11)%, avec ug = ag et uyy1 = aj. Re-
marquons d’abord que le minimum et le maximum des composantes u; de U ne peuvent étre atteints pour
i=1,..., N quesi les u; sont tous égaux (auquel cas u; = ag = a1 pour touti = 0,..., N + 1). En effet,
pouri=1,...,N,ona:

1 1 1
ﬁ(uz — UZ‘+1) + ﬁ(uq — Uz’—l) + Evi(ui - Ui—l) = 0. (2.7.104)

Soit 49 = min{4; u; = min; u;}, et iy = min{s; u; = max; u; }. Par définition de ig, on a u;; — u;jo4+1 < 0
et , et u;, — uj,—1 < 0 donc (2.7.104) est impossible si 1 < 79 < N. Donc ¢p = 1 ou . Soit i1 =
min{é; u; = max; u;}, onau;, —u;y+1 > 0et,etu;, —u;—1 > 0et (5’?79.%04) est encore impossible si
1<iy <N.

On en déduit que 5o = O ou N +1eti; = 0 ou N + 1, ce qui prouve que min(ag, a1) < u; < max(ag,a1).

(a) Par définition, m; ; = % + %vi, avec v; > 0, ce qui prouve le résultat.

(b) Par définition, m; ; est soit nul, soit égal a —% + %vi sij =1 — 1, soit égal a —% sij =1+ 1,cequi
prouve le résultat.

(c) On a montré que M est inversible a la question précédente.

(d) D’apres la question 1.2, on sait que si MU > 0, alors U > 0. Soit e; le i-eéme vecteur de la base canonique.
Onae; = M(M*I)ei > 0, et donc M ~'e; > 0, ce qui montre que tous les coefficients de M ~! doivent
étre positifs.

. \exo—conct@ﬁf—cgndeff . « v
or—conaerr| Exercice [7 page 36 (Conditionnement “‘efficace’)

Partie 1
1. Soitu = (uy ...un)t. Ona
1 1 )
Auzb@{ ﬁ(ui—ui—1)+ﬁ(ui—Uz‘+1):bz‘, Vi=1,...N,
Ug = UN+1 = 0.

Supposons b; > 0,Vi=1,...,N,etsoitp € {0,...,N + 1} tel que u, = min(u;, ¢ =0,...,N +1).
Sip=0oulN + 1,alors u; > 0Vi=0,N + 1etdoncu > 0.
Sipe{l,...,N},alors

1
ﬁ(up —up-1) + ﬁ(up —Upy1) 20

et comme u, — up—1 < 0 et u, — upy1 < 0, on aboutit a une contradiction.

Analyse numérique I, Télé-enseignement, M1 49 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 17 avril 2010



2.7. CORRIGES DES EXERCICES CHAPITRE 2. DFET VF, EDP ELLIPTIQUES
Montrons maintenant que A est inversible. On vient de montrer que si Au > 0 alors « > 0. On en déduit par
linéarité que si Au < 0 alors u < 0, et donc que si Au = 0 alors u = 0. Ceci démontre que ’application linéaire
représentée par la matrice A est injective donc bijective (car on est en dimension finie).

2. Soit ¢ € C([0,1],R) tel que p(x) = 1/2z(1 — z) et ¢; = p(x;), i =1, N, oh x; = ih.
(A¢); est le développement de Taylor a 1'ordre 2 de ¢”’(x;), et comme ¢ est un polyndme de degré 2, ce
développement est exact. Donc (A¢); = ¢”(x;) = 1.

3.Soient b € RY etu € RY tels que Au = b.Ona:
(A(u £ [[bll@))s = (Au); £ [[bl|(Ag)i = b; + [|b]].
Prenons d’abord b; = b; + ||b|| > 0, alors par la question (1),
u; + ||bl|¢; >0 Vi=1,...,N.
Si maintenant on prend b; = b; — ||b|| < 0, alors
u; — ||bll¢; <0 Vi=1,...,N.

On a donc —|[b||@; < ||b]| ;.

P 1 . 1
On en déduit que [[ulloo < [IBl] [|¢]lc s or [[¢lloc = . D 0l [lullos < 2B}
On peut alors écrire que pour tout b € RY,
_ 1 | A=1tb)| 1 _ 1
A71||o < =||b||, donc T2 < = don |47 < =.

1 1

1
On montre que ||[A7!|| = g en prenant le vecteur b défini par b(x;) = 1,Vi = 1,..., N. On aen effet A~1b = ¢,
et comme N est impair, 3i € {1,..., N} tel que z; = 3 :0r [[¢]loc = ¢(3) = §.

4. Par définition, on a || A[| = sup, -1 [|Az[], et donc [|Al| = max;=1 N >_,_; y |ai;|, d’ol le résultat.

lloo

ccond(A) = [|A[[[|[A7H] =

5. Gréce aux questions 3 et 4, on a, par définition du conditionnement pour la norme ||-
1
2h% "

Comme Ad, = dp,0on a:

- il 1y gy LAl
I8ull < 1A 100l o < 1A 16l :
2] 2]
d’ou le résultat.
Pour obtenir ’égalité, il suffit de prendre b = Au ot u est tel que ||u|| = 1 et ||Aul| = || A, et § tel que ||0p]] = 1
et ||[A=15,]| = ||A~Y||. On obtient alors
16ufl _ 1 lloull -1
Tl = e P — .
ol 1ALl

D’ou I’égalité.
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Partie 2 Conditionnement efficace

1. Soient (™) et f(") les fonctions constantes par morceaux définies par

oy = e =disizeln =g, mitgli=1. N,
Osiz e (0,2 ouxell -4, 1].
£ (z) :{ fh) =b;six €]z _%’ m2+}2b[’

f(ih) =0siz € [0, 2] ouz €)1 — 2,1].

et

Comme f € C([0,1],IR) et p € C?([0,1],IR), la fonction f, (resp. ¢p,) converge uniformément vers f (resp. ¢)
lorsque h — 0. On a donc

hz bip; = / f h) x)dx — / f(x)e(x)dx lorsque h — 0.
Comme b; > 0et f; >0Vi=1,..., N, on aévidemment
SN—ZbZ<p2>OetSN—>/ f(z)p(x)dx = B > 0lorsque h — 0.
=1
Donc il existe Ny € IN tel que si N > Ny, Sy > g etdonc Sy > a = min(Sp, S1 ... SNys g) > 0.
N
2.0na Nllu|| = Nsup;_; x |ui| > Zi\;l u;. D’autre part, Ap = (1...1)! donc u - Ap = Zuz soru- Ap =
i=1
al o
Aty - = Au - @ car A est symétrique. Donc u - Ap = Z bip; > % d’apres la question 1. Comme §,, = A~ 14,
i=1
1hN
on adonc ||5,] < |A7| ||6]| ; et comme N|u|| > %, on obtient : |: < g—H bl fl|)||(|>° Or hN = leton
U !
a donc bien :
[9ull o [[flloo [19]]
Jul = 8a ol
3. Le conditionnement cond(A) calculé dans la partie 1 est d’ordre 1/h?, et donc tend vers I’infini lorsque le pas

|

Tl est inférieure

du maillage tend vers 0, alors qu’on vient de montrer dans la partie 2 que la variation relative

a une constante multipliée par la variation relative de HH(SbeH . Cette derniere information est nettement plus utile et

réjouissante pour la résolution effective du systeme linéaire.

lexo—disdexo-disc

Exercice 9 page B8 (Erreur de consistance)

1. Si f estcons ante Ca%grss T resg constante, et donc les dérivées d’ordre supérieur de u sont nulles. Donc par
I’estimation ( page ;8 sur I'erreur de consistance, ona R; = 0 pour tout¢ =1,..., N.
Si on appelle U le vecteur de composantes u; et U le vecteur de RY de composantes u(x;), on peut re-

marquer facilement que U — U = AR, ol R est le vecteur de composantes R;. On a donc U — U = 0,
c.q.f.d.

2. Tlest facile de voir que f n’est pas forcément constante, en prenant f () = sin 27z, et h = 1/2, onn’a donc
qu’une seule inconnue u; qui vérifie u; = 0, et on a également u(1/2) = sinm = 0.
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Exercice TT page 39 (Non consistance des volumes finis)

cor—-fvfld

Par développement de Taylor, pouri = 1,..., N, il existe & € [x;, z;41] tel que :

1 1
w(wip1) = u(z;) + hHlu (x;) + hH_l ") + gh?+%u///(€i)’

et donc
1 hips +hiy
R, = _E,#UN(%) +u"(z;) +pi, i=1,...,N, (2.7.105)
7

ol |p;| < Ch, C ne dépendant que de la dérivée troisieme de w. Il est facile de voir que, en général, R;, ne tend
pas vers 0 lorsque h tend vers O (sauf dans des cas particuliers). En effet, prenons par exemple f = 1, h; = h pour
i pair, h; = h/2 pour i impair, and x; = (2,412 + T;-1/2)/2, pouri = 1,..., N. On a dans ce cas " = —1,
u”" =0, et donc :

1 1
R, = 1 si 4 est pair, et R; = —4—5 si ¢ est impair.
On en conclut que sup{|R;|,i =1,...,N} /~ 0ash — 0.

lexo-vfordexd@-vfordre2
Exercice T3 page 39

>r-vfordre2

1. Par développement de Taylor-Young, pour¢ =1,..., N :

w(risr) = w(@y 1) + (@ip1 = 2y )0 (@41) + 3 (@i — 201)2 0" (2540) + 5 (@1 — 24 1) (@i — 241),

u(w;) = U(xi+%) + (@i — xi+%)ul($i+%) + %(xz - xi+%)2uu(%‘+§) + %(xz - xi+%)25(xi - xi+%)7
avec e(z) — 0 lorsque x — 0. Par soustraction, on en déduit que :
— / 1 ) " ~
w@irr) = w(2i) = (i1 = @)U (@ipg) + 5 (@1 = 20) (@i + @5 = 22 )0 (Tig ) + Pig g
- 1 2 2
Piry = 5((@irs — 2 1) e(@iny —ipy) = (@0 = 244 1)%e(@i — 244 4).

u(zit1) — u(w;)

Donc, en posant F, , = — , on obtient apres simplifications :

i+ hits
* ! 1 "
FH% =u (CUH%) ) [$i+1 +xi — 2xi+%} u (%‘Jré) +pivL
avec |p; 11 < Ch?, o0 h = iiﬁ?‘f h; et C ne dépend que de u""
2. Dans le cas ot u € C3([0,1]) Tipy = L1124 on a done ’F:;% +u’(xi+% 1, et donc le flux est

consistant d’ordre 2. )
Dans le cas général, on peut seulement majorer 3 (Ii+1 +x; — 2w, 1 ) par h, on a donc un flux consistant d’ordre
1.
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2.7. CORRIGES DES EXERCICES. CHAPITRE 2. DF ET VE, EDP ELLIPTIQUES
Exercice 14 page 39

r-neum-vidf

1. On se donne une discrétisation (x;);=1,... ny de I'intervalle [0, 1], de pas constant et égal & h. On écrit I’équation

en chaque point x;, et on remplace —u”(x;) par le quotient différentiel habituel. En appelant wuy,...,uy les
inconnues localisées aux points x1, ..., Zx, et ug, un+1 les inconnues auxiliaires localisées en x = O etz = 1,
on obtient les équations discrétes associées aux inconnues ¢ = 1,..., V.

1

ﬁ@ui = Uim1 = Uit1) + iu = fi,
avec ¢; = c(xz;) et f; = f(x;). Il reste & déterminer ug et un 1. Ceci se fait en approchant la dérivée v’ (0)( resp.u’(1))

par - (u(er) — u(0)) (resp.;m(l) - u(xm).

h
Comme «'(0) = 0 et w'(1) = 0, on obtient donc que ug = uy et uny4+1 = uy. Le schéma différences finies s’écrit
donc : )
ﬁ(ul —uz) +crup = fi
1

ﬁ(Qui_ui—l_ui-‘rl)_'_ciui:fia i:27"'7N_15

1
h?
2. On se donne un maillage volumes finis, et on intégre 1’équation sur chaque maille, ce qui donne le schéma

(un —un—1) +enun = fn.

Fi+% _szé :hlfhz: 17"'7N7
ou I, 1 est le flux numérique a I'interface x, 1. Pouri=1,..., N — 1, ce flux numérique est donné par
Uit1 — Ug
By =7

. lexo-dfvflefoudfvildfou
Exercice T5 page 40

r-dfvfldfou lexo—neumzvfdéum-vidf

1. La discrétisation par différences finies donne comme i-¢me équation (voir par exemple exercice T4 page 39 :

1 .

ﬁ(2u7 — Uj—1 — ui+1) —+ C,iu; = fi7 1 = 1, e ,N.

Il reste donc a déterminer les inconnues ug et un 4 a I’aide de la discrétisation des conditions aux limites, qu’on
approche par :

Uy — Ug ~
— + a(ug —u) =0,
UN4+1 — UN ~
— +a(uyyr —u)=0
ol ug et uy 41 sont les valeurs approchées en xg et 41, on a donc par élimination :
L (o= 22) e = o 2)
u=——~|au——) etuyy1 = —— (au+ — ).
oa— 7 h * a+ 3 h
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2.7. CORRIGES DES EXERCICES CHAPITRE 2. DF ET VF, EDP ELLIPTIQUES

Ce qui termine la définition du schéma.
2. Par volumes finis, la discrétisation de I’équation s’écrit

F

1 —F oy =hifii=1,... N,

1
T3

et les seuls flux “nouveaux” sont encore F' /5 et Fiy 41 qu’on obtient a partir de la discrétisation des conditions
aux limites. Ceci peut se faire de plusieurs manieres.
On peut, par exemple, discrétiser la condition aux limites en O par :

~ U1 — Ug
Fi5 + a(ug —u) =0, avec F /5 = 1T
2
i) x 2 ~ iy +2 o
On a ddans ce cas : —a(up — ) X ?1 = —uj + ug, d’ot on déduit que ug = auhlii;l, et qui conduit a
Qg

I’expression suivante pour F 5 :
= — (2(u; — ) — ahya).

Le calcul est semblable pour Fiy 1,2

lexo-vfld |exo-vfld

Exercice 17 page 40

1. On integre (b%Sl) sur une maille [x;_1 /2, ;11 /2] et on obtient :

Tity1/2

—U/($i+1/2) + ul(xi,l/g) + a[u(le/Q) — ’U/((Eifl/g)] + b/ ’U,(,T)d.%‘ = bh,zfl (27106)

Ti1/2
Pour justifier le schéma numérique proposé on remarque que :
u(wiy1) = U($i+1/2) + (w1 — $i+1/2)ul($i+1/2) + %(%’H - %‘+1/2)2U”(5i), avec §; € [$i+1/2,$i+1]7
et de méme
u(w;) = w(Tigp/2) + (T — i1 2)0 (Tig1)2) + %(xi — Ziq1y2) 0 (i), avec i € [zi_1/2, T4,
dont on déduit :

5 (6) — W ().

De plus en utilisant le fait que x; est le milieu de [z;_; /2> Tit1 /2] on a (voir démonstration plus loin)

u(zit1) — u(zi) = hip1you/ (Tig1/2) +

Tit1/2 1
/ udz = u(wi)hi + gyu” ()b (2.7.107)

i—1/2

D’ou le schéma numéri Ue, e
Démontrons la formule (b 7.107). Pour cela il suffit (par changement de variable) de démontrer que si u € C?(IR),
alors pour tout « > 0, ona:

—Q
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2.7. CORRIGES DES EXERCICES CHAPITRE 2. DF ET VF, EDP ELLIPTIQUES

Pour cela, on utilise une formule de type Taylor avec reste intégral, qu on obtient en remarquant que si on pose

o(t) = u(tx), alors ' (t) = zu(tz), et " (t) = x%u”(tx). Or p(1) — fo ¢’ (t)dt, et par inégration par

parties, on obtient donc :

o) =0+ )+ [ ¢ (001~ s
On en déduit alors que )
u(z) = u(0) + zu'(0) + /0 o (tx) (1 — t)dt.

En intégrant entre —« et o, on obtient alors :
«@ 1
/ w(z)dz = 2au(0) + A, avec A = / 22 (tz)(1 — t)dt d.
—« 0

Comme la fonction " est continue elle est minorée et majorée sur [—c, . Soient donc m = minj_, o) u” et
M = minj_g ) u". Ces deux valeurs sont atteintes par u”" puisqu’elle est continue. On a donc v”([~a, o) =
[m, M]. De plus, la fonction (z,t) — x2(1 — t) est positive ou nulle sur [, a] x [0, 1]. On peut donc minorer et
majorer A de la maniére suivante

1 1
m/ mQ(l—t)dtdeAgM/ z2(1 — t)dt da.
0 0

Or fo (1— t)dt dz = $03. On en déduit que $a®m < A < 1a®M, et donc que A = oy, avec y € [m, M];
mais comme v’ est continue, elle pren% outes les valeurs entre m et M, il existe donc 5 € [—a,q] tel que
~v = u”(f3), ce qui termine la preuve de ( 08).

2 (a). On multiplie (b.g.83) par u; et on somme pour ¢ = 1,..., N. On obtient apres changement d’indice que

i=N

(’U,' _ U‘)Q a i=N i=N
i=0 i+1/2 i=0 i=0

Ce qui donne u; = 0 pour tout ¢ = 1...NN, d’ou en mettant le schéma sous la forme matricielle AU = B on
déduit que I’application linéai re rdglpresentee par la matrice A est injective donc bijective (grace au fait qu’on est en
dimension finie) et donc que ( .83) admet une unique solution.

3 (a). Evident.

(b). Onpose R = AU — B.Onadonc R; = RZ(»l) + RZ(»Q), avec

1 U1 — Uy U; — Uj—1
R(l) = —— 771-"_ L . — = = W i
i 3 Ty u'(Zig1/2) I u'(zi—1/2) ||

2 a . _ _
RE )= ﬁ[(ui —u(@it1/2)) = (Gim1 — w(Tig12))]-
De plus on remarque que
I W 1 1 (87173
U; = h— udx = U(Cﬁ'z‘+1/2) §’LL (Z’Z+1/2>h +6U (xz+1/2)h —ﬂu (dz)hz avec dl (S [$i71/27$i+1/2}7
i Ti—1/2

— 1 ese 1 1 1 " 2 1 (3) 3
Ujt1 = 77— udx = U($i+1/2)+*u ($i+1/2)hi+1+*u ($i+1/2)hi+1—fu (6i)h7;+1 avec (Sz S [!L‘i+1/2,$i+3/2].

hivt Joy, s 2 6 24
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2.7. CORRIGES DES EXERCICES CHAPITRE 2. DFET VF, EDP ELLIPTIQUES
Ce qui implique que :

U1 — Uy 1 : :
e A U (zig12) + U (@igay2) (hipr — hi) + 24 hi1)n

3 {u(?’) (5i)hf+1 +u® (dl)h?

hiti/2

et donc

L tipr —uw
— S T, — S, + K,
h; |: h¢+1/2 " (le/z)} M

avec

1

N COTPAY Gla)h3| | < Ch
hihit1)2 [u (03 hicys )lh—c’

1 h; 1
|S;| = |§U“($z‘+1/2) <f::1 — 1) + ﬂ‘ < Chet|K;| =]

ou C' ne dépend que de u. De plus si on pose : L; = hi(ﬂl — u(Zi41/2), par développement de Taylor, il existe

C ne dépendant que de u telle que |L;| < Ch. Finalement on conclut que \Rgl)\ =| =8+ S| < Cret
IR?| = | = K + K;_1 +a(Li — Li_1)| < Csh.
4. Reprendre les résultats précédents. . . Pour |R; ;1 /2| < Chreprendre caleul du 3 [R; 11 /5] =, |hi(i%— Ki+Li)|.
5 (a). On pose e; = u; — u,. Cette définition implique que e; est solution du systeme (Z.5. O)—(b?i92). (b). Un
calcul similaire a celui de la question 2. donne que

N i=N (e B )2 a i=N i=N
1 — €
bzhiei + Z AAR RS2 + = (€z‘+1 - €i)2 = Z Ri+1/2(ei+l - ei)
1 SN ARV 2 i=0

D’ou en utilisant le fait que
ah < h; < Bh et I’inégalité de Cauchy-Schwarz on déduit que

1 =N i=N 12 jien 1/2
% (ei41 — ei)2 < (Z (ej41 — 61:)2> (Z Rf+1/2>
. i=0

i=0

=N
. cons . . 1 P
et en utilisant (2.5:89), et le fait que E h; = 1 entraine N < —, on déduit :

pard ah
i=N
(eix1 —e:)” < Cl§h3-
=0
j=i—1
En remarquant que e; = Z (ej+1 —ej)onapourtout 0 < i < N que
j=0
Jj=i 1/2 8 1/2
el < | D (e —e)” | i< (Clhs) N
[0
§=0

et donc |e;| < —Vglﬁh, pourtout 0 < i < N.
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2.7. CORRIGES, DES EXERCICES CHAPITRE 2. DF ET VE, EDP ELLIPTIQUES
Exercice 19 page 43

cor-df2d

On note (x,y) les coordonnées d’un point de IR 2.

o . . eq.df2f L . _
1. En multipliant la premiere équation de (2.%.98} par ¢ et en intégrant par parties, on trouve, pour tout ¢ € C'1(£2)
t.q. ¢ = 0 sur 90 :

u(z,y) :
AVU(x7y)-V¢(w7y) dwdy+/§2k7w(w7y) dw:/@f(%y)w(m,y) dady. (2.7.109)

On suppose maintenant que f < 0 sur 2. On se donne une fonction ¢ € C*(IR,IR) t.q. :

P(s)

=0, sis<0,
P(s) >0, sis>0.

14phi
(On peut choisir, par exemple, ¥(s) = s pour s > 0 et)(s) = 0 pour s < 0) et on prend dans (E. 7.109) = Ypou.
On obtient ainsi :

/Qz//(U(Jw))IVU(m,y)|2 da:dy+/ﬂk%(x,y)w(umy))dx=/Qf(w7y)1/}(u(af,y))dxdySO- (2.7.110)

u(m,y). Comme u = 0 sur

En notant G la primitive de ¢ s’annulant en 0, on a : gG(u(:c, y)) = Y(u(z, y))a—
x x

0%, on obtient donc :

ou 0
| kg tute.) dody = [ k5 Glute) dedy = | KGlute.pins dr(e.s) =0,

ou n, désigne la premiére composante du vecteur normal n a 92 exté ljg,lélr a 4Qh§t dry(z,y) le symbole d’intégration
par rapport a la mesure de Lebesgue unidimensionnelle sur 0S2. De (& 71 I()f on déduit alors :

| ) [Vt ) dady <o,
et donc, comme ¢’ > 0 et que la fonction (z,y) — 9’ (u(z, y))|Vu(z,y)|* est continue :

Qﬁ/(u(z,y))‘Vu(x,y)‘z = O,V(l‘,y) €Q

Ceci donne aussi B
Vip(u(z,y)) =0,V(z,y) € Q.

La fonction 1) o u est donc constante sur Q, comme elle est nulle sur 99, elle est nulle sur Q, ce qui donne

u < 0surQ

2. On s’intéresse ici a la consistance au sens des différences finies. On pose donc
;. ; = u(ih, jh) pouri,j € {0,..., N + 1}2.
On a bien @; ; = 0 pour (i, j) € ~, et pour (i,j) € {1,..., N}?, on pose :

Rij = aotyj — a1ti—1,j — GolUjy1,5 — G3U; j—1 — G4l j+1 — fij-
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2.7. CORRIGES DES EXERCICES CHAPITRE 2. DFET VF, EDP ELLIPTIQUES
On rappelle que u est solution de (2.5.84), R; est donc I’erreur de consistance. Dans le cas du schéma [I] on a :

2ij = Uiy = Wiy | 2Wij = Wijin — Wijor | Wity — U1y fi
ij -

g = n2 h? 2h

Comme u € C*(Q), il existe &;; €]0, 1[ et n;; €]0, 1] t.q.

ou 2 524 3 93 4 94y,
Uit1; = Ui j + h%(zh,]h) + ?%(zh,]h) + F%(m’]h) + ﬂ%(zh +&ijh, jh)
_ _ ou . . . h?20%u . . hBPu . hto*u .
On obtient des formules analogues pour ; ;41 €t 4; j_1, et on en déduit
h? h? h?
|Ri ;| < E”Urzmnoo + E”“yyyy”m + kg”’umx”m

ol ||tzzzz| oo désigne la norme uniforme sur Q de la dérivée h? de u par rapport a z (notations analogues pour
1ty yyylloo €t ||zaz||oo). On obtient finalement

|R;j| < C1h?,

ot C; ne dépend que de u et k. Comme pour h petit, on a h? < h, on en déduit que schéma [I] est donc d’ordre 2.
Pour le schéma [II], on a :

_ 2y = Uirj — Uim1yy | 2Uij — i1 — Uit Uig — Uio

iy = 2 - 2 L S
D’ou I’on déduit
h? h? kh
|R1’j| < E”ummnoo + E”uyyyy”oo + 7“Um||om
et donc
|Rij| < Cah

out (5 ne dépend que de u et k. Le schéma [II] est donc d’ordre 1.

3. Dans le cas du schéma [II], la famille des w;;, 4,5 € {0,..., N + 1}2 vérifie :

1 1 k 1 1 .
72 (Wij = wi+17j)+<h2 + h> (Wi = wi-1,j)+ 75 (Wi = Wigs1)+75 (Wi —wij-1) <O,Vi,j € {1,..., N}
On pose M = max{w; j, (i,7) € {0,..., N + 1}?} et m = max{w; j, (i,j) € v}. Noter que v = {0,..., N +
132\ {1,..., N}2. On abien stir m < M et il reste donc & montrer que M < m. Soit A = {(i,j) € {0,..., N +
1}2,w; j = M} etsoit (i,7) € A tel que i = max{i, (i,7) € A} et j = max{i, (i, j) € A}. On distingue deux
cas :

1. Siie {0,N+1}ouj€{0,...,N +1}, onaalors (i,j) € yetdonc M = w; ; < m.

] —

2. Sinon,onai ¢ {0, N +1}etj & {0, N + 1}, etdonc (3,5) € {1,..., N}2 On en déduit que :

1 - - - 1 k o - -
g (s = vy 3) = (a4 ) (o —wio1 )+
1 1

(w5 w5 o1) Ty (v —wij 1) <O
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2.7. CORRIGES DES EXERCICES CHAPITRE 2. DF ET VF, EDP ELLIPTIQUES

ce qui est impossible car w; ; = M et donc
vij i1zt
Vig T vig 1=
Uﬁia; "UJE_ ]-7] = 0’
Yij T i1

noter que la derniére inégalité est bien stricte car (i + 1,5) & A (c’est I'intérét du choix de 7). On a donc

bien montré que M < m.

Dans le cas du schéma [II], sionai & {O,N + 1} et j ¢ {0,N + 1}, et donc (3,5) € {1,...,N}? le méme

raisonnement que celui du schéma 1 donne :

(%~ %) (“z'j“z'+1,jl)+<l+’%>( i z—1.7)

7,
1 o 7 _
taz (“z’j ui7j+1>+h2 (“z'j U, j )

- 1 k
On ne peut conclure a une contradiction que si 2" on > 0. Le schéma [II] vérifie

wij < (mgv(wk,e) Vi,je{l,...,N}?

lorsque h vérifie la condition (dite Condition de stabilité) :

h<

El N

4. La fonction ¢ vérifie

(b:v:O
¢y:ya d)yy:l,

et donc —A¢ + kg—i = —1. On pose maintenant ¢; ; = ¢(th, jh) pouri,j € {a,...,
Gyyyy = 0, les calculs de la

vérifie pas la condition ¢; ; = 0si (i,7) € ) Comme ¢py = Pupy = Ppawe =
question 2 montrent que pour les schémas [I] et [II],

apQij — 01Pi—1,; — Q2Pit1,; — A3Ps -1 — Q4P j41 = —1

pouri,j € {1,...,N}%

(2.7.111)

N + 1}2 (Noter que ¢ ne

En posant w; j = u; ; + C¢; ; pour (1,5) € {0,..., N + 1}? (et U solution de (£:5.99)) on a donc

aowm — alwi_Lj — a2wi+1,j — agwm_l — a4w1v,j+1 = fij — C Vz,] c {1, e 7N}

On prend C' = || f|. de sorte que f; ; — C' < 0 pour tout (, j) pour le schéma [II] et pour le schéma [I] avec

h < 2/k, la question 3 donne alors pour (i,5) € {1,..., N},

Q

w;; < max{wye, (k) € v} < >

1
caru; ; = 0si(i,j) € yet —mgxqﬁ =3 On en déduit pour (i,5) € {1,...,N}2,

c
wiy < 5 = 5 1flle
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2.7. CORRIGES DES EXERCICES CHAPITRE 2. DFET VE EDP ELLIPTIQUES
Pour montrer que —w;; < 1|0, on prend maintenant w;; = C'¢;; — u; ; pour (i,5) € {0,..., N + 1}?, avec
C = ||f|loo- On a donc

aowi,j — alwi,l,j — a2wi+1,j — a3w17j71 — a4wi_j+1 = —C — fi,j S 07VZ,‘7 c {17 e ,N}

Ici encore, pour le schéma [II] ou le schéma [I] avec la condition h < %, la question 3 donne

C
w;j < max{wye, (k) € v} = 3

C 00 . .
donc u;; > -5 = 7% pour tout(i, j) € {1,..., N}Q. Pour le schéma [II] ou le schéma [I] avec la condition

2
h < %,onadonc:
1
[Ulloe < 511 flloo- (2.7.112)

coucou
Le systeme (m peut étre vu comme un systéme linéaire de N2 équation, 3 N2 inco ues e(g}li sont les u; ;
pour (i,7) € {1,...,N}?).Sile second membre de ce systéme linéaire est nul, l’inégalitélzgfmlj(l) prouve que
la solution est nulle. Le systeme (2.5.99) admet donc, pour tout f, au plus une solution. Ceci est suffisant pour
affirmer qu’il admet, pour tout f, une et une seule solution.

5. pour (i,5) € {0,..., N + 1}? on pose
eij = u(2h7]h) — um-.
On a donc, pour les schémas [I] et [II], avec les notations de la question 2 :

. g 2
Ap€ij — A1€4—1,5 — A2€441,5 — A3€4 51 — A4€; j41 = Rij, VZ,] S {1, ceey N} .

2
avec les questions 2 et 4, on a donc, pour le schéma [I], si h < % :

1
max{lesl, (i) € {1,..., N}*} < SCib?,
ou C; et C5y ne dépendent que de u et k (et sont données a la question 2). Les 2 schémas sont convergents. Le
schéma [I] converge en “h?” et le schéma [II] en “h”.

6. Le schéma [1] converge plus vite mais a une condition de stabilité £ < % Le schéma [II] est inconditionnelle-
ment stable.

lexo-calcydsefcalculsvf

Exercice 21 page @5
sec.implvifsec.implvf R R .
1. On a vu au paragraphe b.ZI.Z page 59 que st o est une aréte du volume de contrdle K, alors le flux numérique

Fyg » s’écrit :
Fito = =52 m(0) [ £ksigna

dK,U

On cherche & éliminer les inconnues auxiliaires u,. Pour cela, si o est une aréte interne, 0 = K|L, on écrit la
conservativité du flux numérique :
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Ce qui entraine, si o n’est pas une aréte de I’interface I, que :

e TR (o) = e Uy

dK,G‘

On en déduit que

1 1 UK ur,
U + = + )
7 (dK,o dL,a) dK,U dL,a'

" _diodre [ Uk 2
7 do dK,U dL,a .

soit encore que

fksi
Remplacons alors dans (b. 755% On obtient :
I . dre ( ur D2 UK
Koo = da dK,O’ dL,o' dK,U

——ﬁ dL—Gu +up —u —dL’Uu
B dU dK,O' K o K dK,a K

FKsi
On obtient donc finalement bien la formule (b.ZIS.Gl %mi.a

2. Considérons maintenant le cas d’une aréte ¢ C I';y U I's, ot ’on a une condition de Fourier, qu’on a discrétisée
par:

Uy — UK

Fro = —m(U))\iT =m(o)a(te — Uegt)-
K,o
On a donc
1 )\iuK
Us = N\ + QUegt
o+ a * dK,G‘
K,o
On remplace cette expression dans 1’égalité précédente. Il vient :
m(o)a by s
FK,G’ = (ZUK + QUegt — QUegt — 7luezt )
o+ dch dK,U dK7g‘

. < . . . Ffourier
Ce qui, apres simplifications, donne exactement (5.4.63 ).
3. Considérons maintenant une aréte ¢ = K |L appartenant a I’interface I. La discrétisation de la condition de saut
de flux sur /. S’écrit :

Fico + Fry = / 0(x)dr(x) = m(0)0,

Supposons que K (resp. L) soit situé dans le milieu de conductivité (resp. A2). En remplagant F , et Ff, , par
leurs expressions, on obtient :

On en déduit que
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En remplacant u,, dans I’expression de Fx , on obtient :

FKJ _ 721(0)>\1 - 1 - (/\1’LLK 4 )\QUL _ 00 B )\17.LK _ )\2UK> )
K,o di.o + dr o dK,o dL,o' dK,o dL,o’
En simplifiant, on obtient :
A
Fre = m(o)\ (Aour — Aur —dr »0,),

AMdr e + Aodi o
. Fsaut . .
ce qui est exactement (2.4.65). On obtient alors I’expression de F7,  :
FL,a‘ = m(o')eo- - FK,oa
ce qui donne, apres simplifications :

Aom(o)

Fp,=—22M9)
L AMdre + Adk 6

[/\1 (UL — uK) + dK,UQU] .

On vérifie bien que F, + Fr o, = m(0)0,.
4. Le systéme linéaire que satisfont les inconnues (ux ) geaq s écrit

AU =b

ave U = (ux ) ke7. Pour construire les matrices A et b, il faut se donner une numérotation des m ylle§. d(grrnl uppase .
qu’'on a n X 2p mailles ; on considére un maillage uniforme du type de celui décrit sur la figure ES( page %U eton
note h, = % (resp. hy = %) la longueur de la maille dans la direction x (resp. y). Comme le maillage est cartésien,
il est facile de numéroter les mailles dans I’ordre “lexicographique” ; c’est-a-dire que la k-ieme maille a comme
1 1

centre le point z; ; = ((i — 5)he, (j — 5)hy), avec k = n(j — 1) + 4. On peut donc déterminer le numéro de la

maille (et de I’inconnue associée) k a partir de la numérotation cartésienne (4, j) de la maille.
k=n(j—1)+1

Remarquons que, comme on a choisi un maillage uniforme, on a pour tout K € 7 : m(K) = h,h,, pour toute
aréte intérieure verticale o : d, = hym(o) = h,, et pour toute aréte intérieure horizontale, d, = hy et m(c) = h,.
Pour chaque numéro de maille, nous allons maintenant construire 1’équation correspondante.

Mailles internes ¢ = 2,...,n—1;j=2,....,p—1L,p+1,....2p— 1.

L’équation associée a une maille interne K s’écrit

Z Frg o =m(K)fxk.

cEEK

FKsigma
Avec I’expression de Fk , donnée par (b.zl.fﬁi, ceci amene 2 :

eg.maille interne

2)\m (I};LT + Zy> Up — )\nl%(uk—n + uk+n) - Am%(uk-&-l + uk’—l) = hxhyf]m
Y Ed Y z
avecm=1sij<p—letm=2sij>p+ 1.
Mailles du bord I's Les mailles du bord I'5 sont repérées par les indices (n,j),j =2ap—1,j=p+1a2p—1,
(on exclut pour I’instant les coins).
L’équation des flux est la méme que pour les mailles internes, mais le flux sur la frontiere I'y est nul. Ceci donne :
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h h h h
Am (2}:; + hi) Ug — Ami(uk—n + uk—l—n) - Amiuk—l = h:chyfka
aveck=n(j—1)+n,j=2ap—1,j=p+1la2p—letm=1sij<p—1,m=2sij>p+1.

Mailles de bord 'y Les mailles du bord I'y sont repérées par les indices (1,7),j =2ap—1,j=p+1a2p—1.
Pour ces mailles, il faut tenir compte du fait que sur une aréte de I'y, le flux Fx , est donné par :

Fro = _)\mwm(g)
dK,U

avec g, = ﬁ /g(y)dv(y)-

D’ou on tire I’équation relative d lamaille k =n(j — 1)+ 1,5 =2,...,p—1,p+1,...,2p—1 :

h h h h h
A (222 1320 ) = 2 2 ) = Ay = hohy fo 4+ 222 A,
( h + hx) uy, h (Uk—n + Uk4n) , U yfr + B, 9

avec gj =go; etm=1sij<p—-1,m=2sij>p+1.

Mailles du bord I'y UT'3 Pour j = 1,00 j = 2p,i = 2...n — 1. On tient compte ici de la condition de Fourier sur
la maille qui appartient au bord, pour laquelle 1’expression du flux est :

arpm(o)

Fro=——"—""(ug — Uegt)-

K,o )\m + adea( K emt)
R . am(o) N
Pour une aréte o horizontale, on note : Cr , = —————. Notons que C'r, est égal a

' )\m + adK,rr ’
2ah
Cp=—">"2_.
2Am + ahy

Notons que ce coefficient ne dépend pas de o.
Les équations s’écrivent donc :

A (2% + Zf + CF) Ug — )\l%;uk-&-n - /M%(ukﬂ +up—1) = hahy fi + M Crucat,
k=2,...,n—1,

A2 (% + g CF) U = A2 U — Ao (kg1 + uk—1) = hahy fi + AaCriteat,
kE=2n(p—1)+2,...,2np — 1,

Mailles des coins extérieurs : Il suffit de synthétiser les calculs déja faits :
e coin sud-est: ¢ = 1,5 = 1,k = 1; un bord Dirichlet, un bord Fourier :

3h hy h hy 2h
A L+ 2+ Cp ) ur — M 2ug — M= tpg1 = hahy fi + M Crteas + =2\ g1
he |y ho hy ha

e coin sud-ouest : ¢ = 1n, 5 = 1,k = n; un bord Fourier, un bord Neumann :

h P h hy
A1 (hz + hiy + CF) U — A hizunfl -\ hfyum = hghy fr + M CFrleg
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e coin nord-ouest : ¢ = 2n, j = 2p, k = 2np.
On a encore un bord Fourier, un bord Neumann, et I’équation s’écrit :

h hy h hy
>\2 <y + — + CF) U2np — )\2h7yu2np71 )\2 u2n(p 1) — =h hyf2np + )\ZCFue:nt
T

he  hy hy
ecoinnord-est:i =1, =2p k =n(2p— 1)+ 1 un bord Dirichlet, un bord Fourier :

3hy  hy hy 2h
A2 <h too CF> U — /\2h U1 — )\2 “(up—n = hahy fr + XoCrticer, + Tykzgk-
z Y e y T
Interface L’expression du flux sur une aréte de I’interface est donnée par (b74765). On pose, pour chaque aréte o de
I’interface,
m(o)
Mdpe + Aodi o

Notons que dans le cas du maillage uniforme considéré, ce coefficient est égal a :

SI,o =

2h,
S| = ——————,
! (>‘1 + >‘2)hy
et qu’il est indépendant de 1’aréte 0. Tenant compte de ce flux, on obtient, pour k = n(p—1)+¢,i=2,...,N—1

2hy  hy h h hy h,
A1 (hm + E + /\251> up — A1 iuk-i-l - Aliuk_l - A1Euk—n — M S1Ug4n = hahy fr + >\1517‘I9¢,

0; = / O(z)dvy(x)
1

avec

Et de méme, pour k =np+i,i=2,...,N —

2hy g hy hy h,

A1 <h + hf + )\15[) U — /\2 uk+1 )\2 Uk 1 — )\2 Uk+n) — XSrup_,, = hxhyfk + )\QS[?‘/@;.
x Yy y

Il ne reste plus qu’a traiter les coins des interfaces.

ei=14j=p k=n(p— 1)+ 1. Dirichlet sous I’interface

3h hy h h h 2h
A1 Y + — 4+ Xasy | up — M1 4 Uk41 — )\1758 Ukt — /\1$1uk+n = hxhyfk + /\15]731 0; + =y Algj
hy hy hy hy 2 hy

e;=1j=p+1 k=np+1,Dirichlet, dessus de I’interface

2h
— g,

3h hy h hy h
A2 ( Y+ =+ )\181) up — )\zhfyuzcﬂ A2 Uktn — A281Uk—n = hahy fr + X2 ST y9 + A

he | hy h

ei=mn,j =p,k=n(p—1)+ n. Neumann, sous I’interface.

hy | ha h ha h
M (hi + By + )\251) ug — A1 h*i“k—l -\ Fyuk—n = M81Uktn = hahy fre + /\1513‘1}91‘

ei=mn,j=p+ 1,k =np+ n, Neuman, dessus de I’interface

h h hy hy h
o [Py Moy oy B ) -2 I —n = hgh Ao S1-20;.
2 (hx + Iy + 181) Uk 2hxuk¢ 1 2hyuk+ 251Uk yfk + A2ST 2

On a ainsi obtenu 2np équations a 2np inconnues. Notons que chaque équation fait intervenir au plus 5 inconnues.
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2.7. CORRIGES DES EXERCICES
Exercice 20 page 44

CHAPITRE 2. DF ET VF, EDP ELLIPTIQUES

1el

1. Le probleme complet s’écrit :

—div(p;Ve)(x) =0, =€ i=12
Vo(z) -n(x) =0, x el UTy,
[ o) n@)dre) + [ Vo) n) (@) =0

(ZSQ(I)*QSl(I):O, VIEI,
—(uVé - m)l2(x) — (uVé-)i(z) =0, Vael.

2. On se donne le méme maillage rectangulaire uniforme qu’a I’exercice précédent. On note ¢x I'inconnue as-
sociée a la maille K (ou ¢y si on la référence la maille K par son numéro k = ny( é — 1 lle 1% tzeg él .,n}et
j € {1,...,2p}. Pour une maille intérieure, I’équation obtenue est la méme que (2. en remplacant A, par fi,,.

Etudlons maintenant le cas d’une maille proche de I’interface. Comme indiqué, on va considérer deux inconnues

discretes par aréte de 1’interface. Soient K et L ayant en commun ’aréte o C I, K est située au dessous de L. Les
équations associées a K et L s’écrivent alors

Z FK’UZOCt Z FL’UZO.
o€€K S92

Pour les arétes o € £ autres que 7, le flux s’écrit de maniére habituelle

Frxo= ulgbKd;qu, avec o = K| M.

~ — —¢t N . . N
Pour I'aréte 0 = 7, ona Fx , = 11 ¢Kd7¢"m(a) et Fr , = p2 ‘z’Ld i m(c), ol les deux inconnues discrétes ¢}

et ¢_ sont reliées par les relations :

61~ 05 = (= i [w0r(a)

FKJ—%—FL’UZO.

On peut alors éléminer ¢ et ¢, ; en utilisant par exemple ¢ = 1), + ¢, et en remplagant dans la deuxiéme
équation, on obtient :

- T4y
— (;bo' ¢K + 112 ¢ w ¢L _ 0,
dK,J dL Neg

1 P H2 H2
(bo’_ = B + 2 ( ¢K + ¢L - wa' .

dr.o dr - dK,U dL,o’ dL,a'

ce qui donne :

En remplacant cette expression dans les flux, on obtient :

H1p2

P e — + -
pdp,o + pod o (= 9L+ o)

FK’J = _FL,O' = m(a)

On peut alors écrire ’équation discrete associée a une maille de numéro % située sous 'interface (avec k =
np—1)+1i, i=2,...,n—1).Onpose:
12 _Hr

mdre + podk s de
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(7 est donc la moyenne harmonique pondérée entre (1 et p). Notons que pour une aréte de I, d, = hy, et
m(o) = h,. L’équation associée a la maille k s’écrit donc :

h h wrh h h h h

<2u1y o+ = g — T (g ) — T Uk — T U = — (T Wi
hy hy hy hg hy hy hy

ou 1, est le saut de potentiel a travers I’aréte o; de I’interface considérée ici. De méme, 1’équation associée a une

maille k avec k = np + 4,7 = 2,...,n — 1, située au dessus de I’interface s’écrit :

h ha he h, . hg hy
21+ pn o+ ) uk = s (Uk—1 A Ukg1) — S Uk — I Uk—n = i
hy hy hy hy hy hy hy
La discrétisation des conditions aux limites Ee Neumann sur I’y et I'y est effectuée de la méme maniere que pour
N . . . exo—-—calculsv

le cas du probleme thermique, voir exercice 2T. oot

Il ne reste plus qu’a discrétiser la troisieme équation du probléme (E. 7 ), qui relie les flux sur la frontiere I'; avec
les flux sur la frontiere I'3. En écrivant la méme condition avec les flux discrets, on obtient :

" 2h, "< 2h,
pmy 5 (ui —upi) + pe > 5 (i = u) =0,
i=1 Y i=1 Y

ou : up ; représente I’inconnue discréte sur la ¢-eme aréte de I'y et pp ; 'inconnue discrete sur la i-eéme aréte de
I3, et k(i) = n(p — 1) + i est le numéro de la maille jouxtant la i-¢me aréte de I's.

Remarquons que tel qu’il est posé, le systeme n’est pas inversible : on n’a pas assez d’équations pour éliminer les
inconnues up ; et ug,;,% = 1...N. On peut par exemple pour les obtenir considérer une différence de potentiel
fixée entre I'; et I's, et se donner un potentiel fixé sur I';.
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.exist unie

b .sol.cont

Chapitre 3

Problemes paraboliques : la discrétisation
en temps

intro.parab
On a vu au paragraphe [[.3.2 comme exemple type de probleme parabolique 1’équation de la chaleur instationnaire :
u —Au=f

qui fait intervenir la dérivée en temps d’ordre 1, u,, ainsi qu’un opérateur différentiel d’ordre 2 en espace. Pour
que ce probléme soit bien posé, il faut spécifier des conditions aux limites sur la frontiere de €2, et une condition
initiale en ¢ = 0.

3.1 Le probleme continu, et la discrétisation espace-temps

On considere maintenant le méme probléme en une dimension d’espace. Au temps ¢ = 0, on se donne une con-
dition initiale ug, et on considere des conditions aux limites de type Dirichlet homogene. Le probleme unidimen-
sionnel s’écrit :

U — Uge =0, Yo €10, 1], Vt €]0,T]

u(z,0) = uo(x), Vo €]0,1], (3.1.1)
u(0,t) = u(l,t) =0, Vt €]0,T7,

ol u(z,t) représente la température au point x et au temps ¢, u; désigne la dérivée partielle premiere de u par
rapport a t et uy, la dérivée partielle seconde de u par rapport a . On admettra le théoréme d’existence et unicité
suivant :

Théoréeme 3.1 (Résultat d’existence et unicité) Si uo € _C(]0,1[,R) alors il existe une unique fonction u €
C?(]0,1[x]0,T[,R) N C([0,1] x [0, T],IR) qui vérifie B.1.1).

On a méme u € C*°(]0, 1[x]0, T'[, IR). Ceci est appelé, effet “régularisant” de I’équation de la chaleur.

th.exist unie
TO a(%sggion 3.2 (Principe du maximum) Sous les hypothéses du théoreme E’. I, soif w la solution du probleme
(Eﬂ; );

1. siu®(z) > 0 pour tout x € [0, 1], alors u(x,t) > 0, pour tout t > 0 pour tout z €]0, 1.

2. lull oo jo,11xj0,7p) < Il Lo o,1p)-
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3.2. DISCRETISATION PAR EULER EXPLICITE EN TEMPS. CHAPITRE 3. EDP PARABOLIQUES
Ces dernieres propriétés peuvent étre importantes dans le modele physique ; supposons pas exemple que u représente
une fraction massique. Par définition de la fraction massique, celle-ci est toujours comprise entre O et 1. La propo-
sition précédente nous dit que la quantité u donné par le modele mathématique supposé représenter la fraction
massique d’une espece qui diffuse dans un milieu, par exemple, est aussi comprise entre O et 1, des que la fraction
massique initiale uq est dans Dintervalle [0, 1] ce qui est plutot une bonne nouvelle : le mgg;elloe mathématique
respecte les bornes de la physique. Mais on ne peut pas en général calculer la solution de (3.1.1) de maniere analy-
tique. On a recours a la disrétisation en temps et en espace pour se ramener a un systeme d’équations de dimension
finie. Il est souhaitable pour la validité du calcul que la solution approchée obtenue par la résolution de ce systeéme,
qui est supposée approcher une fraction massique soit aussi comprise a tout instant entre 0 et 1. On dit souvent
d’une méthode de discrétisation (ou d’un schéma de discrétisation) qu’elle (ou il) est “robuste” ou “stable” s’il
préserve les bornes imposées par la physique (0 et 1 dans le cas de la fraction massique évoquée ci-dessus).

Pour calculer une solution approchée, on se donne une discrétisation en temps et en espace, qu’on notera D. On
choisit pour I’instant de discrétiser par différences finies en temps et en espace. La discrétisation consiste donc a se

donner un ensemble de points t,,, n = 1,..., M de I’intervalle ]0, T'[, et un ensemble de points z;, 7 = 1,..., N.
Pour simplifier, on considere un pas constant en temps et en espace. Soit : h = ﬁ = Az le pas de discrétisation
en espace, et k = At = %, le pas de discrétisation en temps. On pose alors ¢, = nk pour n = Dy alj\g et
x; = th pour ¢ = 0,...,N + 1. On cherche a calculer une solution approchée up du probleme (3.1.1); plus
précisement, on cherche & déterminer up(x;,t,) pouri = 1,...,N,etn = 1,..., M. Les inconnues discretes
sontnotéesugn),i: 1,....,Netn=1,...,M.

3.2 Discrétisation par Euler explicite en temps.

5 . . ) N 1 .. . N N . . egparab
L’approximation en temps par la méthode d’Euler’ explicite consiste a écrire la premiere équation de (3.1.1) en
chaque point x; et temps t,,, & approcher la dérivée en temps u;(x;, t,,) par le quotient différentiel :

w(@i, tng1) — (@i, ty)
k b

et la dérivée en espace —u,,(x;, ;) par le quotient différentiel :
1
ﬁ@“(l‘u tn) —u(Ti—1,tn) — u(Tit1,tn))-
Remarque 3.3 On a choisi une discrétisation en espace de type différences finies, mais on aurait aussi bien pu
prendre un schéma de volumes finis ou d’éléments finis.

On obtient le schéma suivant :

(n+1) (n)
u; —u; 1 n n n .
— t +ﬁ(2u§)—u§_)1—ug+)l):0, 1=1,...N, n=1,...,M,

u =ug(z;), i=1,...,N, (3-2.2)
(

u0">=u§$)+1:0, Yn=1,..., M.

11 eonhard Paul Euler, né le 15 avril 1707 & Bi‘L%Ie et mort le 18 septembre 1783 a Saint-Pétersbourg[1], est un mathématicien et physicien
suisse, qui passa la plus grande partie de sa vie en Russie et en Allemagne. Euler fit d’importantes découvertes dans des domaines aussi
variés que le calcul infinitésimal et la théorie des graphes. Il introduisit également une grande partie de la terminologie et de la notation des
mathématiques modernes, en particulier pour 1’analyse mathématique, comme pour la notion d’une fonction mathématique[2]. Il est également
connu pour ses travaux en mécanique, en dynamique des fluides, en optique et en astronomie.
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le schéma est dit explicite, car la formule ci-dessus donne u( "1 de manigre explicite en fonction des (u; (n ))121’,,,, N-
En effetona:

L L

avec \ = %
3.2.1 Consistance du schéma

Soit a§”> = u(x;, t,,) la valeur exacte de la solution en z; et t,, : L’erreur de consistance R; en (z;, t,,) peut s’écrire

comme la somme des erreurs de consistance en temps et en espace : RZ(-n) = Rl(n) + R} avec:

i gD _ g A )

EE
onsis.parab| Proposition 3.4 Le schéma (b.Z) est consistant d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace, c’est a dire qu’il existe

C € R ne dépendant que de u tel que :
|RZ(-n)| < C(k + h?). (3.2.3) |ineg.consi

Démonstration : On a vu lors de 1’étude des problemes elliptiques que 1’erreur de consistance en espace RE ") est
err.consis |err.consis (’IL)
d’ordre 2 (voir formule (2. page n développement de Taylor en temps donne facilement que R, est

d’ordre 1 en temps. ]

3.2.2 Stabilité

. . Earab.s%%m:hmtsol.cont L.
Onavuala proposition 3.2 page que la solution exacte vérifie :

[wll oo go,11x70,70) < w0l Lo o,

Si on choisit correctement les pas de temps et d’espcace, nous allons voir qu’on peut avoir 1’équivalent discret sur
la solution approchée.

Définition 3.5 On dit qu’un schéma est L°°-stable si la solution approchée est bornée dans L>° indépendamment
du pas du maillage.

parab.stab| Proposition 3.6 Sila condition de stabilité
k
A= —<
h2

624

l\')\r—l

EE
est vérifiée, alors le schéma (kZ.Z) est L>°—stable au sens oii :

sup  [ul™| < [luol|s
i=1,....N
n=1,...M

Démonstration : On peut écrire le schéma sous la forme

D = ) A i)

soit encore :
WY = (1= 206l 4+ ™)+ )\ulJr1
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3.2. EULER EXPLICITE CHAPITRE 3. EDP PARABOLIQUES

1 n n n
Sio <A< 5 onaX>0etl—2X\>0,etlaquantité uE 1) 5 ), UE—)1 et

est donc combinaison convexe de u

ugi)l Soit M) = max ugn), on a alors :
i=1,...,

W < (1= 20) MM L AM™ MM i=1,... N,
(n+1)

i < M), On en déduit en passant au maximum que :

MY < pp(n),

et donc u

On montre de la méme maniere que

(n+1)

i

(’ﬂ+1))

On en déduit max,;—1 . n(u < maxu? et min;—1 __n(w; > min u? d’ou le résultat. [
El k] K3 ] k] 1 K

3.2.3 Convergence

b EE
Définition 3.7 Soit u la solution du probléme (FS. I .al ri aet (uf")) i=1,...N, la solution de (b.Z). On appelle erreur
1

n=1,...

de discrétisation au point (x;,t,,) la quantité el = u(x;,t,) — ul.

L . L. th.exist unie . ..., Jcondstab |
Théoreme 3.8 Sous les hypotheses du théoréme b 1, ef sous la condition de stabilité (b.Z.Zﬂ, il existe C € R4 ne
dépendant que de u tel que

e o < 116800 + TC(k + h?), pourtouti=1,...,Netn=0,..., M —1.
Ainsi, si ||650E)é|oc =0, alors max;—; N Hegn) || tend vers 0 lorsque k et h tendent vers O, pour toutn =1, ... M .
Le schéma (k{Z.Z) est donc convergent.

_(n)

Démonstration : On note u; = u(x;, t,). On a donc, par définition de 1’erreur de consistance,
_(n+1) _(n)
ui B ui 1 —_(n _(n _(n n
-5 ﬁ(%ﬁ F—al — ) =R, (3.2.5)

D’autre part, le schéma numérique s’écrit :

u(-"H) — u(") 1

— 2 — - ﬁ@uz(‘n) - ugf)l - uz('i)l
2.4 625, onobi
Retranchons (3.2.6) a (3.2.5), on obtient :
et _ gn) 1

k h2(

) =0. (3.2.6)

2l el et}) = A

soit encore :
e = (1= 20)e™ + el 4+ Ael™) 4 kR™

i i— i+1 %

irngl —co%ézesgn) + )\ez(-f)l + )\e,gi)l < He(") loo, car A < %, et donc comme le schéma est consistant, I’inégalité
(3:2.3) enitraine que :

el ] < (e ]|oo + kC (K + h2).
On a donc par récurrence :
lei™ P lso < 16 loc + MAC(k + 1)
ce qui démontre le théoreme. L]

X N . ineg.consis Lo . .
Donnons maintenant un exemple ou lorsque la condition (B.Z.%i n’est pas vérifiée, le schéma est instable.
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3.2. EULER EXPLICITE

CHAPITRE 3. EDP PARABOLIQUES

3.2.4 Exemple de non convergence

1

Montrons que si la condition A < 5 n’est pas respectée, on peut construjre une condition initiale pour lequel le
schéma n’est pas stable. Soit ug € C([—1,1],IR) qui vérifie (voir Figure (3.1) :

On considere le probleme :

uo(x)

L

-1 —-1+4¢ 1

F1G. 3.1 — Condition initiale pour le contre exemple

uo(x) >0
ug(x) #0sixz €] —1;—14¢]
up(z) =0siz > —-1+¢

Up — Uge = 0,V €] — 1, 1[;Vt > 0.
u(z,0) = up(x), Vo €] — 1,1]
u(1l,t) = u(-1,t) = 0,Vt > 0.

(3.2.7)

t
On peut montrer que la solution exacte u de (E?Zn. 7r) Terifie u(z,t) > 0,Vx €] — 1,1[,Vt > 0. En particulier,

our un temps 7' > 0 donné, on a u(0,7") > 0. Soit M € N et k = T'/M. Soit ugn) la solution approchée par

(32.2), sensée approcher u(z;,t,) (i € {—N,...,N},n € N). On va montrer que u}! = 0 pour k et h choisis

de maniere non admissible ; ceci montre que le schéma ne peut pas converger. Calculons w,

Donc u}! dépend de

Par exemple, si on prend

h
donc remarquer que si ¢

[l o~ =

Analyse numérigue II, Télé-enseignement, M1

1
2T

udt = (1= 20w~ + M )

u™=V sur [—h, b

uM=2) sur [—2h, 2h]

T T
u(® sur [-Mh, Mh] = (=5 1)
= i on obtient :
= 57 ient :
mémesih — 0etk — 0,

ué” 4 u(0,7T).

71

[—Lh,Lh] =[-1, 1], etdonc,sic < i, ona u)’ = 0.On peut
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. N N > theo-convparab
Le schéma ne converge pas ; notons que ceci n’est pas en contradiction avec le résultat de convergence ETSWL

theo.convparab RN . k 1
, puisqu’iC1i, on n'a pas satisfait a la condition ﬁ < 5

3.2.5 Stabilité au sens des erreurs d’arrondi

egparab egparab
On considere le sc gléna d’Euler explicite pour I’équation (b. [.1). On appelle u la solution exacte de (b. [.T),up la
solution exacte de (8.2.2), Uy 1a solution effectivement calculée par 1’ordinateur. On peut écrire :

U — Upym = U — UD + UD — Unum-

(C;% ggistt%%e Ierreur de discrétisation u — up tend vers 0 lorsque h et k tendent vers 0, sous condition de stabilité
B.24),cad.

1

A< -
2
N , . . %EZ . ..

Pour contrdler I’erreur entre la solution up du schéma (3.2.2) et la solution numérique obtenue ,,,,,, on cherche
a estimer 1’amplification de I’erreur commise sur la donnée initiale. Rappelons que le schéma s’écrit :

ul(-nJrl) =(1- 2)\)u£n) + )\uz(-il + )‘UE:L-)M

k
avec A = 2 Ce schéma se met sous la forme u(" ™Y = AU™) avec

1-20 A 0 0
A 1-2)2 A

A= 0 0
: LA 1-2)0 A
0 o0 A 1-2)

Définition 3.9 (Stabilité au sens des erreurs d’arrondi) Supposons que I’on commette une erreur €° sur la con-
dition initiale. La nouvelle condition initiale u°, s’écrit donc ©° = u® + €. A cette nouvelle condition initiale
correspond une nouvelle solution calculée 1™ = u(™ + (") On dit que le schéma est stable au sens des erreurs
d’arrondi il existe C' > 0 indépendant de n tel que €™ < Ce(0),

EE
On peut trouver une condition suffisante pour que le schéma b.Z soit stable au sens des erreurs d’arrondi. En
effet, on va démontrer le résultat suivant :

EE
Proposition 3.10 On suppose que \ = }f—z < % Alors le schéma E’TZ.Z est stable au sens des erreurs d’arrondi.

Démonstration : Soit donc une condition initiale perturbée u° = u® 4 £° 2 laquelle on associe une nouvelle
solution calculée 4™ = u(™ + (™) Onae™ = A"0. Comme A est symétrique, A est diagonalisable dans
R. Soient pi1, ..., 1 les valeurs propres de A, et eq, ..., en les vecteurs propres associés, ¢’est—a—dire tels que
Ae; = pie;, Vi =1,...N.On décompose la perturbation ° sur la base des vecteurs propres :

N N

0 __ n_ 0 _ n _ ~(n)

e = a;e;. Onadonc A"e” = aipie; =¢e\".
i=1

i=1
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Si on prend par exemple : €° = a,e;, on obtient (") = a;pte;. 11y a diminution de I’erreur d’arrondi sur € si
sup [ <1
i=1..N

c’est-a-dire si p(A) < 1, ot p(A) désigne le rayon spectral de A. Calculons p(A). On écrit: A = I + AB ou B
est la matrice symétrique définie négative, définie par :

-2 1 0 ... 0
1 -2 1 o
B=| o . " 0 (32.8)
1 -2 1
0 o 1 =2
Soit VP(A) I'ensemble de valeurs propres de A. Alors VP(A) = {1 + Ay, p € VP(B))}. Or VP(B) =
{—4sin? 2(1{,711),3' =1,...,N} (voir Lemme %.l I plus loin). Pour que £(™ < £9, il faut donc que :
. Jm
sup |1 —4Asin? ————| < 1,
iy 2N+ 1)!
c.a.d. ) )
. Jm
Asin? —F—— < —.
Sin 2(N ) < 5
Une condition suffisante pour avoir une diminution de I’erreur est donc que A < % n

tB
Lemme 3.11 (Valeurs propres de B) L’ensemble VP (B) des valeurs propres de la matrice B définie par (gTaZX)

est donné par : '
. Jm .
B) = {-4sin®> ———,j=1,...,N}.
VP(B) = {~tsin’ g =1 )

Démonstration : Les valeurs propres B peuvent se calculer a partir des valeurs propres de 1’ opérateur continu ; on
commence donc par chercher u solution de :

—u”" 4+ au =0,
u(0) =u(l) =0.
Cherchons u(z) sous la forme :
u(x) = acosv/ax + bsin /ax

Comme u(0) = 0, on a:a=0. De méme, u(l) = Bsiny/a = 0, et donc /o = k. Les valeurs propres et
vecteurs propres associés de 1’opérateur continu sont donc : (k27r2, sin k’]T.’E) ke N*".Pourk =1,..., N, soit

v® e RY tel que v§k> = sin kmih. Calculons Bv(*) :
(Bo®)), = Uz(ﬁ)l - 2“1@) + ”z@l
et donc

(Bu®™); = sin k(i — 1)h — 2sin krwih + sin kx(i + 1)h
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En développant, on obtient :
(Bv®); = sin kmih cos(—kmh) 4 cos kmihsin(—kmh) — 2sin kmih + sin krih cos kmh + cos kmih sin kmh.
Apres simplifications, il vient :

(Bv®); = 2sin kmih(—1 + cos krh).

krh
Or, cosknh = 1 — 2sin? L. On a donc :

kch
(Bu®)); = 2sin kmih x (—2sin® =)

kh
= —4sin? %(’U(k))’ia Vk=1...N.

Onah = et donc les valeurs propres de B s’écrivent yj, = —4 sin? %, k=1,...,N. ]

1
N+1°

3.2.6 Stabilité au sens de Von Neumann

L’analyse de stabilité au sens de Von Neumann? consiste a étudier 1’impact du schéma sur un mode de Fourier

isolé. Pour que le mode de Fouriereen que tion soit solution du probleme continu, on remplace les conditions de
Dirichlet homogenes du probleme (b. I.T) par des conditions périodiques, et pour alléger les notations, on considere
I'intervalle |0, 27| comme intervalle détude en espace plutdt que 1’intervalle ]0, 1].

Probleme continu avec conditions aux limites périodiques On considere le probleme avec conditions aux
limites périodiques
U — Uggy =0, t€]0,T], z€]0,2n],

u(0, 1) = u(2m,t),Vt €]0,T7, (3.2.9)
u(z,0) = ug(x).
arabperiod . . .
Le probleme Wn posé, au sens ou Vug € C([0,27]), il existe une unique u € C2(]0,27[x]0, T[,R)
solution de (3.2.9). On suppose que ug € L?(]0,27[). On rappelle que L? est un espace de Hilbert, et que

{ei"® . n € Z} est une base hilbertienne® de L?(]0, 27[). On décompose donc la condition initiale dans cette

base hilbertienne : ug(z) = Z ¢, (0)e'™ (au sens de la convergence dans L?). Dans un premier temps, calcu-

. n€Z  parabperiod , ; . .
lons formellement les solutions de (5.2.9) sous Ia forme d’un développement dans la base hilbertienne :

u(x,t) = Z cn(t)e™™,
nez
En supposant qu’on ait le droit de dériver terme a terme, on a donc :
u(x,t) = Z c (1)e™ et upy(x,t) = Z —cn(t)n?e™®,
nez nezZ

On obtient, en remplagant dans 1’équation
c(t) = —ncp(t)

n

2John von Neumann (1903-1957), mathématicien et physicien américain d’origine hongroise, a apporté d’importantes contributions tant
en mécanique quantique, qu’en analyse fonctionnelle, en théorie des ensembles, en informatique, en sciences économiques ainsi que dans
beaucoup d’autres domaines des mathématiques et de la physique. Il a de plus participé aux programmes militaires américains.
3Soit H un espace de Hilbert, (e;);cz est une base hilbertienne de H si : (e;);cz est une famille orthonormée telle que V& €
H,3(zi)icz CIR;z = Z x;e; au sens de la convergence dans H, avec z; = (z, e;), ot (., .) désigne le produit scalaire sur H.
i€EZ
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c’est-a-dire ¢, (£) = ¢, (0)e~""" en tenant compte de la condition initiale. On a donc finalement :

u(a,t) = > ea(0)e e, (3.2.10)

neEZ

Justifions maintenant ce calcul formel. On a :

D leaO)F = w72 < +o0
nezZ

. solpde . .
De plus, en dérivant (b.l. iUi terme a terme, on obtient :
U — Uge = 0.

.. e g s . . solpde .
La condition de périodicité est bien vérifiée par u donnée par (b.l. i()}. Enfin on a bien : u(z,t) — ug(t) lorsque
t — 0, donc la condition initiale est vérifiée. On peut remarquer qu’il y a “amortissement” des coefficients de
Fourier ¢, (0) lorsque ¢ augmente, c.a.d. qu'on a : ¢, (t) < ¢,(0), Vit > 0.

. e . arabperiod | . EEZ . arabperiod
Discrétisation du probleme (3.2. 1 on utilise le schéma (3:2.2), pour la discrétisation de (3.2.9) on a:

u{" Y = (1= 200l + )+l (3.2.11)

On prend comme condition initiale u’(x) = a,e’?”, pour p € Z fixé . En discrétisant, on obtient : uf(x) =
2m
NtT®

apei" pourj =1,..., N, avec h = On a bien ug = uY,,; = 0. Calculons :

u§1) = (1 —2\)a,e™" + )\apeip(jfl)h + )\apeip(jJ“l)h

donc : ulM = apeI hgp. On appelle &, le facteur d’amplification associé a la fonction e’?” (appelé aussi “p-ieme

mode”). On a donc :
u;;) _ fpu§-0)

. n n. (0
u" = (&)
On dit que le schéma est “stable au sens de Von Neumann” : si :
1€p] <1, Vp.
Calculons &, :
& =1-=2X+2)\cosph
h
=1 — 2\ +2X(1 — 2sin %)

_ i 2 27
=1—4Asin <N+1’122)'

N+1'2 4

sens de Von Neumann est que : A < ok Remarquons que c’est la méme condition que pour la stabilité des erreurs

. . . W 1 . ( .
Pour avoir |¢,| < 1, il faut A sin? < p) < — Une condition suffisante pour que le schéma soit stable au
d’arrondis.
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Convergence du schéma avec la technique de Von Neumann Soit u € C?(]0,27[x]0,T[,IR) la solution
rabperiod

exacte de ( J9yonau jh,nk) = Z cp(O)e*’?”keipjh ouh =
PEZ

s PR
est le pas de discrétisation en espace et
N+1

k= i le pas de discrétisation en temps. Soit up la solution de (3:2.2), et :

up(jh,nk) = Y ¢ (0)5 e,

PEZ
On cherche a montrer la convergence de up vers u au sens suivant :
arabperiod
Proposition 3.12 Soit ug = Y, ., cn(0)e" et u la solutlon du probléme (E 2.9). On note up la s01utlon ap-

prochée obtenue par le schéma d’Euler explicite ( Alors Ve > 0,3dn > 0tel que si k < net hz <1

2
alors T
lu(jh,nk) —up(jh,nk)| <e,¥j=1...N,n= -

la quantité u(jh, nk) — up(jh, nk). On fera I’hypothese supplémentaire :

Z lep(0)] < +o0.

PEXZ

Démonstration : On note (u — uD)gn)

Donc pour tout € € IR+, il existe A € IR tel que 2 Z lep(0)] < e. On écrit alors :
Ip|>A

(u— uD),g‘n) < Z Cp(o)(e*Pan — ﬁg)eipjh + Z cp(())(efpznk - {g)eimh
lp|<A |p|>A

On a donc : )
(w—up)” <X +2 3 [c,(0)], avec X = D |, (0)] (e — 1)
[p|>A [p|<A

et2 Z lep(0)| < 2e. Montrons maintenant que X — 0 lorsque & — 0. Remarquons que

lp[>A
h
ek _gn — P _gn etg, = 1 —4dsin® 2L,
h  p*h? k h
Or, sin? % =~ + O(h'), et A = 7z Donc : 4\ sin? % = p®k + O(kh?). On en déduit :

ph T/k T ph
(&)" = <1 — 4)\sin? 2) etdonc In¢) = - In (1 — 4)\sin? 2) = —Tp* + O(h?).
On en déduit que 5;} e PT lorsque h — 0. Tous les termes de X tendent vers 0, et X est une somme finie ;
on a donc montré que (u — uD);") tend vers O lorsque h tend vers 0. |

Remarque 3.13 On peut adapter la technique de Von Neumann au cas Dirichlet homogéne sur [0, 1], en effec-
tuant le développement de u par rapport aux fonctions propres de I’opérateur u” avec conditions aux limites de

Dirichlet :
Z cn(t) sin(nmx).

L’avantage du développement en série de Fourier est qu’il marche pour n’importe quel opérateur linéaire a con-
dition d’avoir pris des conditions aux limites périodiques.
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3.3 Schéma implicite et schéma de Crank-Nicolson

3.3.1 Le 0-schéma

Commengns par un petit rappel sur les ’équations différentielles (voir aussi polycopié d’analyse numérique de
licence, sur le site web http ://www.cmi.univ-mrs.fr/ herbin On considere le probleme de Cauchy :

{ y'(t) = fy(t),t>0.

(3.3.12)
y(0) =wo

Soit k£ un pas (constant) de discrétisation , on rappelle que les schémas d’Euler explicite et implicite pour la
discrétisatision de ce probleme s’ecrivent respectivement :

- = f(y™), n >0 (33.13)

Euler explicite :

y(n+1) — y(n)
k

avec (™) = 4. On rappelle également que le f-schéma, ot # est un parametre de I’intervalle [0, 1] sécrit :

Euler implicite : = f(y™*t), n >0, (3.3.14)
y ) =y L kO (4 D) £ k(1 — ) f(y ™). (3.3.15)

Eulerex FEulerim
Remarquons que pour § = 0 on retrouve le schéma (BS. [3) et pour = 1 le schéma (b.3. 14). On peut facilement
adapter le 6 schéma ;la gég%lution des équations paraboliques. Par exemple, le #-schéma pour la discrétisation en

temps du probleme (3.1.1), avec une discrétisation par différences finies en espace s’écrit :
(n+1)  (n)
i w6 (n+1) (n+1) (n+1) 1-6 (n) (n) (n)y . P
e = (2w T )+ (20 ) ), >0, i =1 (33.16)

u = wo(z;),i=1,...,N.

?

Si 6 = 0, on retrouve le schéma d’Euler explicite; si § = 1, celui d’Euler implicite. Dans ce cas ou § = 5 ce
schéma s’appelle schéma de Crank*-Nicolson®. Notons que dés que 6 > 0, le schéma est implicite, au sens ol on
s s . .. (n+1) . (n)
n’a pas d’expression explicite de u, en fonction des u; .

3.3.2 Consistance et stabilité
thet b
Proposition 3.14 (Consistance du 0-schéma) Le 0 schéma (b.3e. laGSi pour la discrétisation du probleme (be. I .al r} aest

d’ordre 2 en espace. Il est d’ordre 2 en temps si 0 = 7 et d’ordre 1 sinon.

Démonstration : On pose 4} = u(z;,tn),h = § 7.

e 1 1 1 1-0
R =S T o ) + 2 (ol )+ )

4John Crank (6 February 1916 —3 October 2006) mathématicien britannique.
SPhyllis Nicolson (21 Septembre 1917 — 6 Octobre 1968) mathématicienne britannique.
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< C(k+h?)sif # 1 etque ‘Rg")‘ <

On va montrer, en effectuant des développements limités, que : ’Rg")

C(k® + h?) si = 1. En effet, on décompose

R =1"Y 4 o7 4 (1 - )™

avece o o
Tj(n,l) — %’ Tj(n,Q) _ % _2,&577,4-1) + ﬁgﬁ—fl) + agii-l))
100 18 (- it 42)

Effectuons un développement limité pour calculer Tj(n’l) :

n _ k
TV = (@) (2, tn) + o (W) (wj,tn) + Ri - avec |Ry| < CK™.

Faisons de méme pour TJ.("’Q) :
Tj("’2) = 0(Uze (), tns1) + R2) avec |Ro| < CR®.
OF Uy (25, tns1) = Uga (T, tn) + kligat (x4, 1) + R avec |R3| < Ck?, donc :
T\ = 0(uge (), t) + +Rtger (25, t,) + Ra) avec |Ry| < C(h? + k?).

A 3
De méme pour Tj("’ ), ona:

TJ(W = (1 = O)uge(zj, tn) + Rs, avec |Rs| < CK?.

En regroupant, on obtient que

n 0
R = wy(wj, tn) — taa(z;, tn) g (251 tn) + Ok (uia) (25, tn) + R
avec R = R1 + R4+ R;5
e Sif = ok on a un schéma d’ordre 2 en temps et en espace.

En effet, g(ﬂtt)(ccj,tn) — Ok(Ugat) (), tn) = % (k [%(ﬂt)(xj,tn) — H(wa)(scj,tn))] et uy — Uz, = 0.

e Si 0 # = :on aun schéma d’ordre 2 en espace et d’ordre 1 en temps. |

N =

1
Proposition 3.15 (Stabilité au sens de Von Neumann) Si § > 3 le 0-schéma est inconditionnellement stable.

1
En particulier, les schémas d’Euler implicite et de Crank-Nicolson sont inconditionnellement stables. Si 6 < 5 le

schéma est stable sous condition. i
A< —
~ 2(1-—20)

(On retrouve en particulier que le schéma d’Euler explicite n’est que si A < % ).
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3.3. SCHEMA IMPLICITE ET SCHEMA DE CRANK-NICOLSON  CHAPITRE 3. EDP PARABOLIQUES

Démonstration : On remplace les conditions aux limites de Dirichlet sur [0, 1] par des conditions périodiques sur
[0, 27]. La solution exacte sécrit alors :

u= Z cp(O)e_pzteipx.

PEXZ

Pronons comme condition initiale ug(z) = ¢?*. Ona:

n+1 n k n+1 n+1 n+1 n n n
ug +1) —u; ) — 2 [—H(ng» +)—u§»j{)—u§»+—; ))—(1—9)(2u§. )—u§7)1—u§ﬁl),

ce qui sécrit encore, avec : A = h—lz :

(14 20u{™ ™ = Agul™ Y = AgulTTY = (1221 - 0)ul™ + A1 — )l AL - 0)ulY. (3.3.17)
0
j

&p tel que uj = &uf = &,e"7" ; en appliquant le schéma ci-dessus pour n = 0, on obtient :

En discrétisant la condition intiale (mode de Fourier) on obtient u'; ’ = 7" et on cherche le facteur d’amplifcation

(14 2X0)&, — MN0E[e PP M = [1 — 20(1 — 0)] + A\(1 — 0)[e™PP + PP

et donc :
1 —2X(1—0)+2X(1 — @) cosph 1 —4X(1 — 0)sin® ph/2

P (1+2X0) — 2\ cos ph 1+ 4\0sin? 2

Pour que le schéma soit stable au sens de Von Neumann, il faut que : |£,| < 1 pour tout p, soit encore :

.2 Ph .o Ph
1 —4X(1 - 0)sin 5 < 1+ 4X\0sin 5 (3.3.18)
et 5 5
AN(1 — 0) sin? % —1 <1+ 4)\0sin> % (3.3.19) [ouf

L’inégalité (3.3.18) est toujours vérifiée. En ce qui concerne 1’inégalité (3.3:19), on distingue deux cas :
£
1. Sif < % alors 0 < 1 — 6 < # et dans ce cas (O}l .19) est toujours vraie.

2. Si6 < %,onveut:

4\ {(1 — 0) sin? p?h — @ sin? p:} <2

Il faut donc que

1 -1
A< 3 {(1 —29)sin2p2h}

1 1
<— i -
)\72(1_20) 510<2

Une condition suffisante est donc :
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3.3. SCHEMA IMPLICITE ET SCHEMA DE CRANK-NICOLSON CHAPITRE 3. EDP PARABOLIQUES
3.3.3 Convergence du schéma d’Euler implicite.

Prenons # = 1 dans le 6-schéma : on obtient le schéma d’Euler implicite :

(1 4+ 20)ad Y — Al it = (33.20)

On rappelle que ce schéma est inconditionnellement stable au sens de Von Neumann. On va montrer de plus qu’il
est L>°—stable :

Proposition 3.16 (Stabilité L°° pour Euler implicite) Si (ug )) N est solution du schéma (b’j 20), alors :

.

max ugn'H) < max u§") < max u§0) (3.3.21)

j=1,....N j=1,....N j=1,....N
de méme :
. 1 . . 0 —
min u(-nJr ) >  min u(-n) >  min u( ) (3.3.22)
j=1,..N 7 j=1,..,.N 7 j=1,..,.N 7

EI
Le schéma (b3 20) est donc L*° stable.

t
Démonstration : Prouvons I’estimation (B 3. ZI) “la preuve de (b 3 2”“21; “est similaire. Soit Jo tel que u(nﬂ)
max;—i, ..N u( n+l) Par définition du schéma d’Euler implicite (b3 20),0Ona:

u(n) ( + 2)\) (n+1) )\u(nJrll) _ )\u(n+1)

Jjo Jo— Jo+1 *
On en déduit : U;ZH) < max;—1,.. N u( ") , C€ qui prouve que
max u(n+ ) < max u( ).
j=1,...,N j=1,...N 7
cma (33
Donc le schéma (3.3.20) est L° stable. [ ]

Théoreme 3.17 Soit (") Ierreur de discrétisation, définie par

eﬁ-”) = u(xj,tn) — u§") pourj=1,...,N.

Alors [|e™ V)| o < (|| o + TC(k + h?). Si [|e?]|oo = 0, le schéma est donc convergent (d’ordre I en temps
et 2 en espace.

Démonstration : En utilisant la définition de I’erreur de consistance, on obtient :
n+1 n n n n
1+ 2)\)6§ ) _ )\e( ) = )\e§+)1 = e( ) Rg )

et donc :
e loo < [l ]loo + kC(K + h?)

On en déduit, par récurrence sur n, que :
€™ loo < [1€%]|o + TC (K + h?)

d’ou la convergence du schéma. ]
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3.4. CAS DE LA DIMENSION 2 CHAPITRE 3. EDP PARABOLIQUES
On peut montrer que le schéma saute-mouton (ou “Leap-frog™)

u§n+1) . ugn—l) 1

_ (n) (n) (n)
ok = ﬁ(ujfl—Quj —|—uj+1)

s . . |exo-saulesmosbomnemouton . L. .
est d’ordre 2 en espace et en temps (voir exercice 30 page 86. Malheureusement il est aussi inconditionnellement

instable. On peut le modifier pour le rendre stable, en introduisant le schéma de Dufort-Frankel, qui s’écrit :

(n+1) (n—1)
uy T L ()

— (n+1)
o ot

(n—1) (n)
— (u; +uy ) F i)
, . . .. . . |lexo-saulesmestubemouton
Ce schéma est consistant et inconditionnellement stable (voir exercice B0 page 86).

3.4 Cas dela Dimension 2
Soit 2 un ouvert borné de I]RQ, on considere le probléme suivant :

ug — Au =0 x € Q,te€l0,T]
u(z,0) =uo(z) =€
u(z,t) =g(t) x€dQ Vte€|0,T]

Si le domaine est rectangulaire, ce probleme se discrétise facilement a I’aide de 6 schéma en temps et de différences
finies en espace, en prenant un maillage rectangulaire. On peut montrer, comme dans le cas 1D, la consistance, la
stabilité, la L°° stabilité, la stabilité au sens de Von Neumann
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3.5. EXERCICES CHAPITRE 3. EDP PARABOLIQUES
3.5 Exercices

cor-solpc
Exercice 22 (Existence de solutions ‘“presque classiques”) Corrigé en page bB’

Soit ug € L*(]0,1[). On s’intéresse au probleme :

ug(z, t) Ugz (2, t) =0, x €]0,1[, t € RY,
u(0,t) = u(1,t) =0, t € RY, (3.5.23)
u(z, 0) = uo(z), x €]0,1[.

1. On définit w : [0,1] x R} — IR par:

u(z,t) = z e g, sin(nmz), x € [0,1], t € RY, (3.5.24)
nelN*

avec a, = (fol ug () sin(mm:)dx)/(fol sin®(nmz)dr).
bl
Montrer que u est bien définie de [0, 1] x IR’ dans IR et est solution de (%23) au sens suivant :

ue C®([0,1] x RT,R),

Uy (@, 1) — Uge(z,t) = 0, Vo € [0,1], Vt € R,
u(0,t) =u(l,t) =0, vVt € R%,

llu(.,t) — uollz2(jo,1p) — 0, quand ¢ — 0.

(3.5.25)

2. Montrer qu’il existe une unique fonction u solution de (3.5.25).

Exercice 23 (Discrétisation par DF)

Soit ug € C(]0, 1]). On s’intéresse au probleme :

up(x,t) + ug (T, 1) — uge(z,t) =0, z €0, 1], t €]0, T,
u(0,t) =a, t € RY,

u'(1,t) =b

u(z,0) = up(z), z €]0, 1],

(3.5.26)

avec T > 0,aetb € R donnés. rabodfv

Ecrire une discrétisation espace-temps du probleme (%Wle schéma d’Euler explicite en temps et par
différences finies avec un maillage uniforme en espace, en utilisant un schéma décentré amont pour le terme
d’ordre 1 u,(x,t).

. , . Sug—eXncv COr—eXncv
Exercice 24 (Exemple de schéma non convergent) Suggestions en page 92, corrigé en page 93

Soit ug € L?(] — 4,4[). On note u I'unique solution (au sens vu en cours ou en un sens inspiré de I’exercice
précédent) du probléme suivant :

up(x, 1) — ugy (z,8) =0, z €] — 4, 4], t €]0,1],
u(—4,t) = u(4,t) =0, t €]0,1], (3.5.27)
u(z,0) = uo(z), x €] — 4,4].
b2
On sait que la solution de (%527) est de classe C'* sur [—4, 4] x]0, 1] (voir I’exercice précédent). On admettra que
siug > 0p.p.sur] — 4,4 et ug # 0 (dans L*(] — 4,4])) alors u(x,t) > 0 pour tout z €] — 4, 4[ et tout ¢ €]0, 1].
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3.5. EXERCICES CHAPITRE 3. EDP PARABOLIQUES
On suppose maintenant que ug € C'([—4,4],R), up(—4) = ug(4) = 0, up > 0 sur | — 4, 4], ug nulle sur [—3, 4]
et qu’il existe @ €] — 4, —3[ t.q. up(a) > 0. On a donc u(z, t)2> 0 pour tout z €] — 4, 4].

b

Avec les notations du cours, on considere la solution de (3.5.27) donnée par le schéma d’Euler explicite (%?2.2)
avec le pas de temps k = 1/(M + 1) et le pas d’espace h = 8/(N + 1) (M, N € IN*, N impair). La solution
approchée est définie par les valeurs u] pour¢ € {—(N+1)/2,...,(N+1)/2}etn € {0,..., M +1}. La valeur
ul* est censée étre une valeur approchée de u} = u(ih, nk).

1. Donner les équations permettant de calculer u? pouri € {—(N+1)/2,...,(N+1)/2}etn € {0,..., M+
1}.

2. On suppose maintenant que k£ = h. Montrer que u}* = 0 pour i > O etn € {0,...,M + 1}. En déduire
que max{|uM T —@MH| i € {—(N +1)/2,...,(N +1)/2} ne tends pas vers 0 quand h — 0 (c’est-a-

dire quand N — 00).
Exercice 25 (Schéma implicite et principe du maximum)
1. Soient T' > 0,v € C1([0,1],IR 1), ag,a; € R etug € C([0,1]). On considére le probléme d’évolution suivant :

up (2, 1) — gy (z,t) + v(z)ug(z,t) = 0,  €]0, 1], ¢ €]0,T7,
u(0) = ag, u(l) = ay, (3.5.28)
u(z,0) = ug(x).

dont on chgg%he émmrocher la solution par différences finies. On choisit pour cela le schéma de la question 1 de
I’exercice 5 pour Ia discrétisation en espace, et on discrétise par le schéma d’Euler implicite en temps avec un pas
de temps uniforme k = % oulP >1.

1.1 Ecrire le schéma ainsi obtenu et montrer qu’il admet une solution qu’on notera U = (u(p )) ;

. )i=1,..N,, Ol uz(-p) est
p=1

P
censé étre une approximation de u(x;,t,), ou t, = pk,p=0,..., P.
1.2 Montrer que
min(r[nir]luo, min(ap,a1)) < ugp) < max(r{na}}{uo, max(ag,a1)), pourtouti =1,...,Netp=1,...,P.
0,1 0,1

2.S0it T > 0, et ug € C([0, 1]). On consideére maintenant le probleme d’évolution suivant :

up(x,t) — uge(x,t) + (vu)z(z,t) =0, x €]0,1],,t €]0, T,
u(0) = ap, u(l) = az, (3.5.29)
u(z,0) = up(x).

dont on chg}r{cohe émqpcprocher la solution par différences finies. On choisit pour cela le schéma de la question 2 de

I’exercice % pour Ia discrétisation en espace, et on discrétise par le schéma d’Euler implicite en temps avec un pas
de temps uniforme k = % ou P>1.

2.1 Ecrire le schéma ainsi obtenu et montrer qu’il admet une solution qu’on notera U = (u;" " )i=1,..n,, O0 u, ~ est
p=1,...,P

censé étre une approximation de u(x;,t,), ou t, = pk,p=0,..., P.

2.2 Montrer que si ag > 0, a1 > 0etug > 0, alorsona:uz(-p) >0, pourtouti =1,...,Netp=1,...,P.

3. On consideére maintenant Q =)0, 1[?; soient v € C®°(Q, IR ), a € C(9Q, R) et ug € C(2, IR ). En s’inspi-
rant des schémas étudiés aux questions 3 et 4, donner une discrétisation en espace et en temps des deux problemes
suivants (avec pas uniforme) :

u — Au+v-Vu =0,

uloq = a, (3.5.30)

u(+,0) = uo.
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3.5. EXERCICES CHAPITRE 3. EDP PARABOLIQUES
up — Au + div(vu) = 0,
uloq = a, (3.5.31)
u(-, 0) = UgQ.

. .. . . L . cor—decent
Exercice 26 (Schémas explicites centré et décentré) Corrigé en page b6

Soient o« > 0, 1 > 0,7 > O et up : IR — IR. On s’intéresse au probleme suivant :

up(z,t) + aug(z,t) — puge(z,t) =0, x €]0,1], ¢t €]0,T7,
u(0,t) = u(1,t) =0, t €]0, T, (3.5.32)

u(x,0) = ug(x), = €]0, 1].

On rappelle que u; = %1‘, Uy = g—;‘ et Uy = %. On suppose qu’il existe u € C*([0,1] x [0,77]) solution
(classique) de (3.3.32) (noter que ceci implique up(0) = up(1) = 0). On pose A = min{ug(z), x € [0,1]} et

B = max{ug(z), z € [0,1 (noter que A < 0 < B).
On discrétise le probleme (3.3.32). On reprend les notations du cours. Soient h = 1/(N + 1) et k = T/M (N,

M € IN¥).
< S . . E%l_% . ( .
1. Schéma explicite décentré. Pour approcher la solution u de (3.5.32), on considere le schéma suivant :

P =)y —uy) = s (uy — 20w y) =0,
1e{l,...,N},ne{0,...,M — 1},
wp =y, =0,n € {1,..., M}, -39
ul = ug(ih), i € {0,..., N + 1}.
On pose u}" = u(ih,nk) pour: € {0,...,N +1}etn € {0,...,M}.
1

(a) (Consistance) Montrer que I’erreur de consistance du schéma (§75.33) est majorée par C (k + h), ou
C1 ne dépend que de u, T, « et p.

(b) (Stabilité) Sous quelle condition sur k et h (cette condition peut dépendre de o et p) a-t-on A <
ul < B pour touti € {0,...,N + 1} ettout n € {0,..., M} ? Sous cette condition, en déduire
|u" o < ||u0||Loo(]O,1D pour tout n € {0,..., M} (avec ||u"||cc = max{|ul|,i€ {0,...,N +1}})

(c) (Estimation d’erreur) On pose e} = u;’ — u;'.

Sous la condition sur k et h trouvée précédemment, montrer que |e'| < Ca(k + h) pour tout i €
{0,...,N + 1} ettoutn € {0,..., M} avec C5 ne dépendant que de u, T', « et p.

2. Schéma explicite centré. .
S
On change dans le schéma (b3.33) la quantité (o/h)(uf’ —ui_ ;) par (a/2h)(ujy | — ui_ ;).

(a) (Consistance) Montrer que I’erreur de consistance est maintenant majorée par Cs(k + h?), ou C3 ne
dépend que de u, T', o et p.
s1
(b) Reprendre les questions de stabilité et d’estimation d’erreur du schéma (53.33).

sug-parabl
Exercice 27 (Discrétisation d’un probleme parabolique.) Suggestions en page 192,
Dans cet exercice on s’intéresse a des schémas numériques pour le probleme :

Up + Uy — EUgy = 0 (z,t) € RTx]0,T]

u(l,t) =u(0,t) =0  t€]0,T] (3.5.34)

u(z,0) = up(x) x €]0,1]
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3.5. EXERCICES CHAPITRE 3. EDP PARABOLIQUES

ol ug et € sont donnés (¢ > 0). On reprend ans la suite de I’exercice les notations du cours.

1. Donner un schéma d’approximation de (3.5. ifférences finies a pas constant et centré en espace et Euler
explicite a pas constant e femps. Montrer que I’erreur de consistance est majorée par C'(k+h?) ; avec C dépendant
de la solution exacte de (8.5.34). Sous quelle(s) condition(s) sur k et h a-t’on ||u™||ce < [|t°]|o0, V2 < M ?
Donner un résultat de convergence pour ce schéma.

2. Méme question que 1. en remplacant Euler explicite par Euler implicite.

3. En s’inspirant du schéma de Crank-Nicolson (vu en cours) construire un schéma d’ordre 2 (espace et temps).
Sous quelle(s) condition(s) sur k et h a-t’on |[u"||s < ||u®|]2, ¥n < M ? Donner un résultat de convergence pour
ce schéma.

4. Dans les schémas trouvés aux questions 1., 2. et 3. on remplace 1’approximation de u, par une approximation
décentrée a gauche. Quel est ’ordre des schémas obtenus et sous quelle(s) condition(s) sur k et h a-t’on ||u"|| s <
[|u°]| oo Ol ||u||ul]|2, ¥n < M ? Donner un résultat de convergence pour ces schémas.

. . . . . . |sug-parabdoareparabsource
Exercice 28 (Equation de diffusion reaction) Suggestions en page 92, corrigé 101

Soit ug une fonction donnée de [0, 1] dans IR. On s’intéresse ici a la discrétisation du probléme suivant :

w(t, ) — g (t, ) —u(t,z) =0,t € R, z € [0,1], (3.5.35)

u(t,0) =u(t,1) =0, t € R} ; u(0,x) = uo(x), x € [0,1]. (3.5.36)

. E% 1 ischg N .
On note u la solution de (3.3.35), (3.5.36), et on suppose que u est la restriction 2 IR x [0, 1] d’une fonction de
classe C> de IR? dans IR.
Pour h = ﬁ (N e N*)etk > 0, on pose x; = th,i € {0,...,N+1}, ¢, =nk,n € N, u} = u(x;,t,), et on
note u;" la valeur approchée recherchée de . .
i a1 nd hd2 nd
On considere deux schémas numériques, (C. . 7)—(C.l C ) et (c. . 8)—(C.l c ) définis par les équations suivantes :

1 1 1
W (it - gurth)

- SRR = —uM=0,neN,iec{l,...,N}, (3.5.37)
n+l _ . n u’l_’L+1 =+ uT_LJrl _ 2ur_t+1
Yi - up (i Z}}j i )—u?:O,nE]N,ie{l,...,NL (3.5.38)
uit = ult =0, n € N; uf =ug(z;),= i €{0,...,N+1}. (3.5.39)
Pour n € N, onnote u” = (uf},...,u%)" € RY.
1. (Consistance) Soit T' > 0. PougggfL € N’i%‘hé € {1,..., N}, onnote R} l’eC eur de coincs&%tance (définie en

C C
cours) du schéma numérique (b 5.37), (%3.5.39) [resp. du schéma numérique (3.5.38), (3.5.39)]. Montrer qu’il
existe C' € IR, ne dépendant que de u et T\, t. q. | R?'| < C(k+ h?), pour touti € {1,..., N} ettoutn € IN,

t.q. kn <T.
hd1l ichd hd?2 ichd
2. Montrer que le schéma (55.37), (5%?39) [resp. (E.S.SS), (bc.lSC.39)] demande, a chaque pas de temps, la
résolution du systéme linéaire Au""! = q [resp. Bu™™' = b] avec 4,B € RV et a,b ¢ R a
déterminer.

Montrer que B est inversible (et méme s.d.p.) pour tout & > 0 et k& > 0. Montrer que A est inversible (et
méme s.d.p.) pour tout h > 0 et k €]0, 1[.
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3.5. EXERCICES CHAPITRE 3. EDP PARABOLIQUES
3. (Stabilité) Pour n € IN, on pose ||[u" [|oc = sup;ey,... vy [uf']- Soit T" > 0. On considere le schéma 3.538),
(B.5.39). Montrer qu’il existe C1(T") € IR, ne dépendant que de T, t.q. ||u"|lcc < C1(T")||uo||co, pour tout
h>0,k>0,etn € Ntelquekn <T. .
. s ‘ E%C% E%Q%% by s )
Soit v € [0, 1]. On considere le schéma (3.5.37), (3-3.39). Montrer qu’il existe C5 (7T, &) € R, ne dépendant
que de T et de a, t.q. || u™ |00 < C2(T, a)l|ugpl|co, pour tout b > 0, k €]0, o, et n € IN tel que kn < T

4. (Estimation d’erreur) Pour n € N et € {1,...,N}, on pose el = @} — u?. Soit T' > 0. Donner, pour
kn < T, des majorations de ||e" ||~ en fonction de T, C, C1(T), Co(T, «) (définis dans les questions
précédentes), k et h pour les deux schémas étudiés.

Exercice 29 (Discrétisation par VF)

. . L. N arab-df-vf . exo-eedf . .
Ecrire une discrétisation espace-temps du probleme (B3.5. e I'exercice bS avec le schéma de Crank-Nicolson
en temps, et par volumes finis avec un maillage uniforme en espace, en utilisant un schéma décentré amont pour le
terme d’ordre 1 u,(x,t).

. 2 ., |cor-sautemouton
Exercice 30 (Schémas ‘“‘saute-mouton” et Dufort-Frankel) Corrigé en page 104

On considere le probleme suivant :

ug(x,t) — uge(x,t) = 0,z €]0,1[, t €]0,T7,
w(0,8) = u(l,t) = 0,¢€l0,T], (3.5.40)
u(z,0) = wup(z), z €]0,1].

bsm
Pour trouver une solution approchée de ((E§.5.40)), on considere le schéma “saute-mouton” :

nt+l u(?b—l)

u] J

u?_, —2u 4+ u”?
= -1 h2‘7 'H_l,jz1,...,]\[—1,TLZl,...,]M—l7 (3.5.41)

+1 2k +1
uy T =unt, =0,n=1,...,. M -1,

ol (u9)j=1,... n et (uj)j=1_ n sontsupposés connus, h = 1/N, k =T/M.

s’
1. Montrer que le schéma (§;5.41) est consistant. Quel est son ordre ?
2. Montrer que le schéma (BTSAI) est inconditionnellement instable au sens de Von Neumann.

. 7 N z Sm
On modifie “légerement” le schéma (63.41) en prenant

n+1 (n—1) n n+1 (n—1) ”
T — ul g — (ufT + )+
J J _ 51 J z = =
2k - h2 ,j=1,...,N,n=1,.... M —1, (3.5.42)
U6L+1 :u%t_llzo,n:L,..,M—l,

(schéma de Dufort-Frankel).
gb
3. Montrer que le schéma (E%mAZ) est consistant avec (3. S.mO) quand h, k — 0 sous la condition % — 0.

Smm . ..
4. Montrer que (bﬁ42) est inconditionnellement stable.
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Exercice 31 (Schéma de Gear)

On considere le probleme suivant :

U — Uy = 0, Yo €]0,1], Vt €]0,T]

u(z,0) = up(x), Yo €]0,1], (3.5.43) |ex-egparab

u(0,t) =u(l,t) =0, Vt €]0,T],

On suppose que ug € C(]0, 1], ]R) On rappelle gue dans ce cas, il existe une unique fonction u € C?(]o, 1]
x]0,T[, R) N C([0,1] x [0,T],IR) qui vérifie (Bﬁf%%(ﬁ cherche une approximation de la solution de ce
probléme, par une discrétisation par différences finies en espace et en temps. On se donne un ensemble de points
{tn. m = 1,..., M} de l'intervalle |0, 7], et un ensemble de points {z;, ¢ = 1,..., N}. Pour simplifier, on
considere un pas constant en temps et en espace. Soit : h = +1 le pas de dlscretlsatlon en espace, et k = L, le

jvl)
pas de discrétisation en temps. On pose alors t,, = nk pour n= k1\% etx; =thpourt=0,...,N+1.0n

a

cherche a calculer une solution approchée ., du probleme ( ; plus précisement, on cherche a déterminer
Uapp(Ti, tn) pour ¢ = 1,... N, etn = 1,..., M. Les inconnues discreétes sont notées u( ), i =1,...,N et
n=1,..., M.

On considere le schéma suivant :

1 +1 1 1 n+1 +1 +1 Z:L]V7
(30— s ) -t et iy o f 120

k

0 S

z —7.140(1[,'7;)7 1 = 1,...,N, (3544)
1 .

(

uon)—u%lj_l—(), Vn=1,..., M,

ol u1 (z;) = u(x;, k) est supposée connue.
1. Montrer que ce schéma est consistant d’ordre 2 en temps et en espace.

2. Montrer que le schéma s’écrit sous forme matricielle :

untt = pwn (3.5.45)
2 -1 0 o0 e 0
L -1 2 -1 0 - 0
1 ok 0 -1 2 -1 -+ 0
o Ut = . |.B=(3Id+ ﬁA)‘l, A= . o, (3.5.46)
i T
N 0 0 -1 2 -1
0 0 -1 2
up ™t uy
et W" nedépendquede U ' = | : |eU"=] : |. (3.5.47)
uy ! ufy

Donner I’expression de W en fonction de U™ ! et U™.
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3. En posant
V= ( ur > € R2M,

Un—l

mettre le schéma sous la forme
Vit = My

(donner la matrice M en fonction de A).

4. Montrer que j est valeur propre de M si et seulement si pu? — 48u + 3 = 0 ot 3 est une valeur propre de la
matrice B.

5. Montrer que les valeurs propres de la matrice M sont toutes de module strictement inférieur a 1.

6. Montrer qu’il existe C' € IR, qui ne dépend pas de n, tel que |U™|s < C, ot | - | désigne la norme euclidienne
dans R™.

. < . . s . ., |cor-parabnonlin
Exercice 32 (Probleme parabolique non linéaire) Corrigé en page 106

. . . . N bSSTSe 123 E% N
On se propose, dans cet exercice, de montrer 1’existence d’une solution faible au probleme (3.5:48)-(3.5.50), a
partir de I’existence de la solution approchée donnée par un schéma numérique. L’inconnue de ce probleme est la
fonction w de [0, 1] x [0, 7] dans IR, elle doit étre solution des équations suivantes :

Ou 0?p(u)
a(z,t) a5 (z,t) =v(x,t), x €]0,1], t €]0, T, (3.5.48)
Oop(u) Oop(u) _
22 0.4) = =S (1,0) = 0, €]0,TT, (3.5.49)
u(z,0) = uo(z), x €]0,1], (3.5.50)

ou v, v, T, ug sont donnés et sont t.q.
1. T >0,v e L*>(]0,1[x]0,T]),
2. ¢ croissante, lipschitzienne de IR dans IR,
3. ug € L*>=(]0,1]) et (up) lipschitzienne de [0, 1] dans IR..

Un exemple important est donné par ¢(s) = ayssis <0, ¢(s) =0si0 < s < Letp(s) =az(s—L)sis> L,
avec o, g et L donnés dans IR, . Noter pour cet exemple que ' = 0 sur |0, L[.

Les ensembles |0, 1] et D =]0, 1[x]0, T'[ sont munis de leur tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue sur cette
tribu.

123 i
On appelle “solution faible” de (E%?FS)-(E%S.SO) une solution de :

u e L>°(]0,1[x]0, T]), (3.5.51)

81/} 62w —
/D(u(x’t)a(x,t) + go(u(mﬂf))w(%t) + v(z, ) (x, t))dedt + /}071[ ug(x)¢(z,0)dx =0, (3.5.5)

vy € C'(IR?),
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ou € C%’l (IRZ) signifie que 1) est une fonction de IR? dans IR deux fois continiiment dérivable par rapport i z,

une fois continiment dérivable par rapport a ¢ et t.q. g—w(o, t) = (21/1 (1,t) = 0, pour tout t € [0,T] et y(x,T) =0
x

pour tout = € [0,1]}.

Question 1 (Solution classique versus solution faible)

On suppose, dans cette question seulement, que ¢ est de classe C?, v est continue sur [0, 1] x [0, 7] et uq est
continue sur [0, 1]. Soit 1 € C?(IR?,TR). On note encor tﬁ% restriction de u a ]0, 1[x]0, T'[. Montrer que u est
solution de (b? 51) ( .52) si et seulement si u vérifie ( )- ( .50) au sens classique (c’est-a-dire pour tout
(x,t) € [0,1] x [0, TT).

123 i
On cherche maintenant une solution approchée de (E%?IS)-(E%S.SO).

1 T 123 i
Soient N, M € IN*. On pose h = N etk = U On va construire une solution approchée de (be.g.Z[S)—(E%.SO) a

partir de la famille {«], ¢ = 1,...,N,n = 0,..., M} (dont on va prouver 1’existence et ’unicité) vérifiant les
équations suivantes :

0 _

SRS

ih
/ ug(x)dz,i=1,...,N, (3.5.53)
(

i—1)h

nt+l _ ,n WY 9yt + whtl
S w_ el (p(h; JEAWE) i1, Nom= 0, M -1, (554

n+1
avec uf Tt = uf T uit = Wit pourtoutn = 0,..., M — letv = / (z,t)dzdt, pour
(i— 1)h

tout¢ =1,..., N, pourtoutn =0,..., M.

Question 2 (Existence et unicité de la solution approchée)

Soitn € {0,...,M — 1}. On suppose connu {u? =1 ,N'}. On va prouver dans cette question 1’existence
et Punicité de {u]' ™!, i = 1,..., N} vérifiant (3.5.54) (avec u”+1 = ufth uitl = uith.

1. Soit a > 0, Pour s € IR, on pose g, (s) = s + ap(s). Montrer que g, est une application strictement
croissante bijective de IR dans IR.

2. Soit W = (W;)i=1,.. N € IRY. On pose Wy = W etw 41 = Wy. Montrer qu’il existe un et un seul couple
N N
(u,w) e R x RY, u = (u;)i=1,... N> W = (W;)i=1,... N, t.q. :

o(u;) = w;, pourtouts € {1,..., N}, (3.5.55)

2k

((%% I%ebuth%%nrcagégpgr une application F' de RY dans RY par w — F(w) = w ou w est solution de

w; = W;—1 + Wit1) +ul + ko}, pourtouti =1,..., N. (3.5.56)

k
72

3. On munit R de la norme usuelle || - ||.. Montrer que 1’application F est strictement contractante. [On
pourra utiliser la monotonie de ¢ et remarquer que, si a = p(a) etb = p(f),ona|a— F| > (1/L)
ou L ne dépend que de ¢.]
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4. Soit {u?“, i = ., N} solution de (Bc ngLZI) On pose w = (w;)i=1,.. N, avec w; = <p(u"+1) pour
ie{l,...,N}. Montrerque w = F(w).

5. Soit w = (w;)i=1,...n t.q. w = F(w). Montrer que pour tout % ., N'} il existe u”+1 € R tq.

{L ..
w; = np(uz’-”rl. Montrer que {u?“, i=1,..., N} est solution de (b 5 534).
1d
6. Montrer qu’il existe une unique famille {u?“, i =1,..., N} solution de (b.%C.SZ[).
Question 3 (Estimation L>°(]0, 1[x]0,T'[) sur w)
On pose A = [|uol| < (j0,17) €t B = [|[v]| Lo (jo,1[x]o,7[)- Montrer, par récurrence sur n, que u —A—nkB, A+

nkB] pourtouti =1,..., N ettoutn = 0,..., M. [On pourra, par exemple, considérer (b 15 54) avec 1 t.q. u’“r1
= mln{u"'*'1 j=1,...,N}]

En déduire qu’il existe c,o,o,7 € Ry t.q. [[u" | 10,1 < Cug,o,T-

Question 4 (Estimation de la dérivée p.r. a  de ¢(u))
Montrer qu’il existe C (ne dépendant que de 7', ¢, v et ug) t.q., pour toutn =0,..., M — 1,

M—-1N-1

h
D D (el —p(u))? < Crps (3.5.57)
n=0 =1
[Multiplier (b%ﬁzl) par u”le et sommer sur 7 et sur 7 et utiliser I'inégalité a? — ab > % — %.]

Question 5 (Estimation de la dérivée p.r. a t de ¢(u))
Montrer qu’il existe C'y (ne dépendant que de T', ¢, v et ug) t.q.

M—-1 N+1

Z h Z i) = p(uf))? < Cak. (3.5.58)

et
N+1

Z (p(ul™) — cp(u;fll))Q < Csh, pourtoutn € {0,...,M}. (3.5.59)
=0

oy
b

1d
[indication : multiplier (be.gc.SZl) par p(u ) — p(u?) et sommer sur i et n]
1
dans la suite de I’exercice, il s’agit de passer a la limite (quand N, M — oo) pour trouver une solution de (E%?FS)-
(B25.50).
Pour M € IN* donné, on prend N = M? (et donc h et k sont donnés et k = T+/h), on définit (avec les u;’ trouvés
dans les questions précédentes) une fonction, up, sur [0, 1] x [0, T] en posant

t—nk k-t .
up(z,t) = kn u;l Jrl)(ac) + %ué )(CU), sit € [nk, (n+ 1)k

et
ugbn)(x) =u,siz€](i —h,ih[,i=1,...,N,n=0,..., M.
Enfin, on définit p(up) par p(ur)(x,t) = @(up(x,t)).
Question 6 Montrer que les suites (up)pren+ €t (@(up))pmen+ sont bornées dans L>°(]0, 1[x]0, T'[) (on rappelle

que h est donné par M).
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Question 7
Montrer qu’il existe C' (ne dépendant que de T, @, v et ug) t.q. ’on ait, pour tout M € IN* :

1. Pour tout ¢ € [0, 77,

/IR o (un) (@ + 1,t) — (un) (2, 1) Pz < Cy,

pour tout ) € IR, avec ¢ (up,) (-, t) prolongée par 0 hors de [0, 1].

2. [lo(un) (- t) = @(un)(-, 8)|lL2qoap < C|t — s, pour tout t, s € [0, 7.
Une conséquence des questions 6 et 7 ( que I’on admet ici est que 1’on peut trouver une suite (hy, )nen €t u €
L>(]0,1[x]0, T[) telle que, en posant u,, = uy, (on rappelle que k,, = Tv/h,,), I’on ait, quand n — oo,

1. h, = 0etk, — 0,

2. u, — wdans L*(]0, 1[x]0, T[) pour la topologie faible-x,

3. p(un) — p(u) dans LP(]0, 1[x]0,T[), pour tout p € [1, o0].

. .. . fs eqfl

Question 8 Montrer que la fonction u ainsi trouvée est solution de (b?S.S] ),(b.%.52).

£ %fl
Remarque. On peut aussi montrer 1’unicité de la solution de (B%.Sl),(e. 52).
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3.6. SUGGESTIONS POUR LES EXERCICES CHAPITRE 3. EDP PARABOLIQUES
3.6 Suggestions pour les exercices

eX0—-eXNcv
Exercice 24 (Exemple de schéma non convergent)

1. Ecrire le schéma d’Euler explicite.

2. Démontrer par récurrence que

N+1 N+1 N+1
Sine{O,...,M+1},ie{— + + }et a

5 T g z>—T—|—nalorsu = 0.
En déduire que u} = 0 pourn € {0,..., M + 1} eti € {0,..., 2L} et conclure.

exo-parabl
Exercice b? (Discrétisation d’un probleme parabolique)

1. Calculer I’erreur de consistance et la majorer par des développements de Taylor.
Chercher ensuite les conditions pour que :
0
[0 oo < {27 oo-

Pour éthier la convergence du schéma, m 'grer lr’aegreur de .discrétisation tel = auf —u} ouuj est calculé par
(b.? 70), et u; est la solution du probleme (3. enz; = jhett, =nk.

Méme chose pour les questions suivantes. . .

. exo-parabsource . . L .
Exercice hs (E’roﬁleme de diffusion réaction)

1. Effectuer des développements de Taylor. ..

3. Montrer par récurrence que max;—i, . nu; < (1 + k)"maxj—1,. N u et que minj—; N ug.") > (1+
(0)

k)“’nlhljzlru,w'uj

4. Utiliser I’équation, le schéma, et I’erreur de consistance.

lexo-sautemouto

Exercice 30 (Schémas de Saute-Mouton et Dufort- Frankel)

1. Effectuer des développements de Tyalor pour majorer 1’erreur de consistance.
2. Montrer que le facteur d’amplification &,, obtenu par 1’analyse de stabilité de Von Neumann satisfait :

nt1— 0y — &1 =0, n>2.

Etudier ensuite les racines de léquation 72

supérieure a 1.

— ar —1 = 0 et montrer que ’'une de ses racines est, en module,

4. Reprendre la méthode développée a la question 2, en montrant que I’équation caractéristique pour £ est main-
tenant :
p(r)=ar* +br+c=0,
avee 1 1 2 h 1 1
b Ly Rl L L
T2k h2 h? h?  2h
Etudier ensuite les racines de cette équation.
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3.7 Corrigés des exercices

lexo-solpdexo-solpc

Exercice 22 page 82

Onnote || - [l = | - |20,
1) Pourn € IN*, ona

1 1
1-— 2 1

/ sin?(nma)dz :/ Mdm =,
0 0 2 2

1/2

1 1
/ |ug(z) sin(nmra)|de < ||lug||2 </ sin2(n7rac)dx) = %HUOHQ.
0 0

La quantité a,, est donc bien définie et

et

lan| < 72||uoll2

Pour toutt > Oetx € [0,1],0ona

\67"2”%2@” sin(nrzx)| < 7’2”11,0”267’”2#2)52 Vn € IN*.

—n?x2t?

Ceci montre que la série E e ap sin(nmz) est absolument convergente et donc que w est bien définie pour

n>0
tout ¢ > 0 et tout 2 € [0, 1] et méme pour tout z € IR.
On remarque ensuite que v est de classe C* sur IR x IR, en appliquant les théorémes classiques de dérivation
terme a terme d’une série. En effet, soite > 0, pourtout x € IR ett > cona

it sin(nmzx)| < 7“2Hu0||267"2”262,Vn € IN*

e
Comme (z,t) — e ™™ tq, sin(nmt) est continue (pour tout n € IN*), on en déduit que u est continue sur
IR x]e, o], et finalement sur IR x]0, oo[ car € > 0 est arbitraire.
Pour dériver terme a terme la série définissant w, il suffit également d’obtenir sur |e, oo[ IR, (pour tout £ > 0) une
majoration du terme général de la série des dérivées par le terme général d’une série convergente (indépendant de
(z,t) € Rx]e, co. On obtient cette majoration en remarquant que, pour (z,t) € IR x]e, oof,

| — n2r2e T g, sin(nra)| < n2nle~m T ro|luol|2

On montre ainsi finalement que u est de classe C par rapport a ¢ et que
22,2
ug(x,t) = Z —n?r?e™™ ™ Vq, sin(nrr),z € R, t > 0.
n>0

En itérant ce raisonnement on montre que u est de classe C'°° par rapport a ¢ sur IR x R’ .

Un raisonnement similaire montre que u est de classe C'* par rapport 2 = sur IR x IR* et que 1’on peut dériver
+

terme a terme la série définissant . On obtient donc aussi

Uy (xt) Z e apsin(nrz),z € Rt > 0,
n>0

et ceci donne uy = uz, sur R x IR} et donc aussi un [0, 1] x IRY.. Le fait que u(0, ) = w(1, ) pour tout ¢t > 0 est
immédiat car sin nwt = sin 0 = 0, pour tout n € IN*,
Il reste & montrer que u(.,t) — ug dans L?(]0, 1[) quand ¢ — 0.
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On définit e,, € L2(]0,1[) par e,(z) = v/2sin(n7x). La famille {e,,n € IN*} est une base hilbertienne de

L*(]0, 1]).
On a donc :
N
Z an sinnx — ug, dans L2(]0,1[), quand n — oo,
n=1
et

oo
> an = 2lfuol3.

n=1

On remarque maintenant que
u(, t) = uo(z) = (e, 1) —u®™ (@, 6) + u™(at) —ug™ () —ug" (2) — uo(a),

avec

N
uM(2,1) = Z ane T sin(nmx)

n=1

N
uéN)(J:) = Z ap sin(nmz).
n=1

Il est clair que, pour tout N € IN*, on a uN)(,,t) — u(()N) uniformément sur IR, quand N — oo, et donc

uM (1) — ul) dans L2(]0, 1]).
Comme

e 1 _on2x242 s 1 N
lu(,t) = u™ (013 = 3 a2ze < 3 a2 = lluf™ —uol} — 0
n=N+1 n=N+1

quand N' — oo, on en déduit que u(.,t) — up, qdt — 0, dans L2(]0,1]).
2) On note w la différence de 2 solutions de (3.5.25). On a donc

we C=([0,1] x R}, R)

Wy — Waa = O sur [0,1] x RY

w(0,t) = w(1,t) = 0 pourt > 0

w(.,t) — 0, dans L?(]0,1[), quand ¢t — 0

Soit 0 < ¢ < T < oo. On integre Iéquation ww; — wwy, = 0 sur |0, 1[x]e, T[. En utilisant une intégration par
parties (noter que w € C*°([0,1] x [g,T]), on obtient :

7/ w?(x, T)dx — 7/ w?(x,€).dx Jr/ / w? (x, t)dadt = 0.
2.Jo 2.Jo o Je

D’ou I’on déduit ||w(., T)|l2 < ||w(.,€)||2. Quand € — 0, on a ||w(.,€)||2 — 0, on a donc ||w(.,T)||2 = 0 et donc,
comme w(., t) est contenue sur [0, 1], wX € [0, 1]. Comme T > 0 est arbitraire, on a finalement

w(z,t) =0  Vte[0,1],¥t>0

Eblcl
Ce qui montre bien I’unicité de la solution de (3.5.25).
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Exercice 24 page 82
1) La formule pour calculer u est :

N +1 N+1
5 T g

ul = ug(ih,0), i=

Soit maintenant n € {0,...,M}.Ona:

N+1 . N+1

n+1l _ .
u;, " =0 pour l=—— &6t i=—"

k

+1 _ L

uy —u?—!—hz(u?ﬂ—i—u?_l—Zu?), i= +1,...,
2) On va montrer, par récurrence (finie) sur n, que :

N +1 N+1
5 T g

N+1
SinE{O,...,M-i-l},iE{— }et iz—T—i_—l—nalorsu?:O. (3.7.60)

T . ) N +1
Pour initialiser la récurrence, on suppose que n = 0 et ¢ > - On a alors

N+1 8
B> . ° 9o
th > 1 Nl > -3

et donc u? = 0.

Soit maintenant n € {0, ..., M}. On suppose que 1’hypothese de récurrence est vérifiée jusqu’au rang n, et on

démontre la propriété au rang n 4 1. Soit donc 7 € {f%, ceey %} tel que 7 > 7% + (n+1). Alors :

- Sii= % on a bien v ™! = 0.

- Sii < %, les indices 7 — 1, 7 et 2 4 1 sont tous supérieurs ou égaux a 7% + n, et donc par hypothese de
récurrence,

2k k k
uptt = <1 - hg) + ﬁ“?ﬂ + ﬁu?—l =0.

. . , |JrecurkE . . s N ) NI 1 8
On a donc bien démontré (3.7.60). On utilise maintenant I'hypothese k = h, c’est-a—dire 577 = x77. Onaalors

N+1
—T++M+1:—2(M—|—1)+M+1:—(M+1)<O.

On en déduit que sin € {0,...,M + 1} eti > 0, alors ¢ > —% + n. On en déduit que u} = 0 pour
ne{0,...,M+1}etie {0,..., 2+ } Onremarque alors que

, N+1 N+1 N +1
max{|u,f”+1—ﬂ£”“,i€{— ;_ e ;_ }} >!lamax{|ﬂfw+1|7i€{0,...,;}}

> inf u(x,1) > 0,
(0,4]

et donc ne tend pas vers 0 quand i — 0.
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Exercice 26 page 84 : schéma implicite et principe du maximum

cor—-decent

1. Schéma explicite décentré

(a)

(b)

Par définition, I’erreur de consistance en (x;, t,,) s’écrit : On s’intéresse ici a I’ rg{% >((iu schéma au sens
des différences finies. On suppose que u € C*4([0,1] x [0, T7]) est solution de (3.5.32) et on pose

ay = u(ih,nk),i=0,...,N, k=0,..., M.

Pouri=1,....N—1letk=1,...,M — 1, erreur de consistance en (x;, tj) est définie par :
n 1 —N —N « —N =T M N =T =T
R = E(uiJrl — ) — E(ul —urq) - ﬁ(uz;l —2a] + Uy ). (3.7.61)
Soiti € {1,..., N —1}, k € {1,..., M — 1}. On cherche une majoration de R} en utilisant des

développements de Taylor. En utilisant ces développements, on obtient qu’il existe (&,t¢) € [0,1] x
[0,T],¢=1,...,4,tq.:

k2
agﬂ =a] + kug(ih,nk) + Eutt(&,h), (3.7.62)
h2
ay = uy — hug(ih,nk) + ?um(gg, ta), (3.7.63)
h? h3 ht
ay 4 =u) — hug(ih,nk) + 7um(ih7 nk) — Fumz(ih, nk) — ﬂumm(g& t3), (3.7.64)

h? h3 h*
uj'y = Uy + hug(ih, nk) + ?um(ih, nk) + Eumx(ih, nk) + 2—4umm(§4, ty). (3.7.65)

On en déduit :

k h
R} = w(ih,nk)+ §Utt(§1,t1) + aug (ih, nk) + a§um(§2,t2)
h2
“HUzy (Zhv TL]C) o ’uﬂ (urfcmz (537 t3) + Mgz (54’ t4)) ’

. blex .
et donc, comme u est solution de (E.S.BZ), pour h assez petit, on a :
|R}| < Ci(h+ k),

sl
out C7 ne dépend que de u. Le schéma (BTS.33) est donc consistant d’ordre 1 en temps et en espace.

Cherchons les conditions p ur que u?“

On peut réécrire le schéma (3.5.33) :

s’écrive comme combinaison convexe de ', ui’ et u, ;.

k  2uk k k k
= au; + buj | + cui aveca=1— 0 _IHE G PP = OB HE

n+1
Ui R no R
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3.7. CORRIGES DES EXERCICES CHAPITRE 3. EDP PARABOLIQUES

Il est facile de voirque a + b+ c = 1, et que b > 0, ¢ > 0. Il reste a vérifier que a > 0; pour cela, il

faut et il suffit que "‘—hk + 2}’:—2k < 1. Cette condition sécrit encore :

h2

< m. (3.7.66) |condstabos

. L. . condstabos .
Si h et k vérifient la condition (3.7.66), on pose : M"™ = max;—;. .y u} (resp. m"” = min;—; yu}.
Comme u?“ est une combinaison convexe de ', ui* ; €t u}, 1, on a alors : u?“ < M™ Vi =
1,...,N (resp. uf ™ >m" Vi=1,...,N)etdonc: M"+' < M" (resp. m"*! > m™). On a ainsi
montré que :
n+1 n
[ oo < flu"[loo-

On a de méme :

[u" oo < fle" " [loo-

lutloo < llu”lco-
En sommant ces inégalités, on obtient :
™ loo < 1]l

. condstabos
Donc, sous la condition (b.7.66), on a |[u"™ || < [Ju"|le et donc [[u"]|eo < [|u°]|oo, pour tout
n=1,...,N.

., lerconsis . sl . S, . . .
(c) En retranchant 1’égalité (b. 7.61) au schéma (}375.33), on obtient I’équation suivante sur e}’ :

1 o
et — e+ Ser el

n
k ) -

ﬁ(‘f?—l —2e; + 6?+1) =R

ce qu’on peut encore écrire :

n ka koo on kp n
e,L- +1 = (1 — T — 2ﬁ)ei + ei—lﬁ + kRZ . (3767)
dstab
Sous la condition de stabilité (E%D.BBSt),aog Sobtient donc :
lef* ] < et 4+ Cu(k+h)E,
lef] < e e + Cilk+h)E,
: < : + :
leil < fl®le + Ci(k+h)E,

Siat=0,onalle’| =0, alors on éduit des inégalités précédentes que |el'| < C1T(k + h) pour tout
n € IN. Le schéma est donc convergent d’ordre 1.

2. Schéma explicite centré.
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3.7. CORRIGES DES EXERCICES . CHAPITRE 3, EDP PARABOLIQUES

|3 Lu_\.J.a chu3

(a) (Consistance) En utilisant les développements de Taylor (B . 02) B.7.64)et (B /. 655 “etles développements
suivants :

h? h3
ay = uy — hug(th,nk) + ?um(zh,nk‘) - guxm(£5,t5),

. h? . h3
Uy = Uy + hug(ih,nk) + ?um(zh, nk) + Fumx(&;, ts),

on obtient maintenant :
h2
12

. k .
R? = Ut (Zh, ’I’Lki) + §utt (613 tl) + AUy (Zh7 ’I’Lk‘) +a (uwwx (557 t5) + MUz (567 t6))

. h2
—HUgy (Zh, nk) 24 (uwmwaj (537 t3) + HUzzzx (547 t4))

On en déduit que
R} < Cs(k + h?),

ou CV3 = maX(%HuttHooa %HuxwzHoov TIQHUQJ:E:E:CHOO)
(b) Le schéma s’écrit maintenant :
N = - 2uk - k ko . k k
uttl = au; +buj, | +cui |, aveca =1 — %,b Z—z — O[Tetc: 2—24—%.

Remarquons que ’on a bien : a + b+ ¢=1.Pour que u?“

soit combinaison convexe de u}, uf’, ; et
ui* ,, il faut et il suffit donc que @ > 0, b > 0, et ¢ < 0. L’inégalité ¢ > 0 est toujours vérifiée. Les
deux conditions qui doivent étre vérifiées par h et k s’écrivent donc :
i. a>0,ie1— M > (), soit encore
h2
k< —.
2p

b>01e ——@>0 soit encore

1
h < —.
— 2«

Le schéma centré est donc stable sous les deux conditions suivantes :

1
h< % etk < ﬂh? (3.7.68)

sl
Pour obtenir une borne d’erreur, on procede comme pour le schéma (575.33) : on soustrait la définition
de I’erreur de consistance au schéma numérique, et on obtient :

et = el + belly + el | + kRY. (3.7.69)

Par le méme raisonnement que pour le schéma décentré, on obtient donc que si e? =0,ona |e?| <
Cy(k + h?), avec Cy = TC3.
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3.7. CORRIGES DES.EXERCICES CHAPITRE 3. EDP PARABOLIQUES
Exercice 27 page 84

. b.parab , s . N . * *
1. On admettra que la solution de (3.5:34) existe est qu’elle est assez réguliere. Soient M € IN“ et N € IN™, et
soient k le pas de temps, choisi tel que Mk = T et h le pas espace, choisi tel que Ni = 1. On applique un schéma
d’Euler explicite en temps, et un schéma de différences finies centré en espace, on obtient donc :

1 1
uptt =k [kU? — o7 (Wi —ujy) + % (s +ufy —2u7) (3.7.70)

On tient compte des conditions aux limites et des conditions initiales en posant :

{ u781 =uRy, =0,
u; = ug(jh).
On a, par développement de Taylor :
h2 3 4
u(x + h,t) = u(z, t) + hug(z,t) + ?um(x,t) + Fu@) (z,t) + ﬂu(‘g (a, 1),
h? h3 h*
u(x — hyt) = u(w, t) — hug(z,t) + ?u“(x,t) — Fu"’(x, t) + ﬂu(‘l)(ﬁ, t),

2

k
u(z, t + k) = u(x, t) + kug(z, t) + ?utt(x, Tk), Tk € [t, t + K.

De ces développements de Taylor, il ressort que I’erreur de consistance vérifie | R| < C(k + h?), ot C ne dépend
que de u. Le schéma est donc explicite d’ordre 1 en temps et 2 en espace.

Cherchons alors les conditions pour que :
[u™ [loo < [l

Par définition,

7l

On essaye d’abord de vérifier que : [[u™ ]| o < [|u™]| o0, ¢ est-a-dire :

n —
oo = max_u

+1
ol ™1 < P il

1

’

On veut donc montrer que
max u?“ < max_uj,
j=1,....N j=1,....N

ntl >

min u”?

min u ‘ ;e
j=1,....N

j=1,..,.N 7

. . sc.Eulex
On peut réécrire le schéma (3.7.70) :

2ek k ke ck k
n+l _ n
ue =y (1‘ h) T (‘zﬁm) T <h2+ Qh) -

Posons :
M" = max_uj
j=1...N
Supposons que k et h vérifient :
1 2k et ke K 0
~ h?2 T h2 2h 7
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3.7. CORRIGES DES EXERCICES CHAPITRE 3. EDP PARABOLIQUES
ce qui s’écrit encore :

k < 1
= 017 [condzaras
k< —,
~ h
on a alors :
2¢ek k ke ek k
ntl om0 M= L= M? = 4+ — i=1,...,N
us ( h2)+ on ) TM G2t g) EL N
et donc :
Mn+1 < M™
Posons maintenant :
m" = min u”.
j=1..N 7

. . - cond.parab . N
Si k et h satisfont les conditions (3.7.7T), on obtient de la méme manicre
mn+1 2 mn
On a ainsi montré que :
n+1 n
[u" T oo < u"[|oo-

On a de méme :
[ oo < " |oo-

lutlloo < flu”]loo-

En sommant ces inégalités, on obtient :
[0 oo < [[1°]]oo-

. cond.parab
Donc, sous les conditions (b. 7.71 ), ona ||u" s < [|u"||eo et donc ||u” o <

|u®]| 0, pour tout n = 1,..., N.

Pour étudier la convergence du schéma, on va tenter de majorer 1’erreur de discrétisation :

sc.Eulex . . b.parab i
ou u? est calculé par (b. 7.70), et u} est la solution du probleme (E.S.%ZU enx; = jhett, =nk.
On a donc, par définition de I’erreur de consistance,

1 =N =N 1 =N =N € =N =N =N n
z(“j - uf) + ﬁ(uj—&-l —uj_q) - ﬁ(_zu‘j +at g, +ul_g) = R}

ou |R?| < C(k + h?)
ce qui entraine :

1 5
—(emt —e™) + — (e — el 1) — ﬁ(—2e;f +ejq +ejq) =R}

2¢ek k ke : ek k
n+1 n +1 n n
ej _<1_]7,2>6j+(_2h+]12)ej +<]7,2+2h>e] 1+kRj.

Analyse numérique I, Télé-enseignement, M1 1 00 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 17 avril 2010

soit encore :



3.7. CORRIGES DES EXERCICES L _CHAPITRE 3. EDP PARABOLIQUES
de méme que précédemment, on obtient sous les conditions (Bb.uﬁ 0y

S

IA

le™]|oo + C'(k + h?)k

7] < fle" Moo + Ok + )k

e 1€%]]oo + C(k + h?)k.

Et donc en sommant ces inégalités :
le™lloo < ll€°lloo +nCh(k + h?)
Siat=0onale’|w =0, alors:
lle" oo < CME(k 4 h?) = T(k + h?).
. cond.parab . . .
Et donc sous les conditions (3.7.7T) on a ||e" ||, qui tend vers 0 lorsque k, h — 0, ce qui prouve que le schéma est

convergent.

lexo-paralbsxorcarabsource

Exercice 28 page 85

barabsource

o - ima (54 it
1. Notons ;" I'erreur de consistance en (24, t,). Pour le schéma (3.3.37), on a donc par définition :

Z(n D _g(n) n _(n (n .
RM™M _ i L(Qa( +1) U(,Tl) _ ¢ Jlrl)) _ “i“

k. r2 \ 2t i it
= R" + Ry,

ol
- attl — gn
R = ’T’ — uy(x;, ty,) est Uerreur de consistance en temps
et 1
Rr = ﬁ(zay“ —artt - ﬂ?_:ll) — (ugq (x4, t,)) est erreur de consistance en espace.
. Jerr.consis
On a vu (voir (2.2 que
N h? 0*u
R < —sup|=— (-t vie{l,...,N
2] < Tysup | Gpattn)| Vi€ (L V)

Effectuons maintenant un développement de Taylor en fonction du temps d’ordre 2 :

2

k
w(@i, tog1) = w(xs, tn) + kuy + ?Utt(xiagn)

avec &, € [tn,tny1]. Donc @iy tnr) = (i n)

k
—up = iutt(xi7§n). Comme &, € [0, 7], et us; admet un

k
maximum (2 z; fixé) dans [0, T'] (qui est compact), on a donc

i

< K ax jugs (a1, )]
=~ 2[Oﬂq tt\ L1y .
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3.7. CORRIGES DES EXERCICES CHAPITRE 3. EDP PARABOLIQUES
Par conséquent,

2 4

k J0*u
< — max |ug (x4, )| o 7 (s tnt1)|-

Rn:‘fzn An
|77 i 2 10,7] +12 01]

< |&r

- ’R?

Donc |R?| < C(k + h?) avec

¢ = L mac (Jun 12y
=9 X tt Loc([o,l]x[o,T},G Ozt Le([0,1]x[0,T] ) -

chd2
Le calcul de I’erreur de consistance pour le schéma (b.5.38) s’effectue de maniére semblable.

) chdl . . ) chd2 . .
2. Le schéma (3.5.37) est compleétement implicite lgr que le schéma (3.5.38) ne I’est que partiellement, puisque le
terme de réaction est pris a I’instant n. Le schéma (E& 5.3

(LH7~-~7EGV)7
1+2\—k - 0o ... 0
-2 14+220—k =X . 0
A= 0
: 0
0 0 - 1+2\—k

k
ou\ = 72 . Notons que par définition, A est symétrique. De méme, le schéma ( 8) s’écrit : BU"HL = U

1420 -1 0 ... 0
1 1+2x 0
_ 1 0 -1
1+k
0 0 -1 1+2)

eg.mat eg.mat
On adonc A = \A, ou A;, est définie en (b%Z’GIpage Ig avec ¢; = )\Aé t B= -2 A, avecc; = % Dans
les deux cas, les matrices sont donc s.d.p. en vertu de la proposition 5 2 page I§ ONotons que "hypothese k €]0, 1]
est nécessaire dans le cas du premier schéma, pour assurer la positivité de c;.

hd2
3. Le schéma (bc.5.38) s’écrit
L+ kyuf =™+ A2u ™ = — ).

On montre facilement par récurrence que max;—; .. yu, < (1+k)"max;j—1 . N 1Y, (voir preuve de la stabilité
J= > 7 J= VR

t
L d’Euler implicite page %elsiigpiﬁle ‘ IlmnN ; " > (I+ k)™ rlninN u”). On en déduit que
J=1,...,

1™ oo < (14 )" luo]loo
Or (14 k)" < (1 +k)T/*carkn < T.Or

(1+k)T/F =exp (iﬁn(l + k))

< exp(%k) =
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|

On en déduit le résultat, avec C1 (1) = eT. De méme, pour le schéma (BbeM.ILW), on montre par récurrence que :

[u™ || < WHU(O)H.

Mais pour k €]0, o, avec o €]0,1[,on a:

<14 pk,= avec 3 =

1
(1—k) (1-a)

On en déduit par un calcul similaire au précédent que
(1 _ k)T/k < eﬁT7
d’ou le résultat avec Oy (T, ) = €7
e . cma (55
4. Par définition de I’erreur de consistance, on a pour le schéma (3.5.37)

() n D) ntd o (nt)
U; ujy Uy AUyt —2u; )
_ _ g+l = R

k h2 J

(n)

— n . P .
et donc, en notant e 5= u? — u§ ) I’erreur de discrétisation en (;v g tn), ona:

"M+ 2X = k) = el TV = Aelii Y = () 4 kR
On obtient donc, de maniere similaire a la question 3 :
(n+1) (n+1) (n+1) — min e(n+1))

(en considérante; "’ = maxe; puis €, ;

1
Tl V< 1™+ KO+ ).

Par récurrence sur n, on obtient alors

1 n
e < (12 ) OO+ 1)+ 10

d’ou
€™ oo < Co(T, a)(TC(k + h?) + [|€°]| o).
chd2 . .
De méme, pour le schéma (b.5.38), on écrit I’erreur de consistance :
(nt+1) _gn (0 tD) + ﬂ;bjl _ 2ﬂ§n+1)

uj Y Yin 1

k h2 J

et donc :

Par des raisonnements similaires a ceux de la question 3 on obtient alors :
le§ 11 < (1 + k)" (e + kC(k + 1))
d’ou

e [loo < CLT) (]| + kC(k + h?)).
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3.7. CORRIGES DES EXERCICES, CHAPITRE 3. EDP PARABOLIQUES
Exercice 30 page 86

1. On s’intéregse ici a ’ordre du schéma au sens des différences finies. On suppose que u € C*4([0,1] x [0,T]) est
solution de (3.5.40) et on pose

ﬂy:u(]h7nk)’J:0’7N7k:07’M

Lerreur de consistance est définie par :

a’tt -t g — 2t +
RP = 2 I L T M i N-1,k=1,...,M—1.
] 2k h2 7] ) ) ) ) )
On cherche une majoration de R? en utilisant des développement de Taylor. Soit j € {1,..., N — 1}, k €

{1,..., M —1}. Nlexiste (&§,¢;) € [0,1] x [0,T], i =1,...,4,tq.:

. k? . k3
a;.“rl = ’[];L + k:ut(jh,nk:) —+ ?’U,tt(jh, ’I’Lk) + Euttt(glatl)a

2 3

1 _ k , k
ul = uy — kug(jh, nk) + ?utt(jh,nk) - Kuttt(gg,tz),

) h? . h3 . h*
uj_l = uj - hux(]hvnk) + ?uzz(]ha nk) - Fuzmr(]h/nk) - ﬂuxzzz(§37t3)7

h? h3 h*

On en déduit :

2 2

. k _ h
R;L = w(jh,nk) + 12 (weet (§15 1) + wree (2, t2)) — Uaa (jh, nk) — 2% (Uzzas (83, t3) + Uzzaa (§4,t4)),

b
et donc, comme w est solution de (ETSS%O),
|R}| < C1(K* + R?),

ou C7 ne dépend que de u. Le schéma (E%Al) est donc consistant d’ordre 2.

bsm
2. Pour étudier la stabilité au sens de Von Neumann, on “oublie” les conditions aux limites dans (F%.S.ZIO). Plus
précisément, on s’intéresse a (3.5.40)avec = € IR (au lieu de = €]0, 1]) et on remplace les conditions aux limites
. S R \sec.vonnegﬂa&mwonneumann
par des conditions de périodicité (exactement comme on I’a vu au paragraphe 3.2.6 page [74). Enfin, on prend une

condition initiale de type “mode de Fourier”, avec p € IR arbitraire, et uy défini par :

up(z) = ", x € R.

La solution exacte est alors : )
u(r,t) =e Pt rcR, t € Ry,

c’est—a—dire ,
u(-t) =e P luy, t € Ry
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Le facteur d’amplification est donc, pour tout ¢ € IR, le nombre e~P°t. Ce facteur est toujours, en module,
inférieur a 1. On va maintenant chercher la solution du schéma numérique sous la forme :

up =&ePh j e Z neN, (3.7.72)

ol &y et & € IR sont donnés S(Ilgs donnent u? et uj1 pour tout 7 € ZZ) et &, € IR est a déterminer de maniere a ce
que la premiere équation de (575.41) ) soit satisfaite.

Ce facteur &,, va dépendre de k, & et p. Pour £ et h donnés, le schéma est stable au sens de Von Neumann si, pour
tout p € IR, la suite (£,),ecN est bornée. Dans le cas contraire, le schéma est (pour ces valeurs de k et h) dit
instable au sens de Von Neumann.

Un calcul immédiat donne que la famille des v, définie par (West solution de la premiere équation si et
seulement si la suite (£, )ne Vérifie (on rappelle que &y et &; sont donnés) :

§nt1 —&n—1

ok hQ(CObph*I)fn,n>2

ou €ncore, €n pOSElIlt

o= 2 (cosph — 1) (< 0),

h
fn—i—l - afn - gn—l - 07 n Z 2 (3773)
En excluant le cas o« = —2 (qui correspond, pour k et i donnés, a des valeurs de p trés particulieres), la solution
de ( 73) est
& =Arl + Bry, A >0, (3.7.74)

ou A et B sont déterminés par &, et &1 (de sorte que g = A+ B, & = Ary + Brg) et ry, 7o sont les deux racines
distinctes de :

r2—ar—1=0. (3.7.75)
Les nombres 1 et ro sont réels et comme 7172 = 1, ’'un de ces nombres est, en module, supérieur a 1. Ceci montre
que (&, ), est une suit ngilnbomée (sauf pour des choix tres particulier de &, et &1, ceux pour les quelles £ = &pro
ol 9 est la racine de (3.7.75) de module inférieur a 1). Ce schéma est donc instable au sens de Von Neumann, pour
toutk > 0eth > 0.

3. On reprend les notations de la question 1. On s’intéresse maintenant a la quantité S7* (qui est toujours Ierreur
de consistance) :

altt Tt ar (@t ral ) +
. j j—1 j J g+l _
Sr = o - . j=1,...,.N—1, k=0,...,M—1.
En reprenant la technique de la question 1, il existe (&;,¢;),i=1,...,6 t.q.
h2 h2 2 ]{)2
SJn 12 (uttt(gly tl) + Ut (627 t2)) 24 (uwzwz (537 t3> Ugzzx (547 t4>) 242 htt <£5a ) 252 5o Wit (gﬁa tG)
Ce qui donne, avec Cs ne dépendant que de u,
2 o K
|S;L|§Cg<h + k* + h2> =1,....N—1, k=0,....M—1

. k
Le schéma est donc consistant quand h — 0 avec T 0.
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3.7. CORRIGES DES EXERCICES CHAPITRE 3. EDP PARABOLIQUES

4. On reprend la méthode développée a la question 2, la suite (,,),, doit maintenant vérifier la relation suivante
(avec &p, &1 donnés).

€n+1 - Enfl _ 2COS(ph)£
2k - Rz "

gn—l + gn—&-l
_ e ,

n>2

c’est a dire :

1 1 2 cos(ph) 1 1
En+1 (2]{7 + h2> T2 En +&n—1 (hg - Qk) =0,n2>2.

L’équation caractéristique est maintenant :
p(r) =ar* +br+c=0,

e o 2 cos(ph) 1o
cos(p
= — J— b =  etc= — — —.
% T n2 2 T o
14 4 . N XXXX1n .
Pour montrer la stabilité au sens de Von Neumann, il suffit d’apres (B. 7.74) de montrer que les deux racines du
polyndme p sont de module inférieur ou égal a 1. On note r; et ry ces deux racines (qui peuvent étre confondues)

et on distingue 2 cas :

a

1. lercas : Les racines de p ne sont pas réelles. Dans ce cas, on a || = |ro| = 7y et
c
Y= |7| <1,
a

car k > 0.

2. 2eme cas : Les racines de p sont réelles. Dans ce cas, on remarque que

&
T1T2:E <1,

. . . 2 2 cosph
et I’'une des racines, au moins, est donc entre —1 et 1 (strictement). De plus on a p(1) = i Tp >0
2 2 cos ph
etp(—1) = 72 + th > 0, I'autre racine est donc aussi entre -1 et 1 (au sens large).

. smm
On en déduit que le schéma (bﬁ42) est stable au sens de Von Neumann.

. lexo-paraljewodparabnonlin | R R . .
Exercice 32 page 88 : Discrétisation d’un probleme parabolique non linéaire

. . . . N 3 951 2! 38 E% N
On se propose, dans cet exercice, de montrer I’existence d’une solution faible au probleme (3.5.48)-(3.5.50), a
partir de I’existence de la solution approchée donnée par un schéma numérique. L’inconnue de ce probleme est la
fonction u de [0, 1] x [0, T dans IR, elle doit &tre solution des équations suivantes :

ou 0%o(u)
E(Lt) a2 (z,t) = v(x,t), z €]0,1], t €]0,T7, (3.7.76)
9p(u) p(u) 1 oy _
S (0,) = T (L 1) = 0, ¢ €]0, T, (3.7.77)
u(z,0) = uo(z), x €]0,1], (3.7.78)

ou @, v, T, ug sont donnés et sont t.q.
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3.7. CORRIGES DES EXERCICES CHAPITRE 3. EDP PARABOLIQUES
1. T >0,v e L*>(]0,1[x]0,T),
2. ¢ croissante, lipschitzienne de IR dans IR,
3. ug € L>=(]0,1]) et ©(ug) lipschitzienne de [0, 1] dans IR.

Un exemple important est donné par ¢(s) = ayssis <0, ¢(s) =0si0 < s < Letp(s) =az(s—L)sis> L,
avec aq, g et L donnés dans IR, . Noter pour cet exemple que ' = 0 sur |0, L[.

Les ensembles |0, 1] et D =]0, 1[x]0, T'[ sont munis de leur tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue sur cette
tribu.

123 i
On appelle “solution faible” de (E%?FS)—(E%S.SO) une solution de :

u e L*(]0,1[x]0, T]), (3.7.79)

3’¢ 82w —
/D(u(x,t)a(x,t) +p(ulz, 1)) 53 (2,1) + oz, 1)y (x, 1)) drdi + /]0’1[%(55)1/)(%0)‘195 =0, (3750

vy € Co' (IR?),

ou € 07241 (IRQ) signifie que 1) est une fonction de IR? dans IR deux fois continiiment dérivable par rapport i z,
une fois continiment dérivable par rapport a ¢ et t.q. g—w((), t) = gw (1,£) =0, pourtoutt € [0,T] et y(x,T) =0
x

pour tout x € [0, 1]}.

Question 1 (Solution classique versus solution faible)

Soitu € C?(IR* R); notons u, sa restriction a D =0, 1[x]0, T'[; notons que I'qn a bien u € L‘X’q ,1[x]0,T).
Suppos Ons gue u satisfait (b%TS) (B3:5.50), et montrons qu’alors u vérifie (b I5 52). Soit Y € C (R 2) Multi-
plions (3.5.48) par 1 et intégrons sur D. On obtient :
2
/ O )b, )t — / ) (o o, )t — / oz, )(z, t)dzdt. (3.7.81)
D 8t D 81'2 D
Par intégration par parties, il vient :
ou ! ! oY
— (z, )Y (x, t)dedt = | w(x, T)Y(x,T)dx — [ u(z,0)p(z,0)dx — | w(x,t)—(x,t).
Comme ¢ € C2'(IR?) on a donc (x,T) = 0 pour tout z € [0, 1] et comme u vérifie (5715.50), ona u(z,0) =
ug(z). On en déduit que
1
/ O (o, Dyt = — / o ()0, 0)d — / 9% oyl ). (37.82)

Intégrons par parties le deuxieme terme de (3.7.81) :

2 u U
[ T2 ot = [ PH 0, - 260

/ 92() (P 0 bt
D f

(0,2)4(0,¢)]dt

ox
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3.7. CORRIGES DES EXERCICES CHAPITRE 3. EDP PARABOLIQUES
et comme u vérifie (ﬁ%ﬁé), on a

o (u) 9o (u)
ox ox

En tenant compte de ces relations et en ré—intégrant par parties, on obtient :

9 8‘9(2“) (2, ), ) dedt = — /D go(u)(x,t)aawi?)(x,t)dxdt. (3.7.83)

En rempla16 sant dans (W&) et (%) dans @EFS 1), on obtient (b%?g)

Réciproquement, supposons que u satisfait ( .52), et soit ¥ continiment différentiable a support compact dans

(0,t) = (1,t) =0, t €]0,T7.

eqgfl
D. En intégrant (b.g.SZ) par parties et en tenant compte que ¥ et toutes ses dérivées sont nulles au bord de D, on
obtient :

u o (u
/D[ aat (z,t) + 8(;/;(2 (2,8) (o, )]t et = 0,6 € O (D).

eql23
Comme u est réguliere, ceci entraine que 1’équati on gbg’ﬁﬁ) est donc satisfaite par u.
On prend ensuite ¢ € C’%’l(]RQ), et on intégre (3.5.32) par parties. En tenant compte du fait que ¢ (z,T) = 0,

o o
pour tout x et %(O’ t) = %(1, t) = 0, pour tout ¢, on obtient :
1 T
—/ u(z, 0)y(z, 0 dx—/ % ( t)w(x t)dxdt+/ asg(“)(l (1, t)dt
0 0 i
T op(u (u)

—/ 3 (0,t)1(0,1) dt+/ o 2 ¥(z, t)dxdt+/ uo(z)(z,0)dz = 0.
0 T
En regroupant et en utilisant le fait que v satisfait (b.g.ZIS), on obtient :

830

50000, nde =0,

1 T 8@
/0 (uo(x)—u(x,O))i/)(m,O)dm—i-/o S8 (1, (1, )t ~

En choisissant successivement une fonction ¢y nulleenx = Oetx, = 1l puisnulleenz =lett =T et @ 3nulle
enz = 0 ett =T, on obtient que u satisfait la condition initiale (Bﬁi 50) et les conditions aux limites ( .5.49), ce
qui conclut la question.

Question 2 (Existence et unicité de la solution approchée)
Soitnn € {0,..., M — 1}. On suppose connu {u", i, = 1,..., N'}. On va prouver dans cette question I’existence
et Punicité de {u' ™', i = 1,..., N} vérifiant (3.5.54) (avec u’”rl = ut, u}(,frll =yt

1. L’application s +— s est strictement croissante, et par hypothése sur ¢, 1’application s — ap(s) est crois-
sante. La somme d’une fonction strictement croissante et d’une fonction croissante est strictement croissante.
D’autre part, comme ¢ est croissante, pour tout ¢(s) < ¢(0), Vs < 0, et donc limg_, o g4(8) = —00. De
méme, p(s) > ¢(0), Vs > 0, et donc lims_, ;o go(s) = +00. La fonction g, est continue et prend donc
toutes les Valeurs de Iintervalle | — 0o, +o00[. Comme elle est strictement croissante, elle est bijective.

2. L’équation (E I.5) s’écrit encore :

k .
galus) = ﬁ(ﬁi,l +W;41) +ul + kv, pourtouti =1,..., N,

avec a = h2 Par la question précédente, il existe donc un unique u; qui Vel‘lfhe %%ﬁe e%u%tlgn il suffit alors

de poser ¢ (u;) = w; pour déterminer de maniére unique la solution de (3.
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3.7. CORRIGES DES EXERCICES CHAPITRE 3. EDP PARABOLIQUES

3. Soitw' etw? € RY et soit w' = F(w') et w?> = F(w?). Par définition de F', on a :

z):ﬁ

k
(w;_, +w},,) — (Wi, +W;,)), pourtouti =1,...,N. (3.7.84)

7 [ ]’L2 [
Comme ¢ est monotone, le signe de w} — w? = p(ul) — p(u?) est le méme que celui de u} — u?, et donc
2k 2k
jub = 2 + 5 (w} = wd)| = luf = ] + 5w} = w?]. (3785)
Et comme ¢ est lipschitzienne de rapport L, on a
wi —w| = lo(u;) — (uf)| < Llu; — ],
d’ou: 1
Juf — | > 7 |wf —wfl. (3.7.86)
hi2l jphi22 hi23
On déduit done de (57-8%),B785) et(5786) que
1 2k ko, _ _ _ .
Z|w21 —w?| + ﬁ|wz1 —w?| < ﬁ(\le — Wi | + Wi — w?+1|), pourtouti =1,..., N.

On a donc

1 )
—— max |[w, — 2|, pourtouti =1,
h2 . i i
1+ SEL i=1,...,N

w; —w}| <

...,N.

d’ott on déduit que ||w! — w?| < C|jw' — W?||o avec C = ﬁ < 1. L’application F est donc bien
2kKL

strictement contractante.
4. Soit {ul ™, Si {ult i = 1,..
alors on remarque que (u?“)i:l,_,,]\; et (w;);=1,.. n vérifient 3.5
1,..., N. On en déduit que w = F(w).

5. Soit w = (w;)i=1,....N t.q. w = F(w). Montrer que pour tout

. egcld n .
., N'} est solution de (b.'{S.SZF) tw;, = o »+1h>i£)0urz € {1,...,N},

avec w; = w; pour i =

Par définition de F, on a F'(w) = w avec (,w) € RY xRN, a= (W;)iz1,.. N W = (W;)i=1,. N> tq.:

p(t;) = w;, pourtouts € {1,..., N},

2k k .

w; + ﬁwi = ﬁ(wi,l + wit1) +ul + kvl pourtouti =1,..., N. (3.7.87)
Comme F(w) = w, on a donc @; = w; et on obtient I'existence de ujt! = @; tel que w; = p(u™)
pour¢ = 1,..., N. Il suffit alo S dcelgemplacer w; et w; par w(u?“ dans (b. 7.8 /) pour conclure que {u?”,

i=1,..., N} est solution de (3.5.

%

. . L, n+l . eqcld
6. On vient de montrer dans les questions precedegtes que {ul™, 4 —\1, e 7J\{ } e.st solu 1grr1a%e B33 siet .
est solution de w = F'(w), out F est définie par (%.5.55 —— (35-56).

Comme F est une application strictement croissante, il existe un unique poinﬁeﬁgf W= F(w). Donc par
.5.54).

seulement si w défini par w; = @(ul™!

définition de F’ il existe une unique famille {u?“, t=1,..., N} solution de (

Question 3 (Estimation L>°(]0, 1[x]0, T'[) sur w)

La relation a démontrer par récurrence est clairement vérifiée au rang n = . bar ddéﬁnition de A. Supposons
qu’elle soit vraie jusqu’au rang n, et démontrons—la au rang n + 1. La relation (3:5.54) s’écrit encore :

ui+1 =U; + ﬁ(@(uijll) —o(u; H)) + ﬁ(@(“v;-:rll - QP(%'H)) +hku', i =1,..

Analyse numérique I, Télé-enseignement, M1 1 09
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3.7. CORRIGES DES EXERCICES CHAPITRE 3. EDP PARABOLIQUES

Supposons que i est tel que u "' = minj—; v u}"". Comme ¢ est croissante, on a dans ce cas : p(u]'"]') —

e(uf ™) > 0et plul! — w(u”*l) > 0, et on en déduit que minj—y .y u} "' > ul — kB d’ob, par hypothése
de récurrence, minj—;, . u"+1 > —A — nkB — kB. Un raisonnement similaire en considérant maintenant ¢
tel que u ™! = max;—; _n uj+1 conduit & : max;_1,__ N u?“ < ul + kB < A+ nkB + kB. On a donc
bien:—A — (n+ 1)kB < ul** < A+ (n+1)kB, pourtouti = 1,..., Nettoutn = 0,..., M.

On en déduit alors que |[u"™[| oo (j0,1) < Cug,v,7> AVEC Cyy v, 7 = A + BT.

Question 4 (Estim: im aflé)n de la dérivée p.r. a x de p(u))

En multipliant ( ) par u""‘1 et en sommant sur 7, on obtient 4,, + B,, = C,, avec
N 1 N nt1 n+1 n+1
u""‘ 2- n+1 B —_ Z o(ui™) = 2¢0(uy ™) + ‘p(ui-&-l ) n+1 et O Zvn n+1
) n — h2 n

i=1 i=1

2

g . ’ ., 2 .
En utilisant I'inégalité a* — ab = % — %, on obtient :

1 N
A, > QOp41 — Qp, AVEC Qypy = 7]6 E

En développant B,,, on obtient :

Bn:—i(ZMu?ff) P(ufth) "+1+Z ut )+ p(ul))urth).

Par un changement d’indice sur les sommes, on obtient alors :

N-1 N
Z wt ) = (N = Y (et + p(u))ui ).
=0 i=1
En tenant compte du fait que uj ™! = u}*, uﬁ,frll = u%", pour toutn = 0,..., M — 1, on obtient alors que :
] Nl
B, = 2 Z :L:ll (U?H))(U?jll - U:‘LH))-
i=1

En utilisant le caractere lipschitzien de (, on obtient la minoration suivante :
N—

Z (ufh) — p(ur )2,

I \/

Enfin, on majore C),

Bcu v, T
Cn < 0,U,
- h
L’égalité A,, + B,, = C,, entraine donc :

1= Be

0, T
Cnst = am + D (Pl —p(upt))? < =t
i=1
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3.7. CORRIGES DES EXERCICES CHAPITRE 3. EDP PARABOLIQUES
En sommant pour n = 0 a M — 1, et en notant que ap; > 0,0n obtient alors :

M—-1N-1 Be
+1 +1\\2 uo,v,T
Lhz Z Z Zl»l (U? )) < ],[; + Q.

n=0 i=1

N h .2 .
Il reste a remarquer que g < 55¢, -, 7 pour conclure que :

1

7CU07U7T)'

M—-1N-— h
> Z (i) = @i ™)* < Crp, avee O = Lewgur(B + 3

Question 5 (Estlmatlon de la dérivée p.r. a t de p(u))
Multiplions (3. g 54) par o(u ”+1) (ul) et sommons pour i = 1,..., N. On obtient :

A, + By, =Cy, (3.7.88)

N n+1 n n+1 —9 n+1 n+1
Uy — Uy ) o) + p(u)
avec A, = ZT(‘P(U?—H) _ ‘P(Ui , B, = _Z = +1 (@(u?+1) _

=1

)etCp, = Zv ul) — p(ul)).

En utilisant le caractere lipschitzien de ¢, on obtient la minoration suivante :

N—
LLZ Y o)), (37.89)

En développant B,,, on obtient :

N N
1 n n n n n n
By = =15 (Q_(p(uih) —o(u ™) (e ™) = p(u) + D J(—e(i ™) + (i) (e ™) — o (uf)).
=1 i=1
Par un changement d’indice sur les sommes, on obtient alors :
N-1 N
o (3 (o) — ) (i) — () + D0 (o) + () () — p(u) ).
i=0 i=1
En tenant compte du fait que uj ™' = uf*', witY = w}™, pour toutn = 0,..., M — 1, on obtient alors que :

B, hi Z upit) = e(ui ) (e(uh) — o(ui*h) = (p(ufyy) = e(up)).
i=1

b2

En utilisant a nouveau la relation a(a — b) > % — %, on obtient :

By > But1 — B, avecﬁn—2h2 Z ufpr) = e(uf))? (3.7.90)
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3.7. CORRIGES DES EXERCICES CHAPITRE 3. EDP PARABOLIQUES
Enfin, on majore C,, par :

1 Y N k
— ntly _ m))? >C—. 791
Cn < gz 2 (P14 — () +C;k_0h (3.7.91)
b b bn b
En utilisant (ba.n7.n8c8ni, (b??r.OSm9oi,a i%??r.gm()oi ertl (b??r.goml O},an obtient :
1 & k
- n+1 _ nY)2 _ < e
Sk g(so(uz ) = 9(ul)? + Bagr = B < O (3.7.92)
En sommant sur n, on obtient d’une part, en utilisant le fait que 3,, > 0 :
M-1 N i
o(u™) — p(u))? < 2LC= + 2LBok. (3.7.93)
1 (2 h
n=0 i=1

algerl
d’autre part, en utilisant que le fait que le premier terme est positif, on obtient par (b. 7(.92i une majoration sur 3y,

et donc sur 571 pour tout n < M :

ms%+m (3.7.94)

Il ne reste donc plus qu’a majorer 3y pour obtenir (3.5.58) et (3.5.59). Par définition, on a

N—-1
By = Z SD(U?) - 90(“?+1)
0~ . 2h2 '
=1
En utilisant le fait t lipschitzi t que la diffé tre u? et u? tenh btient %%59 A parti
n allSe%I& c a% quecpes .lpSC a%leenrrgee que a airrerence entre Ui (&) ’U,Z»+1 esten n, on oouen ( . )apar 1r
de (3:7.93) et (3.5.58) a partir de (3.7.94).

Question 6 Par définition de la fonction up, et gri’[}%ce au résultat de la question 3,on a :

t—nk (n+1

n+ 1Dk —t
a4 FDEZE

k

A

sup up(z,t) < ||u§ln)||oo

z€](i—1)h,ih| k
tenk,(n+1)k]

S Cug,v,T-

ce qui prouve que la suite (up)aren~ est bornée dans L>°(]0, 1[x]0,T'[). Comme ¢ est continue, on en déduit
immédiatement que (¢(up,))aprew+ est bornée dans L2°(]0, 1[x]0, 1))
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Chapitre 4

Meéthodes variationnelles

4.1 Exemple de problémes variationnels

4.1.1 Le probleme de Dirichlet

Soit 2 un ouvert borné de IRd, d > 1. On considere le probléme suivant :

—Au = f, dans €, _
{ u=0 surdf, (4.1.1)

ot f € C(Q) et Au = 0?u + 3u, ot I'on désigne par 9?u la dérivée partielle d’ordre 2 par raport a la i-éme
variable.

.di b.dirich
Définition 4.1 On appelle solution classique de (E I, ll) E&e fonction u € C? () qui vérifie (E I. Ilirlc
_ . h
Soitu € C?(£2) une solution classique de (E I. Ili reltcsmj ;@ cx Q‘Q ou C$° () désigne ’ensemble des fonctions

de classe C'*° a support compact dans 2. On multiplie ( par p eton 1ntegre sur {2 (on appellera par la suite ¢

“fonction test”) : on a donc :
| ~su@ptas = [ @)

Notons que ces intégrales sont bien définies, puisque Au € C(Q) et f € C(2). Par intégration par parties (formule
de Green), on a :

d
| ~sut@pta)a ;/ﬂ@()sﬁ()d

é/ﬂ@iu( dx+Z/ A - ny(s)p(s)dvy(s)

ou n; désigne la i-¢éme composante du vecteur unitaire normal a la frontiere OS2 de €2, et extérieur a €2, et dvy
désigne le symbole d’intégration sur 2. Comme ¢ est nulle sur 02, on obtient :

d
> /Q Oyu() Do) = /Q f(@)p(x)da

113
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4.1. EXEMPLE DE PROBLEMES VARIATIONNELS ~ CHAPITRE 4. METHODES VARIATIONNELLES
ce qui s’écrit encore :

/ Vu(z) - Vp(z)dr = / f(z)p(z)d. (4.1.2)
Q Q
Donc toute solution classique de (E.bl'.dl y Satisfait (he. I'.Zf)

Prenons maintenant comme fonction test o, non plus une fonction de C°(€2), mais une fonction de Hg (£2). On
rappelle que I’espace H{ (2) est défini comme I’adhérence de C2°(92) dans HY(Q) = {u e L?(Q); Du € L*(Q)},
ou Du désigne la dérivée faible de w, voir par exemple l | ()n rappelle que I’espace H'(€2) muni du produit

scalaire 4
(u,v) g :/u(m)v(x)dx+2/ Dju(x)D;v(x)dx (4.1.3)
Q — Ja

: . . . rezis
est un espace de Hilbert. Les espaces H' () et HE (£2) font partie des espaces dits “de Sobolev” (voir [T] pour une
introduction).
Si p € H} (), par définition, il existe (¢, )nenw C C°(Q) telle que

©n — @ dans H' lorsque n — +o0,

Soit encore
len — @l = llen — @32 + Z |Dign — Ditpl72 — 0 lorsque n — 400

Pour chaque fonction ¢,, € C2°(£2) on a par (&l 1.2):
N
Z/ Oiu(x)0spn (x)dx = / f(@)pn(x)dz, Vn € ]N.
i=17% Q

Or la i-eme dérivée partielle 0;p,, =

0
8%1 converge vers D, dans L? donc dans L? faible lorsque n tend vers oo,
£

et o, tend vers o dans L?(€2). On a donc :

/Bu Oion(x dx—>/8u (x)dx lorsque n — 400

et

f(x)g)"(x)dx — | f(z)p(x)dx lorsque n — +oo.
. Q
L’égalité (hﬂrg est donc vérifiée pour toute fonction p € HJ(£2). Montrons maintenant que si u est solution
classique (ETD—alﬁs u € HE(Q). En effet, si u € C?(Q), alors u € C(Q) et donc u € L?(2); de plus
dyu € C(Q) donc d;u € L?(£2). On a donc bien u € H'(€). Tl reste 2 montrer que u € H}(2). Pour cela on
rappelle (ou on admet . . .) les théorémes de trace suivant :

Théoreme 4.2 (Existence de I’opérateur trace) Soit ) un ouvert (borné ou non borné) de R d> 1, de frontiére
0N lipschitzienne, alors ’espace C°(Q) des fonctions de classe C> et a support compact dans ) est dense
dans H'(S)). On peut donc définir par continuité ’application “trace”, qui est linéaire continue de H*(S2) dans
L?(0N2), définie par :

Y(u) = uloq siu € CF(Q)
et par

Y(u) = lm y(uy)sive€ HY(Q), u= lim u,, ot (up)new C C2(Q).

n—-—+00 n—-—+00
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4.1. EXEMPLE DE PROBLEMES VARIATIONNELS CHAPITRE 4. METHODES VARIATIONNELLES
Dire que I’application (linéaire) 7y est continue est équivalent a dire qu’il existe C € Ry tel que

7wl 2200y < Cllull (o) pour tout w € H (). 4.1.4)
Notons que y(H'(Q)) C L?*(Q), mais y(H'()) # L?(9S). On note H/2(Q) = v(H(Q)).

Remarquons que si € est un ouvert borné, alors ) est compactet donc toutes les fonctions C> sont & support
compact dans €.

Théoreme 4.3 (Noyau de ’opérateur trgﬁg% ‘%‘-ﬁiatc%l”” ouvert borné de R? de frontiere O lipschitzienne, et v
l’opérateur trace défini par le théoreme (B.2). Alors

Kery = H}(Q).

Siue rC’ai@) est une solution classique de (E."bll—.(%)l,r—é%}s ~v(u) = u|pq = 0 donc u € Ker~, et par le théoréme
&Bmve que u € H} (). L dirien ot

Nous avons ainsi montré que toute solution classique de (&fﬂ—véﬁﬁe u € H(} (Q) et I’egalité (h_?l'—.Z). Cette
remarque motive I’introduction de solutions plus griérales, qui permettent de s’affranchir de la régularité C?, et
qu’on appellera “solutions faibles”.

b.dirich
Définition 4.4 (Formulation faible) Soit f € L?(0), on dit que u est solution faible de (E. n)) St est solution

de
u € HYHQ),

)
N
;;;”K;l)z ( )l)L@( )d /g(f( )@( )d Vo e }Jo(gn

cont.trace

eq.faible

b.dirich
Définition 4.5 (Formulation variationnelle) Soir f € L?(Q)), on dit que u est solution variationnelle de (E. N

si u est solution du probleme de minimisation suivant :

u € HE(Q)

J(u) < J(v) Yove HH Q) (4.1.6)

1
avec J(v) = 5/ Vo(z) - Vo(z)dz —/ f(x)v(z)dx,
Q Q
ou on a noté : .,
/ Vu(z) - Vo(z)de = Z/ Du(x)D;p(x)d.
Q P}
. L. . eg.faibl .var .

On cherche a montrer ’existence et 1’unicité de la solution de (h. [.5) et (ﬁ. [.6). Pour cela, on utilise le théoréeme
de Lax-Milgram, qu’on rappelle ici :

Théoreme 4.6 (Lax-Milgram) Soir H un espace de Hilbert, soit a une forme bilinéaire continue coercive sur H
etT € H'. Il existe un unique élément u € H tel que a(u,v) = T (v) pour tout v € H. De plus, si a est symétrique,
u est 'unique solution du probleme de minimisation suivant :

u € H,
{J(u)g.](v), “4.1.7)

ou J est définie de H dans RY par:
1
J(v) = §a(v, v) — T(v). (4.1.8)
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4.1. EXEMPLE DE PROBLEMES VARIATIONNELS CHAPITRE 4. METHODES VARIATIONNELLES

Démonstration :

— Si a est symétrique 1’existence et I’'unicité de u est immédiate par le théoreme de représentation de Riesz (car
dans ce cas a est un produit scalaire, et la forme linéaire définie par ¢ — [, f(x)p(z)dx est continue pour la
norme associée a ce produit scalaire.).

— Si a est non symétrique, on considere 1’application de H dans H, qui a u associe Au, défini par :

(Au,v) = a(u,v) Yv € H.
L’application qui a u associe Aw est linéaire continue, et
(Au,v) < a(u,v) < Mlull||v]

car a est continue. D’autre part, par le théoréme de représentation de Riesz, on a existence et unicité de iy € H
tel que T'(v) = (v, v), pour tout v € H. Donc w est solution de a(u,v) = T'(v),Vv € H si et seulement si
Awu = 1). Pour montrer I’existence et I’unicité de u, il faut donc montrer que A est bijectif.

Montrons d’abord que A est injectif. On suppose que Au = 0. On a (Au,u) > a|ul|? par coercitivité de a et
comme || Aul| ||v|| > (Au,v), on a donc :
[Aull = allul,

En conclusion, si Au = 0= u = 0.

Montrons maintenant que A est surjectif. On veut montrer que AH = H. Pour cela, on va montrer que AH
est fermé et AH T = {0}. Soit w € AH ; il existe alors une suite (v, )new C H telle que Av,, — w dans H.
Montrons que la suite (v, )peN converge dans H. On a :

[Avn — Avm || = [[A(vn — vm)|| = aflvn — vl

donc la suite (v, )nen est de Cauchy. On en déduit qu’elle converge vers un certain v € H. Comme A est
continue, on a donc : Av,, — Av dans H, etdonc w = Av € AH.
Montrons maintenant que
AH" = {0}
Soitvy € AHT, comme a est coercive, on a :

oz||v0H2 < a(vg,vo) = (Avg, vg) = 0,

7z . _ . T _
on en déduit que vy = 0, ce qui prouve que\AH = {0}. . - ) bomin . .. .
Pour conclure la preuve du théoréme, il reste a montrer que si a est symétrique, le probleme (4.1.7), qui s’écrit :

u € H,
“4.1.9)
J(u) < J(v), Yv € H,

est équivalent au probleme
u € H,

(4.1.10)

a(u,v) =T(v), Vv e H.
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4.1. EXEMPLE DE PROBLEMI::ShVARIATIONNELS CHAPITRE 4. METHODES VARIATIONNELLES
Soit u € H solution unique de (#.T-10). Soit w € H, on va montrer que J (u + w) > J(u).

1
J(u+ w) =§a(u+w,u+w)—T(u—|—w)

1 1 1
= Sa(u,u) + 5 [a(u,w) + a(w,w)] + So(w,w) = T(w) — T(w)

1 1
= ia(u,u) + §a(w,w) +a(u,w) = T(u) — T'(w)

1 «
= J(u) + ja(w,w) = J() + 5 w]?
Donc J(u + w) > J(u) sauf si w = 0. ]
. . eg.faibl .var
Montrons qu’on peut appliquer le théoreme de Lax Milgram pour les problemes (h. [.5)et i&. I.6).

b.dirich
Proposition 4.7 (Existence et unicité de la solution de (E. D) St f € L2(Q), il existe un unique u € HE(Q)
solution de (B.1.5) et (&.1.6).

Démonstration : Montrons que les hypothéses du théoréme de Lax Milgram sont vérifiées. L’espace H = H{ ()
est un espace de Hilbert. La forme bilinéaire a est définie par :

N
a(u,v) = /QVu(x) - Vo(z)dz <— Z/{)Dm(x)Dm(x)dm) ,

et la forme linéaire 7" par :

T(v) = / f(z)v(x)dx.
Q
Montrons que T' € H'; en effet, la forme T est linéaire, et on a :

T(v) < [Ifllz2llvllez < [ Flzelloll e
On en déduit que T est une forme linéaire continue sur H} (€2), ce qui est équivalent a dire que T € H 1 (2) (dual
topologique de HE(Q)).
Montrons maintenant que a est bilinéaire, continue et symétrique. La continuité de a se démontre en écrivant que
a(u,v) = / Vu(z) - Vo(z)dr < ||Vullp2||Vvl L2
Q
< [l vl

Les caracteres bilinéaire et symétrique sont évidents. Montrons maintenant que a est coercitive : en effet,

N
a(v,v) = /QVv(x) -Vo(z)dr = ;/{lDiv(x)Div(a:)dx > WHUH%M

L L . . . inepoilhnepoin . . .
par ’inégalité de Poincaré (voir note page % page b?. Comme T € H' et comme a est linéaire, continue, coercitive
done le %Ialégliéeme de Lax Milgram s’applique : on en conclut qu’il existe une unique fonction u € Hg (£2) solution
de (&. [.5) et comme a est symétrique, u est 1’unique solution du probléme de minimisation associée. ]
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4.1. EXEMPLE DE PROBLEMES VARIATIONNELS CHAPITRE 4. METHODES VARIATIONNELLES

Définition 4.8 (Solution forte dans H2) Soit f € L2(9), on dit que u est solution forte de F.1-1) dans H? si
u € H2(Q) N HY(Q) vérifie - Au = f dans L*(Q).

b.dirich
Remarquons ye cﬂ i ggt solution forte C? de (&.1.1), alors u est solution forte H2. De méme, si u est solution
forte H? de (%. [.T) alors u est solution faible de (4.1.1). Les réciproques sont fausses. On admettra le théoreme
(difficile) de régularité, qui s’énonce de la maniere suivante :

heo.requld2 | Théoreme 4.9 (Régularité) Soit Q un ouvert borné de R?. On suppose que Q a une frontiére de c1a‘gs% iCr'zi,cgu

que ) est convexe a frontiere lipschitzienne. Si f € L?(S2) et si u € HE(Q) est solution faible de (#.1.1), alors
w € H2(Q). De plus, si f € H™(Q) alors u € H™2(Q)

Remarque 4.10 (Différences entre IE%nééitrhloc(Les de discrétisation) Lorsqu’on adopte une discrétisation par différences

finies, on a directement le ﬁ"léllé{'}‘%ﬁ .1.1). Lorsqu’on adopte une méthode de volumes finis, on discrétise le “bi-

lan” obtenu en intégrant ( J.1) sur chaque maille. Lorsqu’on utilise une méthode variati ézneygigpediscrétise la

formulation variationnelle (4.T. flans le cas c{e lq(méthode de Ritz, la formulation faible (%. [.5) dans le cas de la
sec—ritzgalerkin

méthode de Galerkin, voir section 4.2. oo faible
Remarquons également que dans la formulation faible, (h. [.5), les conditions aux limites de Dirichlet homogeéenes
u = 0 sont prises en compte dans l'espace u € H}(Q), et donc également dans I’espace d’approximation Hy.

Pour le- plioblemf.z de Neumgnneétgm%n one, lg% gggg%@gg.g aux limites ne sont pas explicites dans I’espace fonction-
nel, voir a ce sujet [’exercice bZ page %39.
4.1.2 Probleme de Dirichlet non homogene

On se place ici en dimension 1 d’espace, d = 1, et on considere le probleme suivant :

u'=f sur]0,1]

u(0) = a, (4.1.11) |pb.1ldcldnh

u(1l) = b,

ou a et b sont des réels donnés. Ces conditions aux limites sont dites de type Dirichlet non homogene ; comme
a et b ne sont pas forcément nuls, on cherche une solution dans H*() et non plus dans H{ ((€2)). Cependant,
pour se ramener a I’espace Hg (£2) (en particulier pour obtenir que le probléme est bien posé grice au théoréme de

Lax Milgram et a la coercivité de la forme bilinéaire a(u,v) = / Vu(z)Vo(x)dr sur H} (), on va utiliser une
Q

technique dite de “relevement”. On pose : u = ug + u ol ug est définie par :
uo(x) =a+ (b—a)z.

On a en particulier uo(0) = aetup(l) = b. On a alors u(0) = 0 et u(1) = 0. La fonction u vérifie donc le

systeme :
_ﬂ// = f?
u(0) =0,
u(l) =0,

. . . . - . . . |sec.diriclseltodirich.hom
dont on connait la formulation faible, et dont on sait qu’il est bien posé (voir paragraphe #.T.T page T13). Donc il

existe un unique v € H'(Q) vérifiant u = ug + u, ou u € Hg (£2) est I'unique solution du probleme

1 1
/Oﬂ’v’:/() fv Vv e Hg(]0,1])
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4.1. EXEMPLE DE PROBLEMES VARIATIONNELS CHAPITRE 4. METHODES VARIATIONNELLES
De maniére plus générale, soit uy € Hy ,(]0,1)) = {v € H'; v(0) = aetv(l) = b}, et soit & € Hy(]0,1])
I’unique solution faible du probléme :

_U’H - ul + fa
u(0) =0,
a(l) =0.

b.1ldcldnh
Alors % + u; est I’'unique solution faible de (ﬁ. I Ici, C'est—adire la solution du probléme
u€ H} (]0 1)),
/ dx—/ F@)o(@)da, Yo € HL(0,1]).

1 5 N .. . . exo-rellexro-relev
Remarque 4.11 1l est facile de montrer que u ne dépend pas du relévement choisi (voir exercice B6 page )

Considérons maintenant le cas de la dimension 2 d’espace : d = 2.
Soit € un ouvert borné de IRd, considere le probleme :

—Au = f dans _

Pour se ramener au probleme de Dirichlet homogene, on veut construire un relevement, c’est a dire une fonction
ug € HY(Q) t.q. v(ug) = g ol v est 'application trace. On ne peut plus le faire de maniere explicite comme en
dimension 1. En particulier, on rappelle qu’en dimension 2, I’espace H*(£2) n’est pas inclus dans 1’espace C(<2)
des fonctions continues, contrairement au cas de la dimension 1. Mais siona g € H'/ 2(89) on sait qu’il existe
up € HY(Q) tel que g = y(up). On cherche donc v, sous la forme u = @ + ug avec u € H}(Q) etug € H(Q)
telle que v(ug) = g. Soitv € H}(Q) ; on multiplie (E‘I—TZ)Wt on intégre sur §2 :

/Q—Au(:c)v(x)d:c:/Qf(x)v(ac)dx
/Q Va(a)Vo(z)de — /Q F@)o(@)dz

c’est—-dire :

Comme © = ug + u, on a donc :

u e Hy(Q),

/ Vii(2) Vo(z)dz = / f(@)o(a)dz - / Vo (2)Vo(z)de, Yo € HA(Q) (4.1.13)
Q Q

En dimension 2, il n’est pas toujours facile de construire le relevement ug. Il est donc usuel, dans la mise en oeuvre
des méthodes d’approximati 0, (par exemple par éléments finis), de servir de de la formulation suivante, qui est
équivalente a la formulation (&I [.13)"

u € {ve HY(Q);y(v) = g sur 0Q}

/Vu YVo(x daz—/f r)dr Ywve Hy(Q). 4119

Analyse numérique I, Télé-enseignement, M1 1 l 9 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 17 avril 2010



4.1. EXEMPLE DE PROBLEMES VARIATIONNELS CHAPITRE 4. METHODES VARIATIONNELLES
4.1.3 Probleme avec conditions aux limites de Fourier

On considere ici le probleme de diffusion avec conditions aux limites de type “Fourier” (ou “Robin” dans la
littérature anglo-saxonne).

—Au = f dans , ;
{ Vu-n + A= 0 sur 99, (4.1.15) |pb.fourier

1. Q est un ouvert borné de IRd, d =1, 2 ou 3, et 9N sa frontiére,

2. feC*Q),

3. n est le vecteur unitaire normal a 9S2, extérieur a €2,

4. A(x) > 0,Vz € 01, est un coefficient qui modélise par exemple un transfert thermique a la paroi.

Suppo ons.qu’il il ex1ste u € C?(Q) vérifiant (E I, IOSUi rSl((a)lrt © € C°°() une “fonction test”. On multiplie formelle-
ment (% [.15) par cp et on integre sur €.
Au x)dx = / flx

On obtient :
/ Vu(z)Ve(@)de — | Vu() - n(z)p(x)dy(z) = / f(@)o(z)dz
Q o0 Q

Par intégration par parties, on a alors

Notons que la fonction ¢ qui n’est pas a support compact, et que la condition aux limites :
Vu-n=-u

va donc intervenir dans cette formulation. En remplagant on obtient :

/Vu(x) : V(p(x)dx—i-/ u(zx) / f(@)p(z)dr, ¥ p € C(Q).
Q a0
Par densité de C*°(Q2) dans H'(£2), on a donc également
/ Vu(z) - V(x)dz +/ Au(x / f(@)p(x)dz, ¥ o € H(Q).
Q o0

Définition 4.12 (Solution faible) On dit que u est solution faible de (E. IT5) st u est solution de :

u € HY(Q),

/Vu(m) Vo) +de | A@)u(z)o(z)de = / F@)o(z)de Vo e HY(Q). (4.1.16) [££. fourier

Q a9

On peut remarquer que sous les hypotheses :
FEL?), A€ L™ (09),

£f. fouri
toutes les intégrales de (h. IT6) sont bien définies. (On rappelle que si ¢ € L2(2) et € L%(R), alors 1) €
LH(Q)).
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4.1. EXEMPLE DE PROBLEMES VARIATIONNELS CHAPITRE 4. METHODES VARIATIONNELLES

Pour vérifier que le probleme (h LI LI 6) est bien posé, on a envie d’appliquer le théoreme de Lax-Milgram. Définissons
pourcelaa : H*(Q) x H'(2) — IR par:

a(u,v) = /QVu(x) . Vv(:z:)der/)\(x)u(o:)v(:r)das. (4.1.17)

Il est facile de voir que a est une forme bilinéaire symétrique. On peut donc lui associer une forme quadratique
définie par :

1
E(v) = 5/ Vo(z) - Vu(z)dx —|—/ Mx)v? (x)dry(z) —/ flz)v(z)d. (4.1.18)
Q o0 Q
b. fouri
Définition 4.13 (Solution variationnelle) On dif que u est solution variationnelle de (E. I IOSHi rs;%rvériﬁe :

u € HY(Q),
{ E(u) < E(v),Vv € H'(Q), (4.1.19)
oit E est défini par (FL18).

£
Lemme 4.14 On suppose que \ € L°°(0Q). Alors la forme bilinéaire définie par (a. o.u7) est continue sur
HY(Q) x HY(Q).

Démonstration : On a :

a(u,v) :/QVu(x)Vv(x)da:+ AMz)u(x)v(z)dy(z)

oQ
< IVull2@) IVvllzzie) + A= 00) lullL200) vl L2(a0) -
L. R theo.tracel = N . cont .trace
Or par le théoreme de trace (théoréme h.Zi, et plus particulierement grace a la continuité de la trace (h. [.4),0ona
lullr200) < Cllullm (@)

On en déduit que
a(u,v) < M|jul| g [|v]|

avec M = 1+ C?||\|| = (02). Donc a est bilinéaire continue [
Lemme 4.15 Soit A € L>(09Q) tel qu’il existe A > 0 tel que N(x) > A p.p. sur OSL. Alors la forme bilinéaire a

définie par (A.1.17) est coercitive :

Montrons qu’il existe o > 0 tel que a(v,v) > 2, pour tout v € H' ot

a(v,v) = /QVU(:B) : Vv(x)da:—&—/ga(a:)v%x)d’y(x).

Attention, comme v € H'({2) et non H (), on ne peut pas écrire I’inégalité de Poincaré, qui nous permettrait de
minorer [ Vu(z).Vov(z)dz. On va montrer ’existence de « par 1’absurde. On suppose que a n’est pas coercive.

Dans ce cas : c’est-a-dire que :
Ya>0,3veH (Q);a(v,v) < alv|?
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4.1. EXEMPLE DE PROBLEMES VARIATIONNELS CHAPITRE 4. METHODES VARIATIONNELLES
1

e

On a donc en particulier, en prenant o« =

1
VneN, Jou, € Hl(Q);a(Umvn) < ﬁ“”nH%ﬂ

Dans cette derniere assertion, on peut prendre v,, de norme 1, puisque I’'inégalité est homogene de degré 2. On a
donc :

1
vn € N, 3w, € H'(Q); [[onll a1 @) = 1 a(vn, v,) < o

Or, par le théoreme de Rellich, toute suite bornée (v, )new de H'(Q), est relativement compacte dans L2(2).
Comme on a ||vy, || 1 (o) = 1, il existe donc une sous-suite encore notée (vy,)pew C H'(12) telle que v,, converge
vers v dans L?(£2) lorsque n tend vers +oc.

De plus, comme :

a(Vp,vp) = /Qan(x).an(x)dx + /89 Un () v (z)dz < % — 00 lorsque n — o0,

On en déduit que, chaque terme étant positif :

Vo (). Vo, (2)de —p 400 0 (4.1.20)
Q

et
/ On(2)vn (z)dr —,, o 0 (4.1.21)
[219)

On a donc : Vv, — 0 dans L?() lorsque n — +o00. On en déduit que
/ Oivn (z)pdx — 0 lorsque n — 400, pouri =1,...,d.
Q
.. . . . deriveefaible
Donc par définition de la dérivée faible (voir note page bS ), ON a aussi

/ Un(2)0;p(x)dz — 0 lorsque n — +o0.
Q

Comme v,, — v dans L?({2) lorsque n — +00, on peut passer  la limite ci-dessus et écrire que / v(x)0;p(z) =
Q

0. On en déduit que Ja.dérivée faible D;v existe et est nulle dans Q. La fonction v est donc constante par composante
connexe. Mais par (4.1.21), on a v = 0 sur 912, et la trace d’une fonction constante est la constante elle-méme. On
a donc

v = 0 dans 2.

On a ainsi montré que
Djv, — Djvetv, — v = 0dans L?(Q) lorsque n — 400.

Donc v, — 0 dans H'(Q2) lorsque n — +00, ce qui contredit le fait que ||v;,||f1(q) = 1. On a ainsi montré la
coercivité de a. n

Proposition 4.16 Soir f € L?(Q) et ) € L) t.q. A > A p.p. avec A > 0 alors il existe un unique w solution
de (E. I.16) qui est aussi I’unique solution de (h. [.19).
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4.1. EXEMPLE DE PROBLEMES VARIATIONNELS CHAPITRE 4. METHODES VARIATIONNELLES
4.1.4 Condition de Neumann

L. . R b.fourier . R
Considérons maintenant le probleme (E. [-T5) avec A = 0, on obtient le probleme :
—Au = f, dans

0

U
0% 0 sur o0(5E rvmare]
on

qu’on appelle probleme de Dirichlet avec conditions de Neumann homogenes. En intégra Holang{lf%ﬂ%l%énre équation
du systeme, il est facile de voir qu’une condition nécessaire d’existence d’une solution de (4.1.4) est que :

/Q,Au(x)dw _ /m %(z)dm . /Qf(x)dx ~0

Si la condition aux limites de Neumann est non-homogene : — = g, la condition de compatibilité devient

on
| @iz [ g@in =o.

Remarquons que si o = 0, la forme bilinéaire est
a(u,v) = / Vu(z) - Vo(x)de,
Q

. . L. . . b.neumann X .
et que celle-ci n’est as coercive sur H(Q). De fait, il est clair que la solution de (E. [.4) n’est pas unique, puisque
si u est solution %( _1.4) alors u + c est aussi solution, pour tout ¢ € Ill:oi Pour éviter ce probléme on va chercher
. .neumann < .neumann’
les solutions de (#.1.4) a moyenne nulle. On cherche donc a résoudre (4.1.4) dans 1’espace

H:{UGHl(Q);/v(z)dx:O}

Q

On admettra que a est coercive sur H (ceci est vrai grace a I’inégalité de Poincaré—Wirtinger'. Le probléme
u € H,
a(u,v) = /fv Vv € H,

admet donc une unique solution.

4.1.5 Formulation faible et formulation variationnelle.

Nous donnons ici un exemple de probleme pour lequel on peut établir une formulation faible, mais pas variation-
nelle. On se place en une dimension 1’espace N = 1, et on considére 2 =]0, 1[ et f € L2?(]0,1[). On s’intéresse
au probleme suivant (dit “d’advection diffusion”) :

—u" +u' = f, dans |0, 1] :
{diimls

I inégalité de Poincaré—Wirtinger s’énonce de la fagn suivante : soit £ un ouvert borné de IR de frontiére lipschitzienne, alors il existe
C' € R4, ne dépendant que de €2, ©, tel que pour tout u € H'(Q2),ona:

Il 2y < Ol g+ 20m(@) ([ u(w)d)?
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Cherchonj une formulation faible. Par la méme méthode qu’au paragraphe Eclb Iut;nuclﬁl Olllgllf” v € HYQ), on

multiplie (4.1.5) par v et on integre par parties :

/Qu’(x)v’(x)da:—&—/u’(x)v(az)dx: Qf(x)v(x)dx

Q

11 est donc naturel de poser :

a(u,v):/Qu’(ﬂc)v’(x)clav—|—/Q "(z)v(z)dz, et T(v /f

Il est évident que T est une forme linéaire continue sur H} () (c’est a dire T € H~1(£2)) et que la forme a est
bilinéaire continue, mais pas symétrique. De plus elle est coercive : En effet, on a :

a(u,u):/Qu’z(;v)dw—i-/ﬂu'(x)u(x)dx

1
= / u?(x)dx —|—/ —(u?) (x)dx
Q 0?2
Or, comme u € H(£2), on a u = 0 sur 9N et donc /(u2)’(x)dx = u?(1) — u*(0) = 0. On en déduit que :
Q

1
inepoin
a(u,u) = / (u)?, et par Iinégalité de Poincaré (voir page bﬂ on conclut que a est coercive sur H{(£2). On en

0
déduit par le théoréme de Lax Milgram, 1’existence et I’unicité de u solution du probleme :

u € Hy(]0, 1)) )
/ (u () (z) + v/ (z)v(z))dx = / f(x)v(z)dx
0 0

4.2 Meéthodes de Ritz et Galerkin

4.2.1 Principe général de la méthode de Ritz

On se place sous les hypotheses suivantes :
H est un espace Hilbert
a est une forme bilinéaire continue coercitive et symétrique (4.2.22)
TeH

On cherche a calculer u € H telle que :

a(u,v) = T(v), Yv e H,

151 revient a calculer v € H solution du probleme du probleme de minimisation (E I, 7i avec J définie par

'&[ I.8). L’idée de la méthode de Ritz> est de remplacer H par un espace Hy C H de dimension finie (ou
P p P

dim Hy = N), et de calculer u solution de

unN € HN
{ J(uy) < J(v),  Yve€ Hy, (4.2.23)

en espérant que u soit “proche” (en un sens a définir) de w.

2Walter Ritz, né le 22 février 1878 a Sion et mort le 7 juillet 1909 & Géttingen, est un physicien suisse. Il a inventé la méthode dite “de Ritz”
dans le cadre du calcul des valeurs propres de l’op'l'(;%rateur bi-harmonique
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exuniritz

1he(%r(Hne 4.17 Sous les hypothéses (KL 7 22), si Hy est un s.e.v. de H et dim Hy < +oo alors le probléme
admet une unique solution.

Démonstration : Puisque H est un espace de dimension finie inclus dans H, c’est donc aussi un Hilbert. On
eut do@c appliquer le théoreme de Lax Milgram, et on en déduit I’existence et I’unicité de uy € Hy solution de
, qui est aussi solution de :

unN € f{N,
a(un,v) =T(v), Yve Hy.

exuniritz
Nous allons maintenant exposer une autre méthode de démonstration du théoreme h.l 7, qui a I’avantage d’étre
constructive, et qui nous permet d’introduire les ic}ég? @ngcipales des méthodes numériques envisagées plus loin.

Comme ’espace Hpy considéré dans le théoréme est de dimension N, il existe une base (¢1,...,dn) de
N

Hy. Siu € Hy, on peut donc développer u = Z u;¢;. On note :
i=1

U= (u,...,uy)' € RY

L application & qui & u associe U est une bijection de H dans IR” . Posons j = .J o £~!. On a donc :

L (X N N
u) = 5a (Z Ui¢i7zui¢i> -T <Z Ui¢i>
i=1 =1 i=1
NN N
=3 Z Z“zuﬂ biy ¢j) — ZUiT(¢i)'
i=1

i=1 j=1

On peut donc écrire J(u) sous la forme :
1
J(u) = §UtICU - U'G =jU),

itzN
ou K € MMV (IR) est définie par K;; = a(e;, ¢;), et ot G; = T(¢h;). Chercher u solution de (E.rzl.ZSZ ) est donc
équivalent a chercher U solution de :

UecRY,
{ J(U) <j(v), vveRN. (4.2.24)

ou 1
iV)=3V'KV - V'g. (4.2.25)

11 est facile de vérifier que la matrice K est symétrique définie positive. Donc j est une fonctionnelle quadratique
sur RY, etonad nc, existence et unicité de U € RY tel que j(U) < j(V) VV € RY.Lasolution du probleme
de minimisation (4.2.24) est aussi la solution du systeme linéaire XU = G ; on appelle souvent K la matrice de
rigidité.
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Pro ggirtion 4.18 (Existence et unicité de la solution du probleme de minimis tgon) .Soit j = RY — IR définie
par (A.2.25). 1l existe un unique u € RY solution du probleme de minimisation (4.2.24).

Démonstration : Ceci est une conséquence du résultat général de minimisation dans IR™" (voir cours de licence).
n

Résumé sur la technique de Ritz.

1. Onsedonne Hy C H.
2. On trouve une base de Hy.

3. On calcule la matrice de rigidité KC et le second membre G. Les coefficients de X sont donnés par K;; =
a((bia (bj ) .
4. On minimise j par la résolution de KV = G.
N
5. On calcule la solution approchée : uN) = Z Ui ;.
i=1
On appelle Hy I’espace d’approximation. Le choix de cet espace sera fondamental pour le développement de la
méthode d’approximation. Le choix de H y est formellement équivalent au choix de la base (¢;);=1...y. Pourtant,
le choix de cette base est capital méme si (") ne dépend que du choix de Hy et pas de la base.

Choixdelabase Un premier choix consiste  choisir des bases indépendantes de NV c’est a dire { base de Hy 11} =
{basede Hy} U {¢pn+1}. Les bases sont donc emboitées les unes dans les autres. Considérons par exemple
H = H'(]0,1]), et I'espace d’approximation :

Hy = Vect{1,X ..., XxN71}

Les fonctions de base sont donc ¢; = X*~!, i = 1,..., N. On peut remarquer que ce choix de base améne a une
méthode d’approximation qui donne des matrices pleines. Or, on veut justement éviter les matrices pleines, car les
systemes linéaires associés sont coliteux (en temps et mémoire) a résoudre.

Le choix idéal serait de choisir une base (¢;)i = 1,..., N de telle sorte que

a(pi, ;) = Nidij
N lsii=j
055 = { ) oo 4226)

N
) . T(¢; .
On a alors K = diag(A1,...,An), et on a explicitement : uN) = E ((@))qﬁi. Considérons par exemple le
alw:. o
X . b.dirich R : i1 ¢ g o
probléeme de Dirichlet (4.1.T) Si ¢; est la i-eme fonction propre de I’opération —A avec conditions aux limites
de Dirichlet associée a A;, on obtient bien la propriété souhaitée. Malheureusement, il est rare que 1’on puisse

connaitre explicitement les fonctions de base ¢;.

Un deuxieme choix consiste a choisir des bases dépendantes de N. Mais dans ce cas, la base de Hy n’est pas
incluse dans celle de H ;. La technique des éléments finis qu’on verra au chapitre suivant, est un exemple de ce
choix. Dans la matrice /C obtenue est creuse (c’est a dire qu’un grand nombre de ses coefficients sont nuls). Par
exemple, pour des éléments finis appliqués a un opérateur du second ordre, on peut avoir un nombre de coefficients
non nuls de I’ordre de O(V).
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>c.convritz

consisritz

b.cvece.ritz

e
Convergence de I’approximation de Ritz Une fois qu'onaca culé v solution de (&2%24), il faut se préocupper
de savoir si (") est une bonne approximation de u solution de (#.2.1), ¢’est & dire de savoir si

(N)

u'") — wulorsque N — +o00

Pour vérifier cette convergence, on va se servir de la notion de consistance.

yd o . h ritz . . . . .
Définition 4.19 (Consistance) Sous les hypotheses (h.%.ZZi, on dit que I’approximation de Ritz définie par I’es-
pace Hy C H avec dim Hy = N < 400 est consistante si d(H, Hy) tend vers 0 lorsque N — ~+00, ¢’est
dire d(u, HN) —n_ o 0, Vu € N ou encore ir}f lu —v]| =N joo 0, Vu € H.

veEHN

Lautre notion fondamentale pour prouver la convergence est la stabilité, elle méme obtenue grace a la propriété de
coercivité de a. Par stabilité, on ente %estimation a priori sur la solution approchée u(™) (avant méme de savoir si
elle existe), out u™) est solution de (4.2.24) ou encore de :

a(uN),v) =T(v) Yve Hy
(4.2.27)
U(N) € Hy

On a I’estimation a priori suivante sur uy :

h}f? it
Proposition 4.20 (Stabilité) Sous les hypotheéses du théoreme K. .rl, ona:

HU(N)HH < ||T||H’.
T«

Démonstration :
Le caractere coercif de a nous permet d’écrire :

a||U(N)||2 < a(u(N),u(N)).
Or comme u™) est solution de (&@Tﬁg‘% a:

a(u(N)7u(N)) - T(U(N)).
Comme T’ est linéaire continue, on obtient

T(u™) < 1T prl|ut™ | -

Théoréme 4.21 (Lemme de Céa®) Soit H un espace de Hilbert réel, et a une forme bilinéaire continue sumétrique
coercive. Soit T une forme linéaire continue et T € H', et soit M > 0 et o > 0 tels que a(u,v) < M||u|lg||v|| g
et a(u,u) > a||ul|%. Soit uw € H l'unique solution du probléme suivant :

u € H,
{ a(u,v) = T(v),Yv € H. (4.2.28)

Soit Hy C H tel que dim Hy = N, et soit u'N) € Hy I'unique solution de

{ U(N) € Hy,

a(uN),v) = T(v),Yv € Hy. (4.2.29)
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Alors
(V) M
lu — u'™|| <A/ —d(u, Hy) (4.2.30)
o

d(u, Hy) = Ugg d(u,v).

ou

Démonstration :
Etape 1 : On va montrer que u"") est la projection de u sur Hy pour le produit scalaire (-, -), induit par a, défini

de H x H (u,v), = a(u,v). On note |lul|, = y/a(u,u), la norme induite par le produit scalaire a. La norme
||-|lo est équivalente & la norme ||.|| 7, en effet, grice a la coercivité et la continuité de la forme bilinéaire a, on peut
écrire :

allullf < Jlull < MllullZ

1
Donc (H, |.||o) est un espace de Hilbert. Soit  la solution de (&2.28), et soit v = Py, u la projection orthogonale
de u sur Hy relative au produit scalaire a(., .). Par définition de la projection orthogonale, on a donc

v—u€ H]%,
Soit encore a(v — u,w) = 0, Yw € Hy. On en déduit que a(v,w) = a(u,w) = T(w), Yw € H, et donc que
v =u™). On a donc montré que u") est la projection orthogonale de v sur Hy, c’est-a—dire uV) = Py, u.
Etape 2 : On va établir une estimation de la norme de la différence entre u et u ; par définition de Py, ,ona:

lu = Pryull; < llu—wvl|z, Yo € Hy,
ce qui s”écrit (puisque P u = uM)) :
a(u —u™ u— ™) <a(u—v,u—v), YveHy

Par coercivité et continuité de la forme bilinéaire a, on a donc :

aflu —u™M% < a(u— ™ u—u™)) < alu—v,u—v) < Mllu—v||4,Vve Hy.

M
||u—u(N)|| < 1/E||u—v||,Vv € Hy.

En passant a I’inf sur v, on obtient alors :

M
lu—u™ | </ — inf fu—of
 veEHN

. estimritz
Ce qui est exactement (#.2.30). ]

4.2.2 Méthode de Galerkin

On en déduit que :

On se place maintenant sous les hypotheses suivantes :

4.2.31)

H espace de Hilbert,
a : forme bilinéaire continue et coercive, T' € H'.
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Remarquons que m ntenagt a n’est pas nécessairement symétrique, les hypotheses (Kl 73 1) sont donc plus générales
que les hypotheses (#4. . On considere le probleme

ueH

(4.2.32)
a(u,v) =T(v), v € H.

ff?

Par le théoreme de Lax Milgram, il y a existence et unicité de v € H solution de (4. 3 ).

Le principe de la méthode de Galerkin* est similaire a celui de la méthode de Ritz. On se donne Hy C H, tel que
dim Hy < 400, et on cherche a résoudre le probleme approché :

U(N) € HN7
(Fw) { a(u™N) v) = T(v),Yv € Hy. (4.2.33)

Par le théoréme de Lax-Milgram, on a immédiatement :

1&égﬁgme 4.22 Sous les hypothéses , si Hy C H et dim Hy = N, il existe un unique u'N) € Hy solution de
(#.2.33).

Comme dans le cas de la méthode de Ritz, on va donner une autre méthode, constructive, de démonstration de
I’existence et unicité de uy qui permettra d’introduire la méthode de Galerkin. Comme dim Hy = N, il existe
une base (¢ ...¢n) de Hy. Soit v € Hy, on peut donc développer v sur la base :

N
v = Z ’Ui¢i7
i=1
ffgala
et identifier v au vecteur (v ...vy)¢ € IR”. En écrivant que v satisfait (&Ff}?f%%ur toutv =¢; =1, N :
a(u,¢;) =T(p;),Vi=1,...,N,

et en développant v sur la base (¢;);=1,..., N, on obtient :
N
> alej, ¢i)u; =T(¢s), Vi=1,...,N.
j=1
On peut écrire cette derniere égalité sous forme d’un systéme linéaire : KU = G,

,Cij = a(¢j,¢i) et QZ = T(¢Z), pOlll"Lj = ].7 e ,,N.
La matrice K n’est pas en général symétrique.

R . L theo.exist. systlingal
Proposition 4.23 Sous les hypothéses du théoréme b.Z? le systeme Zmeazre #. admet une solution .

Démonstration : On va montrer que /C est inversible en vérifiant que son noyau est réduit a {0}. Soit w € RY tel
N

que Kw = 0. Décomposons w sur le N base (¢1,...,¢n) de Hy : On a donc : Z a(¢;, ¢;)w; = 0. Multiplions
j=1
cette relation par w; et sommons pour ¢ = 1 a N, on obtient :

N
E E a(¢j, ¢ )w;w; = 0.
i=1  j=1

4Boris Grigoryevich Galerkin, né le 20 février 1871 a Polotsk (Biélorussie) et mort le 12 juillet 1945, est un mathématicien et un ingénieur
russe réputé pour ses contributions a 1’étude des treillis de poutres et des plaques élastiques. Son nom reste 1ié a une méthode de résolution
approchée des structures élastiques, qui est I’'une des bases de la méthode des éléments finis.
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Soit encore : a(w, w) = 0. Par coercitivité de a, ceci entraine que w = 0. On en déduit que w; = 0,V; = 1,..., N,
ce qui acheve la preuve. ]

Remarque 4.24 Si a est symétrique, la méthode de Galerkin est équivalente a celle de Ritz.

En résumé, la méthode de Galerkin comporte les mémes étapes que la méthode de Ritz, c’est a dire :
1. Onsedonne Hy C H
2. On trouve une base de H
3. On calcule LetG
4. Onrésout KU =G

N

5. On éeritu™ =" u;¢;.
i=1

La seule différence est que I’étape 4 n’est pas issue d’un probleéme de minimisation. Comme pour la méthode

de Ritz, il faut se poser la questio éiua fhoix du sous espace H et de sa base, ainsi que de la convergence de

1’approximation de u solution de (4.2.32) par u("¥) obtenue par la technique de Galerkin. En ce qui conce ne le

c.ritz

choix de labase {¢1, ..., dn}, les possibilités sont les mémes que pour la méthode de Ritz, voir paragrjgggs L2 1.
g S%ritz

De méme, la notion de consistance est identique a celle donnée pour la méthode de Ritz (voir déﬁnitsiggbr.i S

démonstration de stabilité est identique a celles effectuée pour la méthode de Ritz ; voir proposition #.20 page T27.

On peut alors établir le théoréeme de convergence :

theo.exist.gal ffgal
g}égﬁgme 4.25 Sous les hypotheses du théoreme (h.Zeloi, esélzi estala solution de (h.Z(.%Z) et uy la solution de
(&.2(.3%, alors
M
lu—u™ g < =d(u, Hy), (4.2.34)
«
12

ot M et o sont tels que : o||v||* < a(v,u) < M||v||? pour tout v dans H (les réels M et o existent en vertu de la

continuité et de la coercivité de a).

Démonstration : Comme la forme bilinéaire a est coercive de constante «, on a :
allu —u™M % < a(u — ™ u—u™)

On a donc, pour tout v € H :

N w =) + a(u —u™ v —uM)

aflu —u™M% < alu — ul
Ora(u —u™ v —uM) = a(u,v — u®™) — a(u™) v — u™)) et par définition de u et u(™), on a :

a(u,v —uM) = T(v — uM)

a(u™) v —u™) = T(v —uM)

On en déduit que :

N),u—v),VUEHN,

allu —u™M 2 < a(u — u
et donc, par continuité de la forme bilinéaire a :
aflu—u™M3 < Mlu—u™ | gllu— o5
On obtient donc :
(V) M
lu =™l < —llu—vlm, Vo € Hy,

. . estimgal
ce qui entraine (4.2.34). [
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1 4 o ul
Remarque 4.26 On peut remarquer rgruietlZ ‘estimation (h.2.234i obtenue dans le cadre de la métode de Galerkin est
moins bonne que I’estimation (h.2.3()) obtenue dans le cadre de la méthode de Ritz. Ceci est moral, puisque la
méthode de Ritz est un cas particulier de la méthode de Galerkin.

theo.conv.gal
Grace au théoreme h.ZS, on peut remarquer que u"¥) converge vers u dans H lorsque N tend vers +oco dés que
d(u, Hy) — 0 lorsque N — +o0. C’est donc 1a encore une propriété de consistance dont nous avons besoin. La
propriété de consistance n’est pas toujours facile a montrer directement. On utilise alors la caractérisation suivante :

Proposition 4.27 (Caractérisation de la consistance) Soir V' un sous espace vectoriel de H dense dans H On
suppose qu’il existe une fonction vy 'V — Hy telle que

[v=rN)|lH = N—goo 0
alors
d(u, HN) = N_foo 0
Démonstration : Soit v € V, et w = ry(v). Par définition, on a

d(u, Hy) < |lu—rn(v)|la
<u—=vlla + v =7y

Comme V est dense dans H, pour tout € > 0, il existe v € V, tel que ||ju — v||z < e. Choisissons v qui vérifie
cette derniere inégalité. Par hypothese sur rp :

Ve > 0,3INyg/N > Ny alors ||[v — ry(v)]] < e.
Donc si N > Ny, ona d(u, Hy) < 2e. On en déduit que d(u, Hy) — 0 quand N — +o0. n

4.2.3 Méthode de Petrov-Galerkin

La méthode de Petrov-Galerkin s’apparente a la méthode de Galerkin. On cherche toujours a résoudre :
{ a(u,v) =T(v), YveH,

we Hgops]

Mais on choisit maintenant deux sous-espaces Hy et Vi de H, tous deux de méme dimension finie :
dim Hy = dim Vy = N.

On cherche une approximation de la solution du probléme dans I’espace H, et on choisit comme fonction test les
fonctions de base de V. On obtient donc le systeme :

u € Hy
{ a(u,v) =T(v) Yve VN
On appelle Hy ’espace d’approximation, et Vi 1’espace des fonctions test. Si (¢1, ..., ¢x) est une base de Hy
t (Y1, - -, ¥n) une base de Vy, en développant u™) surlabase de (¢1, . .., ¢n). u™M) =" u;p;, et en écrivant
(#.2.3) pour v = ¢;, on obtient :
u € Hy
a(uvwl):T(wz)v V’Lzl,,N

Le systeme a résoudre est donc :

U(N) = vazl ui¢’ia
KU =g,

avec IC; = a(¢;,d;) et G; =T (¢;),pouri=1,..., N.
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4.3. LA METHODE DES ELEMENTS FINIS CHAPITRE 4. METHODES VARIATIONNELLES
4.3 La méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis est une facon de choisir les bases des espaces d’approximation pour les méthodes
de Ritz et Galerkin.

4.3.1 Principe de la méthode

On se lim't%radgllatlrll(sjhle cadre de ce cours a des problémes du second ordre. L’exemple type sera le probleme de
Dirichlet (%. I.1), qu on rappelle ici :
—Au = f dans Q

u = 0 sur 992

et I’espace de Hilbert sera 1’espace de Sobolev H' () ou HE ().
On se limitera a un certain type d’éléments finis, dits “de Lagrange”. Donnons les principes généraux de la
méthode.

Eléments finis de Lagrange Soit Q C R? (ou IR®), Soit H I'es ace rfg)cctionnel dans lequel on recherche la
solution (par exemple H{ (€2) s°il s’agit du probléme de Dirichlet ‘ZEBITD_CE cherche Hy C H = H}(Q) et les
fonctions de base ¢1, . .., ¢ . On va déterminer ces fonctions de base a partir d’un découpage de €2 en un nombre
fini de cellules, appelés, “éléments”. la procédure est la suivante :

1. On construit un “maillage” 7 de € (en triangles ou rectangles) que I’on appelle éléments .
2. Dans chaque élément, on se donne des points que 1’on appelle “noeuds”.

3. On définit H  par :
Hy={u :Q—>R/uyx € PL,VKe€T}NH

ou Py, désigne I’ensemble des polyndmes de degré inférieur ou égal a k. Le degré des polyndmes est choisi
de maniere a ce que u soit entierement déterminée par ses valeurs aux noeuds. Pour une méthode d’éléments
finis de type Lagrange, les valeurs aux noeuds sont également les “degrés de liberté”, c.a.d. les valeurs qui
déterminent entierement la fonction recherchée.

4. On construit une base {¢; ... ¢n} de H tel que le support de ¢; soit “le plus petit possible”. Les fonctions
¢; sont aussi appelées fonctions de forme.

Remarque 4.28 (Eléments finis non conformes) Notons qu’on a introduit ici une méthode déléments finis con-
forme, c’est—a—dire que I'espace d’approximation Hy est inclus dans ’espace H. Dans une méthode non con-
forme, on n’aura plus Hy C H, et par cer}l(%e:%b%% e 7nfg§1géafaussi construire une forme bilinéaire approchée
a1 ; on pourra voir a ce sujet l’exercice ES page ;5[2j ou on exprime la méthode des volumes finis comme une
méthode déléments finis non conformes.

Exemple en dimension 1 Soit Q@ =]0,1[C IR et soit H = H{ ([0, 1[) ; on cherche un espace Hy d’approxi-
mation de H. Pour cela, on divise I'intervalle ]0, 1] en N intervalles de longueur h = —*—. On pose z; = i,

N+1-
1 =0, N 4 1. Les étapes 1. a 4. décrites précédemment donnent dans ce cas :
1. Construction des éléments On a construit n + 1 éléments K; =|z;, x;41[, ¢ =0,..., N.
2. Noeuds : On a deux noeuds par élément, (x; et z;11 sont les noeuds de K;,7 = 0,...,N) Le fait que
Hy C H{(]0,1]) impose que les fonctions de Hy soient nulles en o = 0 et 41 = 1. On appelle
Z1,...,TN les noeuds libres et zy, xn+1 les noeuds liés. Les degrés de liberté sont donc les valeurs de v en

Z1,...,2ZN. Aux noeuds liés, on a u(zg) = u(zy41) =0
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3. Choix de I’espace On choisit comme espace de polynome : P; = {ax + b,a,b € IR} et on pose :

Hy ={u :Q—>Rtqug, € P,Vi=1...N,uec C(Q) =C([0,1]) et u(0) = u(1) = 0}.

Rappelons que H = H{(]0, 1) € C([0,1]). Avec le choix de Hy, on abien Hy C H.
4. Choix de la base de Hy.

: . . . .. . L. fig.basemboite
Si on prend les fonctions de “type 1” de la méthode de Ritz, on choisit les fonctions décrites sur la figure h .

On adonc H; = VBCt{¢1}, H; = VeCt{Qsla ¢)23 ¢3}7 et Hy = VeCt{¢17 (7252’ ¢37 ¢)4a ¢57 ¢67 ¢7}’ ou Vect
désigne le sous espace engendré par la famille considérée. Avec ce choix, on a donc H; C Hs C Hy.

1 b4 b2 b5 b1 4’6‘ d>3/ @7,
ARNR SR
/ \ I N I \./ AR
/ : \ ! }\ \
I I ; \
/ Iy / AN
A | \
/ / \ ) I, \ \ \ -
. i o
/ ! Vo \ ;
: : 1 \\
1 1 ‘w Il V l \
0 1
F1G. 4.1 — Fonctions de forme de type 1 (espaces emboités) fig.basemb

Si maintenant on choisit des fonctions de forme de “type 2” on peut définir ¢; pouri = 1 a N par :

¢; : affine par morceaux, continue

supp(¢i) = [Ti—1, Tit1]

(4.3.35)

¢i(x;) =1
bi(xio1) = di(xip1) =0
I est facile de voir que ¢; € Hy et que {¢1,...,¢n} engendre Hy, c’est a dire que pour tout v € Hy,
N

. . N . . fig.basePl
il existe (u1,...,uny) € R" tel que u = Z u;¢;. On a représenté sur la figure &IZ( [es Tonctions de base

i=1
obtenue pour H3 (a gauche) et H; (a droite). On peut remarquer que dans ce cas, les espaces d’approximation
ne sont plus inclus les uns dans les autres.

Exemple en dimension 2  Soit Q un ouvert polygonal de IR?, et H = H, 3(€). Les étapes de construction de la
méthode des éléments finis sont encore les mémes.

1. Eléments : on choisit des triangles.
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2.

FIG. 4.2 — Fonctions de forme de type 2 (fonction P1) en une dimension d’espace

Noeuds : on les place aux sommets des triangles. Les noeuds x; € () (intérieurs a () sont libres, et les
noeuds x; € 0N (sur la frontiere de Q) sont liés. On notera X I’ensemble des noeuds libres, X I’ensemble
des noeuds liés, et, > = X7 U Xp.

. Espace d’approximation L’espace des polyndmes est I’ensemble des fonctions affines, noté P;. Une fonction

p € P; estde la forme :
p : R? - R,

x = (x1,72)" — a1z1 + azxs + b,
avec (a1, a9,b) € IR®. L espace d’approximation Hy est donc défini par :
Hy {u€ C(Q);ulx € P, VK, etu(x;) =0, Vz; € r}

Base de Hy : On choisit comme base de H la famille de fonctions {¢;}i = 1,..., N, ot N = card (X;),
ou ¢; est définie, pouri = 1a N, par :

¢; est affine par morceaux,
¢i(zi) =1, (4.3.36)
qu(xJ) :0, Vj 75 1.
£i . £ Pl
La fonction ¢; associée au noeud x; a donc I’allure présentée sur la figure 31e gﬁgport de chaque fonction

¢; (c’est a dire I’ensemble des points ol ¢; est non nulle), est constitué de I’ensemble des triangles dont x;
est un sommet.

En résumé Les questions a se poser pour construire une méthode d’éléments finis sont donc :

1.

La construction du maillage.

2. Un choix cohérent entre éléments, noeuds et espace des polyndmes.

3. La construction de I’espace d’approximation Hy et de sa base {¢; }i—1.. -
4.
5

. L’évaluation de d(u, Hy) en vue de I’analyse de convergence.

La construction de la matrice de rigidité XC et du second membre G.
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#i(z)

ey

FIG. 4.3 — Fonction de forme de type 2 (fonction P1) en deux dimensions d’espace fig.formeP

4.3.2 Construction du maillage, de I’espace H et de sa base ¢y
Construction des éléments

Soit @ € IR? un ouvert borné polygonal. On construit un maillage de € en divisant Q en parties fermées

{K¢}e=1,... 1 ou L est le nombre d’éléments.

Les principes pour la construction du maillage sont :

— Ebviter les angles tro gra%dstou trop é)etlts On préferera par exemple les triangles de gauche plutot que ceux de
droite dans la ﬁgure

FI1G. 4.4 — Exemple de triangles “bons” (a gauche) et “mauvais” (a droite) fig.botrial
— Mettre beaucoup d’éléments la ou u varie rapidement (ceci ne peut se faire que si on connait a priori les zones

de de variation rapide, ou si on a les moyens d’évaluer I’erreur entre la solution exacte du probleme et la solution
calculée et de remailler les zones ou celle—ci est jugée trop grande.
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— On peut éventuellement mélanger des triangles et des rectangles, mais ceci n’est pas toujours facile.

Il existe un tres grand nombre de logiciels de maillages en deux ou trois dimensions d’espace. On pourra pour s’en
convaincre utiliser le moteur de recherche google sur internet avec les mots clés : “mesh 2D structured”, “mesh 2D
unstructured”, “mesh 3D structured”, “mesh 3D unstructured”. Le mot “mesh” est le terme anglais pour maillage,
les termes 2D et 3D réferent a la dimension de 1’espace physique. Le terme “structured” (structuré en frangais)
désigne des maillages que dont on peut numéroter les éléments de facon cartésienne, le terme ‘“unstructured”
(non structuré) désigne tous les autres maillages. L’avantage des maillages “structurés” est qu’ils nécessitent une
base de données beaucoup plus simple que les maillages non structurés, car on peut connaitre tous les noeuds
voisins a partir du numéro global d’un noeud d’un maillage structuré, ce qui n’
structuré (voir paragraphe suivant pour la numérotation des noeuds). La figure hﬁqﬁgntrﬁl exemple de maillage
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FIG. 4.5 — Exemple de maillage structuré (a gauche) et non-structuré (a droite) d’une surface

de surface structuré ou non-structuré, pris sur le site web du logiciel Gmsh : a three-dimensional finite element
mesh generator with built-in pre- and post-processing facilities, dévelippé par C. Geuzaine and J.-F. Remacle

(http ://www.geuz.org/gmsh/).
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4.4. EXERCICES CHAPITRE 4. METHODES VARIATIONNELLES
Choix des noeuds

On se donne une famille {S;};—1,.._ s de M points de (2, de composantes (z;,;), pouri =1,..., M.

Le maillage éléments finis est défini par éléments {K;}¢—1..1 et les noeuds {S;};=1...as. Ces éléments et noeuds
ne peuvent bien siir pas €tre choisis indépendamment. Dans le cas général, on choisit tous les éléments de méme
type (par exemple, des triangles) et on se donne un nombre fixe de noeuds par élément, ce qui détermine le nombre
total de noeuds. Chaque noeud ap %rti'%mg nc% é)r%lél?gélrs éléments. Dans le cas d’un maillage structuré tel que
celui qu’on a décrit dans la figure EBS page j39(), une numérotation globale des noeuds est suffisante pour retrouver
les éléments dont font partie ce noeud, ainsi que tous les voisins du noeud. Par contre, dans le cas d’un maillage
non structuré (un maillage en triangles, par exemple), on aura besoin d’une numérotation locale des noeuds c’est
a dire une numérotation des noeuds de chaque élément, pour k = 1,..., Ny, o N, est le nombre de noeuds par
élément ; on aura également besoin d’une numérotation globale des noeuds, et d’une table de correspondance,
I’une qui donne pour chaque élément, les numéros dans la numérotation globale des noeuds qui lui appartiennent.

i‘. = notation globale (¢, ) r-igme noeud de 1’élément /

Amélioration de la précision

On a vu aux paragraphes précédents que I’erreur entre la solution exacte u recherchée et la solution u(/N') obtenue

par la méthode de Ritz ou de Galerkin est majorée par une constante fois la distance entre H et Hy. On a donc

intérét a ce que cette distance soit petite. Pour ce faire, il parait raisonnable d’augmenter la dimension de 1’espace

Hy . Pour cela, on a deux possibilités :

— augmenter le nombre d’éléments : on augmente alors aussi le nombre global de noeuds, mais pas le nombre
local.

— augmenter le degré des polyndmes : on augmente alors le nombre de noeuds local, donc on augmente aussi
le nombre global de noeuds, mais pas le nombre d’éléments. Ce deuxiéme choix (augmentation du degré des
polyndmes) ne peut se faire que si la solution est suffisamment réguliere ; si la solution n’est pas réguliere, on
n’arrivera pas a diminuer d(H, H y ) en augmentant le degré des polyndmes.

4.4 Exercices
Exercice 33 ( Fonctions H' en une dimension d’espace )
Montrer que si u € H'(]0, 1[), alors u est continue. En déduire que H?(]0, 1[) < C*([0, 1]).

. e e . . |sug-seminorme lcor-seminorme
Exercice 34 (Minimisation de la semi-norme) Suggestions en page l[4Z, corrigé en page [[43

Soit © un ouvert borné de IR". On suppose que sa frontiere est de classe C' par morceaux. Etant donné une
fonction ug € H*(92), on désigne par ug + H} () 'ensemble {ug + v, v € H} ()}

1. Montrer qu’il existe une unique fonction u € ug + H{ () tel que :

lul1,0 = inf |v
vEuo+H(Q)

1,Q-

)

2. Caractériser u comme étant la solution d’un probleme aux limites.

. . . N .. . cor—-dirdl
Exercice 35 (Formulation faible pour le probleme de Dirichlet en 1D) Corrigé en page [I45
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4.4. EXERCICES CHAPITRE 4. METHODES VARIATIONNELLES
Soit f € L?(]0,1[). On s’intéresse au probléme suivant :

—u"(z) = f(z), = €]0,1], (4.4.37)
u(0) = 0, u(1) = 0. (4.4.38)

Donner une formulation faible et une formulation variationnelle de (4.4.38).
cor-relev
Exercice 36 (Relevement) Corrigé en page 146

Soientaethb € R, et f € C(IR,R).

1. Soient ug et uy définies de [0, 1] dans IR par ug(z) = a+ (b—a)z et us (z) = a + ( d Montrer qu’il
existe un unique « (resp. @) tel que u = ug + @ (resp. v = uy + 4 ) soit solutlon de ( ontrer que
U = 0.

2. Mémes questions en supposant maintenant que g et u; sont des fonctions de C?([0, 1]) telles que ug(0) =
u1(0) = aetup(l) =wui(1) =b.

sug-relevld
Exercice 37 (Relevement en une dimension d’espace) Suggestions en page 142

Ecrire une formulation faible pour laquelle on puisse appliquer le théoreme de Lax Milgram, dans le cas du
probléme suivant :

—u"(z) = f(z), x€[0,1]
u'(0) =0 (4.4.39)
u(l) = 1.
. oes o s . . cor-clfouneu
Exercice 38 (Conditions aux limites de Fourier et Neumann) Corrigé en page 147

Soit f € L?(]0, 1[). On s’intéresse au probléme suivant :

—Uge (@) + u(z) = f(x), z €]0,1],
u/(0) —u(0) =0, u'(1) = —1. (4.4.40)

bldprune
Donner une fO“]EulaUQP falble et une formulation variationnelle de (h %[ %Ui ; y-a-t-il existence et unicité des solu-

tions faibles de (
Exercice 39 (Conditions aux limites de Fourier et Neumann, bis)

Soit f € L?(]0,1[). On s’intéresse au probléme suivant :

—u"(z) — v/ (z) + u(z) = f(z), = €]0,1],
{ u(0) +u'(0) =0, u(l) =1 (4.4.41)

1. Donner une formulation faible du probleme de la forme

{ Trouver u € H'(]0,1[); u(1) = 1, (4.4.42)

a(u,v) =T (v), Vv € H.

ou H = {v € H*(]0,1[);v(1) = 0}, a et T sont respectivement une forme bilinéaire sur H'(]0, 1]) et une forme
linéaire sur H(]0, 1[), a déterminer.

2. Y-a-t-il existence et unicité de solutions de cette formulation faible ?
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4.4. EXERCICES __ CHAPITRE 4. METHODES VARIATIONNELLES
Exercice 40 (Conditions mélées) Suggestions en page 143, go;rigé en page 129

Soit 2 un ouvert borné R?, d = 1ou2, de frontiere 9 = Ty ULy, avec To N T, = 0; on suppose que la mesure
d — 1 dimensionnelle de Ty est non nulle, et soit f € L?(£2). On s’intéresse ici au probléme suivant :
(

—Au(x) = f(z), z € Q,
u(z) =0, x € Ty, (4.4.43)
Vu(z) -n(z) =0,z € 'y,

ol n est la normale unitaire a 952 extérieure a 2.

Donner une formulation faible et une formulation variationnelle de (E.%%%) telle qu’(l)%l ep%ils e a lljguer le lemme
de Lax-Milgram. (On rappelle que I’'inégalité de Poincaré donnée en bas de page %—p%%%les fonctions
de H}(Q) est encore valable pour les fonctions de H'(2) dont la trace est nulle sur un sous-ensemble de 952 de
mesure ((d — 1)-dimensionnelle) non nulle.)

. N . L. N R . L cor-clmixtes
Exercice 41 (Probleme elliptique pour un probleme avec conditions mixtes) Corrigé en page 149

Soit  un ouvert borné IRY, d = 1 ou 2, de frontiere 9Q = Ty UT'y, avec Ty N Ty = () on suppose que la mesure
d — 1 dimensionnelle de I'y est non nulle. On s’intéresse ici au probléme suivant :

—div(p(z)Vu(z)) + q¢(x)u(z) = f(x),z € Q,
u(z) = go(z),x € Iy, (4.4.44)
p(x)Vu(z)n(z) + ou(z) = g1 (z),z € Ty,

N

ol :
fer?9Q)

p € L°(Q), est telle qu’il existe o > 0 t.q. p(z) > a p.p.

g€ L=(0),q>0,

o c H{+,

go € L?(Ty) est telle qu’il existe § € H(2) t.q. v(9)|r, = g0
g1 € L*(Ty),

n est la normale unitaire a 0S2 extérieure a .

b
1. Donner une formulation faible et une formulation variationnelle de (571.44) telle qu’on puisse appliquer le
lemme de Lax-Milgram.

2. On suppose dans cette question que p € C1(Q2), ¢ € C(Q) go € C(Ty) et g £ C(I'). Soit u € C?(Q).
Montrer que u est solution faible si et seulement si u est une solution classique de (%71 44).

|sug-pbneumann—-ff
Exercice 42 ( Probleme de Neumann homogene ) Suggestions en page 143

On considere le probleme suivant :

—Au+ u = f dans §, (4.4.45)
Vu-n=0sur (4.4.46)

ol ) est un ouvert borné de IR? de frontiere réguliere de classe C? et de normale unitaire extérieure n, et f e
L*(Q).

—neumann-hom—fort
1. Montrer que si u est une solution réguliére de ( ety € ), alors

/Q(Vu-Vga—Fuap)dm:/chpda:
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4.4. EXERCICES CHAPITRE 4. METHODES VARIATIONNELLES
En déduire que u est solution de la formulation faible suivante :

ue HY(Q), (4.4.47)

/(vu Vo +uv) dr = / fvdax, Yo € HY(Q). (4.4.48)
Q Q

. . , . 2 e fneumannfhom—weakd .
%. Montrer que si v est une solution réguliere de classe C* de (3.4.48) et ¢ € ), alors w est solution de
= —hom-Tfort

g-neuman

(F4.46).

-inf
Exercice 43 (Condition inf-sup) Corrigé en page %M

Soit V' un espace de Hilbert réel de produit scalaire (+; -) induisant une norme || - ||. On se donne a(-; -) une forme
bilinéaire continue sur V' x V, avec M comme constante de continuité. Soit L une forme linéaire continue sur V.
On suppose de plus qu’il existe une solution v € V' au probleme suivant :

a(u,v) = L(v), Yv € V. (4.4.49)

Soit V}, un sous-espace de V' de dimension finie. On suppose qu’il existe 8, € R telle que :

inf sup (a(vp;wp)) | > Bn (4.4.50)
(vn€Visllonll=1) \ (wpeVi,fwnll=1)
On cherche alors uy, solution de :
up € V%,
4.4.51
a(up,vn) = L(vy), Yon € Vi ( )
. e solu
1. Montrer que le probleme (4.4.51) admet une unique solution.
. . binfsu . bh
2. Soit u la solution de (E.Z[.Z@i ef uy, 1a solution de (E?F.Sl). Montrer que :
M
u—up| <14+ —=—1] inf |lu—ov4|. 4.4.52
-l < (14 5) it fu ol @452

Exercice 44 (Condition inf-sup pour un probleme mixte)

Soient V' et () deux espaces de Hilbert, on note (-, )y,
respectives, et on considere le probléme suivant :

|lv et (-,-)q || - || leurs produits scalaires et normes

Trouver u € V, p € @, tels que
a(u,v) +b(v,p) = (f,v)g,Yv €V, (4.4.53)
b(u,q) = (9,9)q,Vq € Q.
ou ¢ est une forme bilinéaire continue et coercive sur V' et b est une application bilinéaire continue de V' x () dans
R.
Pour (u, p) et (v, ¢) éléments de V' x @, on pose :

B(u,p;v,q) = a(u,v) +b(v,p) + b(u, q),
Fv,q) = (fiv)u+(9,9q
et on munit V' x @ d’une norme notée || (-, -)||, définie par || (v, ¢)|| = ||v|lv + ll¢ll@ pour (v,q) € V x Q.
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1. Montrer que B est une forme bilinéaire continue sur V' x Q.

bmixt
2. Montrer que le probleme (E.er%% ) est équivalent au probléme :

B(u,p;v,q) = F(v,q),¥(v,q) € V x Q. (4.4.54)

On considere maintenant des espaces d’approximation (par exemple construits par élements finis). Soient donc
(Vi)new et (Qn)nen des espaces de Hilbert de dimension finie tels que V,, C V et Q,, C @, pour tout n € IN.

{ Trouver (u,p) € V x @, tels que

3. On suppose dans cette question que la condition suivante (dite condition “inf-sup”) est satisfaite :

b
Il existe # € IR’} (indépendant de n) tel que inf  sup (w,q)
9€Qn wev,, [wllv
llwllv#0

= Blalle- (4.4.55)

(a) Montrer qu’il existe o € IR, tel que :
Pour tout ¢ € Q,, etv € Vy,, B(v, q;v, —q) > a||v||}. (4.4.56)

(b) Soit (v,q) € V,, x @y, montrer qu’il existe w € V,, tel que |wlly = [|q|lq et b(w,q) > Bllql3-
Montrer que pour ce choix de w, on a :

B(v,q;w,0) > =M|Jvllv|lwllv + Bllqll,

ou M est la constante de continuité de a.

(c) En déduire qu’il existe des réels positifs C; et C'y indépendants de n tels que
B(v,q;w,0) > =Ci|[vlf + Callqll-

(On pourra utiliser, en le démontrant, le fait que pour tout a; > 0,a3 > 0ete > 0,on a
ajaz < %a% +¢ea3.)

(d) Soit~y € IR’.. Montrer que si 7 est suffisamment petit, on a :
B(v,¢;v +yw, —q) > Ca[[[o][3 + [|a]3)]-

et
I(v +yw, —g)|| < Call(v, 9],
ou C5 et Cy sont deux réels positifs qui ne dépendent pas de n.
(e) En déduire que la condition suivante (dite de stabilité) est satisfaite :

Il existe 0 € IR’ (indépendant de n) tel que pour tout (u, p) € V;, X Qn,
B .
wa)evux@,, (W)l
Il (v, )10

. ... E%%g e
4. On suppose maintenant que la condition (4.4.57) est satisfaite.
(a) Montrer que pour tout p € @,

b(v, p)
sup > d|pllq-
(v,)EVR XQn, (v, @)l @
ll(v,q)lI£0
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4.5. SUGGESTIONS POUR LES EXERCICES CHAPITRE 4. METHODES VARIATIONNELLES
(b) En déduire que pour tout p € @,

b(v,p)

oy > 6llplle-

sup
(v,9)EVRL XQn,
I(v,q) [0

infsu
5. %% ire des questions précédentes que la condition (h.Z[.SS; est satisfaite si et seulement si la condition
(#.4.57) est satisfaite.
=xo-vfefncf| Exercic cgé_(yfoelgpclgs finis vus comme des éléments finis non conformes) Suggestions en pagell43, corrections
en page ;53

E%l%w
Sgrlntllé% ouvert borné polygonal de IR?, et 7 un maillage admissible au sens des volumes finis (voir page page

b.dirich
1. Montrer que la discrétisation par volumes finis de (E. [.T) se ramene a chercher (ug ) ke7, qui vérifie :
Z To(up —ug) + Z To ug = m(K) fx (4.4.58) |fvpbdirich
0€€nt, 0=K|L 0€Eext, 0EEK

ou &y représente I’ensemble des arétes internes (celles qui ne sont pas sur le bord) £y 1’ensemble des arétes
externes (celles qui sont sur le bord), et

L) N S K|L,

- (4459

ag) .
) Sio € Eoxt, 0 € &k,
K,o

. fig.orthftig.ortho
(voir figure 2.4 page

2. On note H7 () le sous-espace de L?(£2) formé des fonctions constantes par maille (c.2.d. constantes sur chaque .
élément de 7). Pour u € Hr (), on note ux la valeur de u sur K. Montrer que (u ) ke est solution de (&l 4.39)
si et seulement si w € H7 () est solution de :

u € }{T(gnv
D ) v e (@) (4460

ol a7 est une forme bilinéaire sur H7 () (2 déterminer), et T est une forme linéaire sur H7 () (a déterminer).

4.5 Suggestions pour les exercices

exo semlri@xcmes eminorme

Exercice 34 page 137

y-seminorme

Rappel ; par définition, I’ensemble ug + H{} est égal a I'ensemble {v = ug + w,w € 1Hg}

1. Montrer que le probleme s’écrit sous la forme : J(u) < J(v),Vv € H, ou H est un espace de Hilbert, avec
J(v) = a(v,v), ol a est une forme bilinéaire symétrique définie positive.

2. Prendre une fonction test a support compact dans la formulation faible.

lexo-relevdxlo-relevld
Exercice 37 page 138

sug-relevld

Considérer les espaces

L = {oe H'(01)o() =1} et
HY o = {v € H'(0,1):0(1) = 0}.
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4.6. CORRIGES DES EXERCICES, .. CHAPITRE 4. METHODES VARIATIONNELLES
Exercice 42 page 139

1. On rappelle que I’espace des fonctions de COO(]Rd) restreintes a € est dense dans H'(().
2. On admettra que I'image de H'(€2) par I’application trace est dense dans L?(952).

exo-mel |exo-mel
Exercice hﬂ page 139

Considérer comme espace de Hilbert I’ensemble {u € H*(2);u = 0 sur ['y}.

. lexo-vfefresfo-vfefncf
Exercice 45 page 142

1. Intégrer 1’équation sur k%ﬂ%%lﬁ eta g?glggli(lees flux sur les arétes par des quotients différentiels.

2. Pour montrer que (%Waine (#.4.60), multiplier par vg, ot v € H7(£2), et développer. Pour montrer la
réciproque, écrire u comme co Igfil}gaﬁ(%rll clliqnéaire des fonctions de base de H7(£2), et prendre pour v la fonction
caractéristique de la maille K. (E.ZE.SS)

4.6 Corrigés des exercices

lexo—semidexmeseminorme

Exercice 34 page 137

N
1. Par définition, on sait que |u|1 o = (/ Z |8iu(x)\2dx)%, ou 0;u désigne la dérivée partielle de u par rap-
Q=1

ports a sa i—€me variable. Attention ceci | - |_19 définit une semi-norme et non une norme sur ’espace H! ().
Cependant sur H () c’est bien une norme, grice a 1’inégalité de Poincaré. On rappelle que H} () = Ker(y) =
{u e H'(Q) tel que y(u) = 0}, o v est 'opérateur de trace linéaire et continu de H'($2) dans L?(Q) (voir

N )
R theo.trdckdo.tracel . N L. 2 1
théoreme ¥.2 page . Le probleme consiste a2 minimiser E |O;u|” dx | sur ug + Hy (). Tentons de
2 =1
nous ramener & minimiser une certaine fonctionnelle sur H} (). Soit v € ug + HZ (). Alors v = ug + w avec

w € H (), etdonc :

|’U|?,Q = |uo+ wﬁa

N
/Q > 10i(uo + w)|* dx

i=1

/Q i ‘(&‘w))z + (8iw)2 + 2 (Qyup) (O5w) | dx:

N
wlite+wha+2 [ 30w ds
=1

Ainsi chercher 2 mimimiser |v|1 o sur ug + H} () revient 2 minimiser .J sur Hj (), ol J est définie par :
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N N
. 1 2
J(w) = inf 2 / O;ugO;w dx—l—f/ o;w)” |.
() H§ () (sz; bl 2 Q;( )>

Pour montrer I’existence et I’unicité du minimum de J, nous allons mettre ce probléme sous une forme faible, puis
utiliser le théoreme de Lax-Milgram pour en déduire 1’existence et ’unicité d’une solution faible, et finalement
conclure que la fonctionnelle J(w) admet un unique inf. On pose :

N
a(w,v) = /Q Z (0w Opv) d, Yw, v € Hy ()
i=1

et
N
L(v) = —/ > (diug ) d, Vv € Hy ()
=1

Voyons si les hypothéses de Lax-Milgram sont vérifiées. La forme a(w, v) est clairement symétrique, on peut
changer I’ordre de w et de v dans I’expression sans changer la valeur de I'intégrale. La forme a(w, v) est bilinéaire.
En effet, elle est linéaire par rapport au premier argument, puisque : Vu, v, w € H}(Q) et VA, 4 € R,ona: a(Aw+
puu, v) = Aa(w,v)+ pa(u, v). Ainsi par symétrie, elle est aussi linéaire par rapport au second argument. Donc elle
est bien bilinéaire. Pour montrer que la forme a(w, v) est continue, on utilise la caractérisation de la continuité des
applications bilinéaires. On va donc montrer I'existence de C' € IR tel que |a(u, v)| < C||u|| g1 ||v|| g1 pour tous
u, v € HE(Q). Or, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

N
/ Z (0;ud;v) dx
2 =1

(/Q ﬁ:(3¢U)2dI>é</§2i(8iv)2dx>

K Ip7en| ol FPem

la(u,v)| =

1
2

IN

IN

La forme a est donc bien continue. Montrons alors qu’elle est coercive, ¢’est—a—dire qu’il existe & > 0 tel que
a(v,v) > al|v||3;: pour tout v € Hj(L2).

N
= ;0T 2 X
a(v,v) = /Q;@ ()% d

/ Vo(z) - Vu(z)dx
Q

1
> ———— v}
= 1—|—diam(Q)2”U”H ’

grace a I’inégalite de Poincaré, qu’on rappelle ici :
||’UHL2(Q) < C(Q)vaHLz(Q), Yv € Hé(Q) (4.6.61)

Donc a est bien une forme bilinéaire, symétrique, continue et coercive. Par le méme genre de raisonnement, on
montre facilement que L est linéaire et continue. Ainsi toutes les hypotheses de Lax-Milgram sont vérifiées, donc
le probleéme :
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4.6. CORRIGES DES EXERCICES CHAPITRE 4. METHODES VARIATIONNELLES

Trouver u € H}(Q) tel que a(u,v) = L(v) pour tout v € H}(Q)

a une unique solution dans H{ (€2). De plus, comme a est symétrique, la fonctionnelle J admet un unique minimum.

2. On va maintenant caractériser u comme étant la solution d’un probleme aux limites. Soit ¢ € D(£2), donc ¢ est
a support compact dans €2. On a :

a(u, p) = L(p) Vo € D(Q),
et donc :

Vu(z)V(z)pde = — | Vug(x)V(z)p(z)de.
Q Q

Comme u et ug € H'(£2), et comme ¢ est réguliére, on peut intégrer par parties ; en remarquant que ¢ est nulle
sur 02, on a donc :

/ Au(z)é(z)dx = /Q Aug(z)(z)dz.

On en déduit que —Au = Aug. Comme u € HE (), ceci revient & résoudre le probleme aux limites @ = u—ug €
H'(€), tel que —Aa = 0 dans Q et & = ug sur .

lexo—dirdlexo-dird

Exercice 35 page 137 (F ormulatlon faible du probleme de Dirichlet)

Soit ¢ € C$°([0, 1]), on multiplie la premiére équation de (h?FTKS), on intégre par parties et on obtient :

1 1
/ U (x)¢ (x)dx = / f(x)p(z)dz. (4.6.62)
0 0

Pour trouver une forrPul%tlon faible (ou variationnelle) il faut commencer par trouver un espace de Hilbert pour les
fonctions duquel (h%%n sens, et qui soit compatible avec les conditions aux limites. Comme f € L?(]0, 1[),

le second membre de ( est lgle? défini des que ¢ € L3(]o, 1[)
De méme, le premier membre de (| est bien défini dés que v’ € L%(]0, 1[ et ¢’ € L2(]0, 1]).

Comme de plus, on doit avoir u = 0 en 0 eten 1, il est naturel de choisir H = H}(]0,1]) = . {u e L?()0,1[; Du €

L2(]0,1]) et u(0) = u(1) = 0}
(Rappelons qu’en une dimension d’espace H'(]0, 1[) € C([0,1]) et donc u(0) et u(1) sont bien définis).
Une formulation faible naturelle est donc :

u€ H={ue HQ);v(0) =v(1) =0},
a(u,v) =T(v),Yv € H,

oﬁa(u,v):/lu’() (@) et T(v /f

0
La formulation variationnelle associée (notons que a est clairement symétrique), s’ écrit :

Trouver u € H,

J(u) = %1151 J(v)

1
avec J(v) = ia(u v) —T(v)
Le fait que a soit une forme bilinéaire continue symétrique et coercive etque 7' =pe H' a etg groq@g (dgns le cas plus
général de la dimension quelconque) lors de la démonstration de la proposition #. T page TT7.
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Exercice 36 page 138

1. Comme f € C(R,R), et comme —u” = f,onau € C*(IR,R). Or ug € C*(IR,R) et uj = 0; de méme,
up € C?(R,R) etuf = 2(b— a).

Les fonctions % et @ doivent donc vérifier :

A= f
w(0)=0
u(1)=0
et
" =f+2(b—a)
u(0) =
(1) =

Donc « est I’unique solution du probleme
{ u € H Q)

au, ) = T(p), Y € H3 (),

/ fa

{ u € HHQ)
a(u, p) = T(p),Ye € Hi(Q),

1
avec a(u, @) = / v ()¢ (z)dw et T(p x)dzx, et @ est 'unique solution du probleme.
0

B 1
wee T(e) = [ (7(a)+ 20~ @)pla)d.

Montrons maintenant que v = v. Remarquons que w = u — v vérifie
{ w// —

{ w € Hy(Q)

||O

w(l) =0
ce qui prouve que w est solution de
a(w,p) =0,V € Hy(),

ce qui prouve que w = 0.
2. Le méme raisonnement s’applique pour ug et u; € C2([0,1]) tel que

uo(0) = u1(0) = aetuy(0) = uy (1) = 0.

lexo-relevdxlo-relevld
Exercice 37 page 138

On introduit les espaces :
Hyy = {veH'(]0,1]);v(1) =1}
Hy o= {ve H'(]0,1]);v(1) = 0}
Soit ug :]0, 1[— IR, définie par ug(x) = 2. Onabien ug(1) = 1, etug € Hj ;.
146
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Cherchons alors u sous la forme v = ug + u, avec u € H 11 0-

/Ou'(a:)v’(as)dx—u()()—i—u /f x)vdx,V € Hi .

Comme v(1) = 0 et u'(0) = 0, on obtient donc :

/0 u'(z)v'(z)dx :/0 f@)v(x)dx
ou encore :

/ x)dr = / f(x)v(x)dx — /01 ug(z)v' (z)dx = /01 f(x)v(z)dx — /01 v'(z)dz.

car ujy = 1.

lexo—clfoumrm-clfouneu

Exercice 38 page 138

>r—-clfouneu

. - o . E%&br?f o . .
1. Soit v € C¢°([0,1]), on multiplie la premiére équation de (#.4.41), on intégre par parties et on obtient :

/0 o (z)v'(z)dz — o' (1)v(1) + o' (0)v(0) +/O u(z)v(x)dz :/0 f(x)v(x)dz

En tenant compte des conditions aux limites sur u en 0 et en 1, on obtient :

/ u/(a:)q/(x)dx—i-/ u(z)v(x)dz + u(0) / f(2)e(x)dz — v(1). (4.6.63)
0 0

Pour trouver une f%rlrlllplation faible (ou variationnelle) il faut commencer par trouver un espace de Hilbert pour les
fonctions duquel (4.6. it un sens, et qui soit compatible avec les conditions aux limites. Comme f € L2(]0, 1[),
le second membre de (4.6.63) est bien défini dés que v € L2(]0, 1]).

foul e
De méme, le premier membre de (h.%uf&) est bien défini des que u € H'(J0,1[ et v € H(]0,1]) = {u €
L2(]0,1[; Du € L3(]0,1[). 1 est donc naturel de choisir H = H(]0, 1[). On obtient ainsi la formulation faible

suivante :
ue H={ue H(Q)},
a(u,v) =T (v),Yv € H,
1 1
ot a(u,v) = / o (z)v (z)dz + / u(z)v(x)dz + u(0)v(0) et T'(v / f(x)v(x)dx — v(1).
0
La formulation variationnelle associée (notons que a est clairement symetrlque) s’écrit :

Trouver u € H,

J(u) = IUIéIIIil J(v)
avec J(v) = %a(u, v) —T(v)

foul
Pour montrer I’existence et I’unicité des solutions de (m3), on cherche a appliquer le théoréeme de Lax—Milgram.
On remarque d’abord que 7" est bien une forme linéaire sur H, et que de plus, par I’inégalité de Cauchy—Schwarz, :

v)| = I/ f@)v(@)dz| + [v(1)| < | fllz2goapllvllzgoap + lo(D)]- (4.6.64)
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Montrons maintenant que |[v(1)| < 2||v|| g1(j0,1])- Ce résultat est une conséquence du théoréme de trace, voir cours
d’EDP. Dans le cas présent, comme 1’espace est de dimension 1, la démonstration est assez simple en remarquant
que comme v € H*(]0, 1[), on peut écrire que v est intégrale de sa dérivée. On a en particulier :

v(l):v(m)—l—/ o (t)dt,

et donc par I’inégalité de Cauchy—Schwarz,

1
[o(D)] = Jo(z)] +/w o' (®)]dt < [v(@)] + [[V']| L2 go,1p-
En intégrant cette inégalité entre O et 1 on obtient :
(@) < v(@)llzrgo,ip + 1Vl z2q0,1p-
Or [[vflz2o,1p) < [[v(@)[L20,1))- De plus
vllz2go,1p + 1Vl z2g0,1p < 2max([v(@)lz2o,1p: 1Vl 220,1p)

on a donc

IN

2
(Hollzzgon + 1 llzgop) < Amax(o@)l2g0.1ps 10132 00,1p)

N

< 4(lvlZ2qoap + IV IZ2q0ap)-
On en déduit que
lo(D)] < [lvllz2go,ap + IV 220,y < 2llvllE1go.1p-
fouT
En reportant dans (hﬁét), on obtient :

IT()| < (I fllz2qo.ap + 2) vl 21 qo,1p

ce qui montre que 7" est bien continue.
Remarquons que le raisonnement effectué ci—dessus pour montrer que [v(1)| < 2||v|[f1(0,17) s’ applique de la
méme maniere pour montrer que

lv(a)| < 2||v||g1go,1p pour tout a € [0, 1]. (4.6.65)

Ceci est une conséquence du fait que H*(]0, 1[) s’injecte continiment dans C/([0, 1]).

Il est clair que a est une forme bilinéaire symétrique (notons que le caracteére symétrique n’est pas nécessaire pour
I’application du théoréeme de Lax—Milgram). Montrons que a est continue. On a :

IA

la(u, v)|

1 1
/ o () ()]s + / fu(@)|[o(@)ldz + [u(0) |o(0)]
0 0

lu'l| L2goap 11 22qo,1p + 1wl L2goap vl L2 o,ap + [w(0)|[v(0)]

IN

iniH1
Grace a (&IY)J.‘GS), on en déduit que

la(u,v)] < ”U/HL?(]O,l[)||U,||L2(]0,1[) + lullz2go,ipllvllz2qo,ap + 4llwll mrgo,ap vl a2 goap
<

6lull e go,ap vl 1 go,1p -
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On en déduit que a est continue. Soit u € H*(]0, 1[), Par définition de a, on a :

= 1u’x2x luxqu2
a(uu) = /0< (2))d +/O<<>>d+<o>

HU||H1(]0,1[)~

v

Ceci prouve que la forme a est coercive. Par le théoreme de Lax-Milgram, on en déduit I’existence et Iunicité des
solutions faibles de (4.6.63).

exo-mel |exo—mel
Exercice hll page 139
Soitpe H={ve H(Q):u=0 ju}rml:egl}.
Multiplions la premiere équation de (4.4.43) par ¢ € H. On obtient :
/ Vu(z).Vo(z)dr + / Vu.n(z)p(r)de = / f(@)o(x)dx
Q TouUT'1 Q2

et comme Vu.n = 0surI'; et ¢ = 0 sur Iy, on obtient donc

Vu(z) Vo(z) = | flx)p(z)de.
Q Q

On obtient donc la formulation faible.
Trouver u € H;
Jo Vu(z).Vu(z)dz = [, f(z)u(z)dz.

b.dirich
Notons que cette formulation ne differe de la formulation faible du probleéme (E.‘EW par la donnée de la
condition aux limites de Dirichlet sur I'y et non 0f2 dans I’espace H. La condition de Neumann homogene est
implicitement prise en compte dans la formulation faible.
La démonstration du faij que ggg{tgsftqgr% ation satisfait les hypotheses du théoreme de Lax-Milgram est similaire
a celle de la proposition .7 en utilisant, pour la coercivité, le fait que les fonctions a trace nulle sur une partie du
bord de €2 (de mesure non nulle) vérifient encore I’inégalité de Poincaré.

lexo-clmixd¢es-clmixtes

Exercice 41 page 139

b
1. Multiplions la premiére équation de (571.44) par ¢ € C*°(Q) et intégrons sur 2. Par la formule de Green, on
obtient :

/Q p(2)Vu(z).Vo(z)dz — /

[219]

p(x)Vu(z).n(z)p(x)dx + /

Q

e)ul)plads = [ f@)p@ds
Q
En tenant compte des conditions aux limites sur « et en prenant ¢ nulle sur I'g, on obtient alors :

a(u, ) =T(p)
avec :

alu, ) = /Q (p(2) V() Vo) + g(e)u(z)p(z))dz + / o(2)u(z)p()d (2), (4.6.66)

1
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et

T(p) = /Q f(@)p(x)de + / 01(2)p (@) (). (4.6.67)

1

Pour assurer la condition aux limites de type Dirichlet non homogene, on choisit donc v € H llo, 0) ={ue
HY(Q);u = go sur [y}, qu'on peut aussi décomposer en : u = U + ug avec U € Hllo,go (Q) (“relevement” de w)
etug € Hp () = {u € H'(Q);u = 0 sur I'p}, Une formulation faible naturelle est alors :

u € Hllo,go(ﬂ)
a(u,v) =T(v),Yv € H%U’O(Q),

Ou encore :
U="uy+u

u e H%O,O(Q) (4.6.68)
a(u,v) =T () — T(ug),Yv € Hllﬂo,o(Q)7
L’espace H = H 1l{LO(Q) muni de la norme H'! est un espace de Hilbert. Il est facile de montrer que 1’application
a définie de H x H dans IR est bilinéaire. Montrons qu’elle est continue ; soient (u,v) € H x H, alors
a(u,v) < Ipllze @) IVull 2@ Vol z2() + |9l 2 @) llull L2 1V 22 () + allv(@) | 2@ 17 (V) [ 22 00) -

Par le théoreme de trace, il existe C, ne dépendant que de €2 tel que

[v(w)llz2(00) < Callulla: (@) et [v(V)llL200) < Callv|lH (@)

On en déduit que
a(u,v) < (|Ipllp=@) + lall= @) + oCq) lullm @ vl mr (@)

ce nﬁlm moage que a est continue. La démonstration de la coer i\{)i}é de a est similaire a la démonstration du lemme
em. coer am.coerrou n

.I5page . Enfin, il est facile de voir que 7' définie par (4.6.67) est une forme linéaire. On en déduit que le
théoreme dp Lax-Milgram s’applique. ' . . E%
2. On a déja vu a la question précédente que si u est Pg(gltutlon de (h.6.68), alors wu est solution de (4.4.44). 1l reste
a démontrer la réciproque. Soit donc u solution de (&Rﬂ%), et soit p € C°(Q)(C H). En utilisant la formule de
Green, et en notant que ¢ est nulle sur 92, on obtient :

/Q (—div(pVu)(z) + g(z)ulx) — f(z))p(z)dz = 0,Yp € CF().

Comme u € C2(12), on en déduit que :
—div(pVu)(z) + q(z)u(z) — f(x) =0,Vz € Q.

1 2(0 s : 1 .
Comme u € Hpo,go etu € C%(12), on a aussi u = gg sur I'g. Prenons maintenant ¢ € Hl«m0 ona:

/Qp(x)Vu(x)Vgo(o:)d:z:+/

Q

dle)u(o)plaldo + [

Iy

o(@)u(z)p(z)dy(r) = /Q f(@)dz + /F g(x)p(x)dy(z).
1
Par intégration par parties, il vient donc :

/Q —div(p(2) Vuu(x)) () da+ /

Iy

p(z)Vu(x)-n(m)cp(a:)dx—F/

Iy

o (@)u(z)p()dy(z) + / g(@)u(z)p(x)dz =

Q
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4.6. CORRIGES DES EXERCICES CHAPITRE 4. METHODES VARIATIONNELLES

:/f(x)go(x)dx—i—/ g1(x)p(z)dy(2).
Q Iy

Or on a montré que —div(pVu) + qu = 0. On a donc :
/F (p(2)Vu(@) - n(z) + ou(@) — g1(x))p(x)dy(z) =0, Vo € Hy, 4.

On en déduit que :
pVu-n+ou—gy =0surl’y.

b
Donc u vérifie bien (%.44).

lexo—infsuexo-infsup

Corrigé de I’exercice 43 page 140

bh
1. Pour montrer que le probleme (E?Fﬂ) admet une unique solution, on aimerait utiliser le théoréme de Lax-

Milgram. Comme V}, C V un Hilbert, que a une forme bilinéaire continue sur V' x V, et que L est une foEme .
1 ondinfsu

linéaire continue sur V, il ne reste qu’a montrer la coercivité de a sur V3. Mais la condition (E.%?.Sljr)lp—?g% 1
n’entraine pas la coercivité de a sur Vj,. Il suffit pour s’en convaincre de consjdérer la forme bilinéaire a(u,v) =
UL Uy — V1V SUr Vi, = ]RQ, et de vérifier que celle-ci vérifie la condition (ETSWI% étre pour autant coercive. Il
faut trouver autre chose. ..

On utilise le théoréme représentation de F. Riesz, que I’on rappelle ici : Soit H un espace de Hilbert et 7" une
une forme lineaire continue sur H, alors il existe un unique ur € H tel que T'(v) = (ur,v) Yo € H. Soit
A PUopérateur de V), dans V}, défini par a(u,v) = (Au,v) pour tout v € V}. Comme L est une forme linéaire
continue sur Vj, C V/, par le théoreme de Riesz, il existe un unique ¢ € V}, tel que L(v) = (¢,v), pour tout
v € Vj,. Le probleme (4.4.51) s’écrit donc

Trouver u € V}, tel que (Au, v) = (¢, v), pour tout v € Vj,.

bh
Si A est bijectif de Vj, dans V},, alors u = A~14), est donc la solution unique de (EISI). Comme V), est de
dimension finie, il suffit de montrer que A est injectif. Soit donc w € V}, tel que Aw = 0, on a dans ce cas
||[Aw|| = 0 et donc

. condinfsu
Or par la condition (4.4.50), on a

sup a(w,v) = 0.
(VEVR,lv]l=1)

inf sup  a(w,v) > B, > 0.
wEVh, w70 (yeVy, |jv]|=1) ’

bh
On en déduit que w = 0, donc que A est bijectif et que le probleme (5.7(51) admet une unique solution. On peut
remarquer de plus que si A est inversible,

inf sup  a(w,v) = [|A7Y 7, (4669
veVillvll=1 yevy, |jv)=1

. lcondinfsup
et donc si (4.4.50) est vérifiée, alors

1
AT < — (4.6.70)
Bn
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4.6. CORRIGES DES EXERCICES CHAPITRE 4. METHODES VARIATIONNELLES
En effet, par définition,

-1
A—l
||A—1H—1 — sup || UH
veVy ,v#£0 ||UH
P [
VEVh ,v#0 |‘A71UH
R VY
reviv#o || f]
= inf A
fth,Hszln Il

(Af, w).

inf sup
FEVRIfI=1 wev,  |lw|=1

2. Soitv € Vj, v # 0; par I'inégalité triangulaire, on a :

lu —up| < llu—2o] + ||lv—unl- (4.6.71)

. ~ . lcondA
Mais grace a (m), ona:

v —un| = AT A —up)||

1

< —||A(v—u

S [ A( ol

< = sup  a(v — up, w)
Br wevi,Jlw]|-1)
1

< = sup (a(v,w) — a(up,w))
Br wevi, llwll<1)

< 1 sup (a(v,w) — a(u,w)),

Bh wWEVh,[lwl[=1)

car a(up,w) = L(w) = a(u,w). On a donc

|lv—wun|| < — sup a(v — u,w)

Bn WEVh,||w||=1)

< = sup Mv—ulw]
Br wevi, [lwll-1)

< Yoy
— v — ul|.

- b

inet
En reportant dans (El%eﬁl), il vient alors :
M

[ = unl <flu—=ol| + Z=[lv = ull, Vv € Vi,

N
et donc v
o=l < (145 ) ing hu =l
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Exercice 45 page 142

. R . . R b.dirich .
1. Soit K un volume de contrdle du maillage volumes finis. On integre (E. [.T) sur K et en utilisant la formule de
Stokes, on obtient :

Z Vu(z) - ni sdvy(z) = m(K) fk,

o€Ex

. dfvfmultildfvfmultid
avec les notations du paragraphe b [2page 2.

On approche cette équation par :
Z FK,U = m(K)va
oc€EK
ou Ik , est le flux numérique a travers o, qu’on approche par :

m(o)

m(ﬂ]{ —uL) SiU S 5int ﬂ(.c/'K,

FK,O‘ =
m(o)

U Sio € Eert NEK.

K,o
. . . fvpbdirifehemavil
On obtient donc bien le schéma (h.i.SS) - 15.12[59}
2. Soitv = (vg)geT € g%k()@rqté%fonction constante par volumes de controle.

On multiplie I’équation (4.4.58) par Vi et on somme sur K. On obtient :

Z Z To(ur —up)vg + Z TeUur Vi :Zm(K)vaK.
K

KeT | a€€ins 0€EentNEK
oc=K|L
Remarquons maintenant que le premier membre de cette égalité est aussi égal, en sommant sur les arétes du
maillage a :
E (To(ux —ur)vi) + 7o (ur — ur)vr) + E ToUK, VK,

occ& T€Eext
o=K|L

ou K, désigne le volume de contréle dont o est une aréte (du bord) dans la deuxieme sommation. On obtient donc :

ar(u,v) = Tr(V),Yv € Hr (), (4.6.72)

avec |

ar(u,v) = Z To(ug —ur)(vg —vg) + Z Uk, VKoot Tr(v) = Zm(K)vaK.
K

oe€ 0€Eeqt
oc=K]|L

. . . fvpbdirijslthemavfl . fvfv
On a donc montré que si u = (ux ) ke la solution de (h.i.SSi - (5.4.595, alors u est solution de (h.G. 72). Montrons
maintenant la réciproque. Soit 1 la solution caractéristique du volume de contrdle K, définie par

Li(e) = {
fvf
Prenons v = 1k dans (hf%."n), on obtient alors

Z To(ur —ur) + Z Toug = m(K) fk.

0€E;int 0€EextNEK

lsize K
0 sinon ,
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O d b’ T Ede.J. J.k/h
n retrouv:a onc. ien ( T . . . . eg.faible e?. faible
Notons qu’en faisant ceci, on a introduit une discrétisation de la formulation faible (#.1.5) page par une

méthode de discrétisation non conforme, puisque Hr ¢ H'(Q).
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Chapitre 5

Eléments finis de Lagrange

La construction d’ une méthode d’éléments finis nécessite la donnée d’un maillage, de noeuds et d’un espace de
polyndémes, qui doivent étre choisis de maniére cohérente. Les éléments finis de type Lagrange font intervenir
comme “degrés de liberté” (c.a.d. les valeurs qui permettent de déterminer entierement une fonction) les valeurs de
la fonction aux noeuds. IlIs sont trés largement utilisés dans les applications. Il existe d’autres familles d’éléments
finis, comme par exemple les éléments finis de type Hermite qui font également intervenir les valeurs des dérivées
directionnelles. Dans le cadre de ce cours, nous n’aborderons que les éléments finis de type Lagrange, et nous
renvoyons aux ouvrages cités en introduction pour d’autres éléments.

5.1 Espace d’approximation

5.1.1 Cohérence “locale”

Soit 7 un maillage de €2, pour tout élément K de 7, on note ¥ 1’ensemble des noeuds de I’élément. On suppose
que chaque élément a Ny noeuds K : X = {a1,...,an,}, qui ne sont pas forcément ses sommets. On note P un
espace de dimension finie constitué de polyndmes, qui définit la méthode d’éléments finis choisie.

Définition 5.1 (Unisolvance, élément fini de Lagrange) Soit K un élément et ¥ = (a;);=1,... n, un ensemble
de noeuds de K. Soit P un espace de polynomes de dimension finie. On dit que le triplet (K, X, P) est un élément
fini de Lagrange si ¥ est P-unisolvant, ¢’est a dire si pour tout (a1, . .., an,) € RN, il existe un unique élément
f € Ptelque f(a;) = a; Yi=1...Ny.Pouri =1,..., Ny, on appelle degré de liberté la forme linéaire (;
définie par (;(p) = p(a;), pour tout p € P. La propriété d’unisolvance équivaut a dire que la famille ({;)i=1,... N,
forme une base de P’ (espace dual de P).

La P-unisolvance revient a dire que toute fonction de P est enticrement déterminée par ses valeurs aux noeuds.

Exemple : I’élément fini de Lagrange P, Prenons par exemple, en dimension 1, I'élément K = [a1, as], avec
Yk = {a1,a2}, et P = P; (ensemble des polyndmes de degré inférieur ou égal a 1). Le triplet (K, Xk, P) est
unisolvant s’il existe une unique fonction f de P telle que :

{ =
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5.1. ESPACE D’APPROXIMATION CHAPITRE 5. ELEMENTS FINIS DE LAGRANGE
Or toute fonction f de P s’exprime sous la forme f(z) = Az + p et le systeme

/\(11 -+ M= O
Aas + = ag
détermine A et . de maniere unique.
as,
aq ag al ag
1 b3
ai az
P2

FIG. 5.1 — fonctions de base locales pour I’élément fini de Lagrange P, en dimension 2

De méme si on considere le cas d = 2. On prend comme élément K un triangle et comme noeuds les trois sommets,
a1, as, as du triangle. Soit P = P, = {f : IR — R; f(z) = Az1 + pxs + v} ensemble des fonctions affines.
Alors le triplet (K, ¥ g, P) est un élément fini de Lagrange car f € P est entierement déterminée par f(a1), f(a2)

et f(as).

Définition 5.2 (Fonctions de base locales) Si (K, X, P) est un élément fini de Lagrange, alors toute fonction f
de P peut s’écrire :

N,
F=> flafi
i=1
avec fi € Pet fi(a;) = 0;;. Les fonctions f; sont appelées fonctions de base locales.

Pour I’é1ém nt a11“181161 de Lagrange P, en dimension 2 considéré plus haut, les fonctions de base locales sont décrites

sur la figure 5.

Définition 5.3 (Interpolée) Soit (K, Y. i, P) un élément fini de Lagrange, et soitv € C(K,IR). L’interpolée de v
est la fonction Ilv € P définie par :
Ny

Iy = Z v(a;) fi

i=1

fig.inter . . s . . . 52
On montre sur la figure EZC un exemple d’interpolée pour 1I’élément fini de Lagrange P, en dimension 1. L’étude
de ||v — TTv|| va nous permettre d’établir une majoration de 1’erreur de consistance d(u, H ).
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J(z)

FIG. 5.2 — Interpolée P1 sur [ay, as] (en trait pointillé) d’une fonction réguliére (en trait continu)

® ®
2

F1G. 5.3 — Exemple de triangle a trois noeuds qui n’est pas un élément fini de Lagrange)

Remarque 5.4 Pour que le triplet (K, Y, P) soit un élément fini de Lagrange, ilfaut, mais il ne suffit pas, que
dim P = cardX k. Par exemple si P = Pj et q on prgnd comme noeuds du triangle deux sommets et le milieu
de l'aréte joignant les deux sommets, (voir figure BBE) K,Y i, P) n’est pas un élément fini de Lagrange.

Proposition 5.5 (Critére de détermination) Soir (K, X, P) un triplet constitué d’un élément, d’un ensemble de
noeuds et d’un espace de polynomes, tel que :

dim P = cardX = Ny (5.1.1)

Alors
siAfeP;f=0surX (5.1.2)

ou si
Vi € {1...Ng}§|f¢ epP fi(aj) Z(Sij (5.1.3)

alors (K, %, P) est un élément fini de Lagrange.

Démonstration : Soit :
¢ P —RM

fr (f(ai))E:LNz :
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L application ¢ est linéaire de P dans IR™*, et, par hypothése card¥ = dim P. Donc ¢ est une a gsliQCfa{ilon linéaire
continue de P dans IR™*, avec dimP = dim(IR™*) = N,. Si (K, %, P) vérifie la condition EE.‘I—.Zﬁlors ¢ est
injective. En effet, si ¢(f) = 0, alors f(a;) = 0,Vi = 1,..., Ny, et donc par hypothése, f = 0. Donc ¢ est une
application linéaire, ¢ est injective de P dans R™ avec dimP = Nj. On en déduit que ¢ est bijective. Donc
toute fonction de P est entierement déterminée par ses valeurs aux noeuds : (K, Y, P) est donc un élément fini de
Lagrange.
csefl2

On montre facilement que si la condition (%T%st vérifiée alors ¢ est surjective. Donc ¢ est bijective, et (K, 2, P)
est un élément fini de Lagrange. L]

Proposition 5.6 Soit (K, 3, P), un élément fini de Lagrange, oii 3. est I’ensemble des noeuds de K et P un espace
de fonctions de dimension finie, et soit I' une bijection de f(flans K,on K st L{@Leeﬂaille d’un maillage éléments
finis. Onpose ¥ = F(X) et P ={f : K — IR; f o F € P} (voir figure %s le triplet (K, X, P) est un
élément fini de Lagrange.

ag = F(&Q)

az = F(as)

a; = F<&1>

F1G. 5.4 — Transformation F'

Démonstration : Supposons que les hypotheses de la proposition sont réalisées. On veut donc montrer que (X, P)
est unisolvant. Soit ¥ = (ay,...,an,), et soit (ay,...,an,) € IR™*. On veut montrer qu’il existe une unique
fonction f € P telle que

f(az) = Oy, Vi:L...,Ng.

Or par hypothése, (X, P) est unisolvant. Donc il existe une unique fonction f € P telle que

f(di):ai, Vi:17...,N[,
(ol (&7;)1:17___71\;2 désignent les noeuds de f()._ Soit ' la bijegtion de K sur K, on pose f = f o F71. Or par
hypothése, a; = F(a;). Onadonc : f(a;) = f o F~'(a;) = f(a@;) = «;. On a ainsi montré I’existence de f telle
que f(a;) = .
Montrons maintenant que f est unique. Supposons qu’il existe f et g € P telles que :
flai) =g(a;)) =i, Vi=1,...,Ny.
Soith = f — gonadonc:
h(a;) =0 Vi=1...Ny.
On a donc h o F(a;) = h(a;) =0.0r ho F € P, et comme (3, P) est unisolvant, on en déduit que h o F' = 0.

Comme, pour tout z € K,ona h(x) =ho Fo F~1(z) = ho F(F~!(z)) = 0, on en conclut que h = 0.
"
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==
rop-erer

Définition 5.7 (Eléments affine-équivalents) . Sous les hypotheses de la proposition 5.6, si la bijection I est
affine, on dit que les éléments finis (K, %, P) et (K, 3, P) sont affine—équivalents.

formeaffine | Remarque 5.8 Soient (K,%, P) et (K, %, P) deux éléments finis afffine—équivalents. Si les fonctions de base
locales de (K, X, P). (resp. de (K, X, P)) sont affines, alors celles de K (resp. K) le sont aussi, et on a :

.fi :inF7
i=1,...,cardX

fi = f’b © F_la
exo-affe
La preuve de cette remarque fait I’objet de I’exercice % [.

rop.efrefprop.efref
Proposition 5.9 (Interpolation) Sous les hypotheses de la pronggzt%on E ﬁg page ?gg) sotent Il et i les
opérateurs d’interpolation respectifs sur K et K, voir définition page otentv € C(K,IR), Hzv et

[ v les interpolées respectives de v sur (K, P) et (K, P), alors ona :

MgvoF=Tg(voF)

Démonstration : Remarquons tout d’abord que I v o Fet Il ¢ (vo F) sont toutes deux des fonctions définies de
K a valeurs dans IR, voir figure E 5 Remarquons ensuite que, par définition de I’interpolée, [Ixv € P. Comme

F
K K
Ixv
HKU
Fo HK’U
FI1G. 5.5 — Opérateurs d’interpolation Iz etllx fig.opinte:
(K, X, P) est 1’élément de référence, on a donc :
HgvoF e P

On a aussi, par définition de I’interpolée : Il z (v o F) € P. On en déduit que ITxv o F et Il g (v o F) sont toutes
deux des fonctions de P. Comme 1’élément (K, P, 3) est unisolvant (car ¢’est un élément fini de Lagrange), toute
fonction de P est uniquement déterminée par ses valeurs aux noeuds de Y. Pour montrer 1’égalité de IIxv o F et
114 (v o F), il suffit donc de montrer que :

HI_(<’UOF)(6’Z):HK’UOF(@Z)) i:17"'7N€7

ol Ny = card¥. Décomposons Il z (v o F) sur les fonctions de base locales (f;),j = 1,..., N;. On obtient :

Mg (vo F)( ZUOFG7 (@;).
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On a donc :

Miz(vo F)(a ZF i | (@) =vo F(a;) = v(a;).

Mais on a aussi :
Igvo F(a;) = Ugv(F(a;)) = Urv(a;) = v(a;).

D’ou I’égalité. ]

5.1.2 Construction de Hy et conformité

Nous allons considérer deux cas : le cas ou I’espace H est I’espace H'! tout entier, et le cas ol I’espace H est
’espace H}

Cas H = H'(Q)

Plagons-nous ici dans le cas ot H = H'(Q), ot Q C IR est un ouvert borné polygonal (si d = 2, polyedrique
si d = 3). Soit 7 un maillage éléments finis, avec 7 = (Ky)¢=1,... 1, ou les éléments finis K, sont fermés et
tels que Ué‘leg = . Soit S = (Si)i=1,...,m 'ensemble des noeuds du maillage éléments finis, avec S; €
Q, Vi=1,..., M. Oncherche a construire une méthode d’éléments finis de Lagrange ; donc & chaque élément
Ky, 0 =1,...,L,est associé un ensemble de noeuds ¥, = S N Ky, et un espace FP; de polyndmes. On veut que
chaque triplet (K, 3, Py) soit un élément fini de Lagrange. On définit les fonctions de base globales (¢;)i=1,....um,
par :

oi |k, € P Vi=1,...,M; Vi=1;...,L, 5.1.4)
et

#:(S;) = b45 Vi=1,...,M, Vi=1,..., M. (5.1.5)
Chaque fonction ¢; est définie de maniére unique, griace au caractere unisolvant de (K, X¢, Pp), £ = 1,..., M.
On pose Hy = Vect(¢1,...,Pnr). Pour obtenir une méthode d’éléments finis conforme, il reste & s’assurer que
Hy C H'.

Une maniere de construire I’espace H y est de construire un maEll_ﬁage a P%ior d’un élément de référence, grace a la
proposition suivante, qui se déduit facilement de la proposition 5.6 page

Proposition 5.10 (Elément fini de référence) Soit 7 un maillage constitué d’éléments K. On appelle élément
fini de référence un élément fini de Lagrange (K,%, P), o ¥ est I’ ensemble des noeuds de K et P un espace de
fonctions, de dimension finie, tel que, pour tout autre élément K fmste une bijection F : K — K telle
que¥™ = F(X)et P ={f: K — IR;foF € P} (voir figure B%_mrlplet K, 3, P) est un élément fini de
Lagrange.

Proposition 5.11 (Critére de conformité, cas H') Soir Q un ouvert polygonal (ou polyedrique) de R®,d = 2 ou

3. Soit T = (K¢)¢=1,...,1, un maillage éléments %nis deeélr,e‘§ = (Si)i=1,...,m l'ensemble des noeuds de maillage.
n se place soys les hypotheses de la proposition 7 soient (¢;)i=1....u les fonctions de base globales, vérifiant
) et (5.1.5), et on suppose de plus que les hypothéses suivantes sont vérifiées :

Pour toute aréte (ou face sid = 3) e = Ky, N Ky,, ona: ¥y Ne=Yy, Neet Py, |c = Pp,|,, (5.1.6)
out Py, |c (resp. Pu,|.) désigne I’ensemble des restrictions des fonctions de Py, (resp. Py,) a €),

Si € est un coté de Ky, (Xp N e, Pylc) est unisolvant. (5.1.7)
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Alorsona: Hy C C(Q) et Hy C HY(Q). On a donc ainsi construit une méthode d’éléments finis conformes.
(Notons que les cotés de Ky sont des arétes en 2D et des faces en 3D.)

Démonstration : Pour montrer que Hy C C( Q) et Hy C HY(Q), il uffit de montrer que pour chaque fonction
de base globale ¢;, ona ¢; € C(2) et ¢; € H ! Qe) Or par hypothese, (5.1.4), chaque fonction ¢; est polyndmiale
par morceaux. De plus, grace a 1 hypothese (% [.6), on a raccord des polynomes sur les interfaces des éléments, ce

qui assure la continuité de ¢;. Il reste 2 montrer que ¢; € H*(Q) pour touti = 1,..., M. Comme ¢; € C(Q), il
est évident que ¢; € L*(Q) (car  est un ouvert borné, donc ¢; € L>(2) C L*(Q).
Montrons maintenant que les dérivées faibles D;¢;, j = 1,...,d, appartiennent a L?(Q). Par définition, la

fonction ¢; admet une dérivée faible dans L?(€2) s’il existe une fonction v; ; € L?(12) telle que :

/cbz djp(x /wu (5.1.8)

pour toute fonction ¢ € C}(Q2) (on rappelle que C}(2) désigne 1’ensemble des fonctions de classe C a support
L

compact, et que 9; désigne la dérivée classique par rapport a la j-éme variable). Or, comme 0= U Ky,ona:
=1

L
/Q ¢i(z)Djp(x)de = B ¢i(2)Djp(a)drcimaise |
=1 £

Sur chaque élément K, la fonction ¢; est polynomiale. On peut donc appliquer la formule de Green, et on a :
¢i(2)0;(x)dx = ¢i(x)p(w)n;(z)dy(x) — / 9j¢i(x)ep(x)dx
K, OK, Ky

oll nj(z) est la j-ietme composante du vecteur unitaire normal a 9K, en z, extérieur & K,. Mais, si on note &;y;
I’ensemble des arétes intérieures du maillage (i.e. celles qui ne sont pas sur le bord), on a :

X = Z (@)n;(2)dy(x) = mdh(fﬂ)sﬁ(fﬂ)nj(@dv(fﬂ)

6Kg

+ 3 [ [0@e@ni@) i, +@@e@n@)r,] d.
€€€int
ou Ky, et K,, désignent les deux éléments dont € est I’interface.
Comme ¢ est a support compact,

¢i(z)p(z)n;(x)dy(z) = 0.

o0
Comme ¢; et sont contlnues et comme 7 () ] K., = —n;(z)| . pourtout z € €, on en déduit que X = 0. En
1 KZQ
reportant dans (E I 2) on obtient donc que :

/Q 6:(2)0;0(c Z /K 9,64(x) () dz.

Soit 1; ; la fonction de 2 dans IR définie presque partout par
Yij g, = —0;;.

. .. .. derivef . .
Comme 9;¢; est une fonction polyndmiale par morceaux, on a ¢; ; € L*() qui vérifie (%. [.8), ce qui termine la
démonstration.
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5.1. ESPACE D’APPROXIMATION CHAPITRE 5. ELEMENTS FINIS DE LAGRANGE
Cas H = H}(Q)

Plagons-nous mainteant dans le cas ou H = H} (). On décompose alors I’ensemble S des noeuds du maillage :

S= Sint U Sext

Sint:{si,i:L...,N}CQ

est I’ensemble des noeuds intérieurs a {2 et

Sezt:{SZ7Z:N+1,,M}CGQ

est ’ensemble des noeuds de la frontiere. Les fonctions de base globales sont alors les fonctions ¢;,7 = 1,..., N
telles que

¢ilk, € Pp,Vi=1,...,N, Yl{=1,...,L (5.1.9)
et on pose la encore Hy = Vect{¢1,...,¢n}. On a alors encore le résultat suivant :

Proposition 5.12 (Critére de conformité, cas HZ) Soit Q un ouvert polygonal (ou polyedrique) de R d = 2
ou 3. Soit T = (Ky)¢=1,...,, un maillage éléments finis de Q, S = (%’l’}f;:ef% = Sint U Sept Uensemble des
noeuds du maillage. On se pla ¢ SqQus le ngthéses de la proposition D.06..On_suppose qye les fonctions de base
globale (¢;)i=1, .. m vérifient (5.1.9) et (%. [.10), et que les conditions (W@j—.mt vérifiées. Alors on a :
Hy C C(Q) et Hy C H&(Q)

Démonstration : La preuve de cette proposition est laissée a titre d’exercice. ]

Remarque 5.13 (Eléments finis conformes dans H2(Q2)) On a construit un espace d’approximation Hy inclus
dans C(Q). En général, on n’a pas Hy C CY(Q), et donc on n’a pas non plus Hy C H?*(QY) (en dimension
1 d’espace, H*()) C CY(Q)). Méme si on augmente le degré de l’espace des polyndémes, on n’obtiendra pas
Uinclusion Hy C CY(Q). Si on prend par exemple les polynémes de degré 2 sur les éléments, on n’a pas de
condition pour assurer le raccord, des dérivées aux interfaces. Pour obtenir ce raccord, les éléments finis de
Lagrange ne suffisent pas : il faut prendre des éléments de type Hermite, pour lesquels les degrés de liberté ne
sont plus seulement les valeurs de la fonction aux noeuds, mais aussi les valeurs de ses dérivées aux noeuds. Les
éléments finis de Hermite seront par exemple bien adaptés a I’ approximation des problemes elliptiques d’ordre 4,

dont un exemple est I’équation :
A*u = f dans Qel12]

oit Q est un ouvert borné de R*, A%u = A(Au), et avec des conditions aux limites adéquates, que nous ne
détaillerons pas ici. Oglqgut, en fonction de ces conditions aux limites, trouver un espace de Hilbert H et une

Sformulation faible de (B.T}'), qui s’écrit :
/QAu(m)Ago(:c)d:E = /Qf(m)go(z)da:
uw € H Yy e H.
Pour que cette formulation ait un sens, il faut que Au € L*(2) et Ap € L?*(Q), et donc que H C H?*(Q). Pour

construire une approximation par éléments finis conforme de ce probléme, il faut donc choisir Hy C H?(2), et le
choix des éléments finis de Hermite semble donc indiqué.
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5.2. EXEMPLES CHAPITRE 5. ELEMENTS FINIS DE LAGRANGE
5.2 Exemples

Pour chaque méthode d’élément fini de Lagrange, on définit :
1. un élément de référence K
2. des fonctions de base locales sur K

3. une bijection Fy de K sur Ky, pour ¢ =1,..., L, ou L est le nombre déléments du maillage.

5.2.1 Elément fini de Lagrange P1 sur triangle (d = 2)
Le maillage du domaine est constitué de L triangles (K;)¢=1,... 1, et les polyndmes d’approximation sont de degré
1.

Elément fini de référence : on choisit le triangle K de sommets (0,0), (1,0) et (0,1), et P = {¢ : K —
R(z,y) — az + by +c, (a,b,c) € R*}.

Proposition 5.14 (Unisolvance) Soit ¥ = (G;)i=1,2,3 avec a1 = (0,0),a2 = (1,0) et ag = (0,1), et
P ={; K — R;(z,y) = a+ bz +cy, (a,b,c) € R’}

Alors le couple (X, P) est unisolvant.

Démonstration : Soit (a1, as, a3) € IR3, et y» € P. On suppose que ¥(a;) = a;, i = 1,2,3. La fonction 1) est
de la forme ¢ (x,y) = a + bx + cy et on a donc :

a = 1
a+b=as
a-+c=aqs

d’oli ¢ = a1,by = az — oy et by = ag — ap. La connaissance de ¢ aux noeuds (a;);=1,2,3 détermine donc
entierement la fonction . ]

Fonctions de bases locales. - -
Les fonctions de base locales sur 1’élément fini de référence K sont définies par ¢; € P¢;(a;) = d;5, ce qui
détermine les ¢ ; de maniére unique, comme on vient de le voir. Et on a donc

$1(7,5) =1-7 -7
@2(i.7g) =
¢3(T, ) = .

Transformation F)
On construit ici une bijection affine qui transforme K le triangle de référence en un autre triangle K du maillage.

On cherche donc ¢ : K — K, telle que

Fg(&i):ai 1:1,,3

oll ¥ = (a;)i=1,2,3 est 'ensemble des sommets de K. Notons (x;,y;) les coordonnées de a;,i = 1,2, 3. Comme
F) est une fonction affine de R? dans ]Rz, elle s’écrit sous la forme.

Fi(z,9) = (B1 + 1T + 617, B2 + 72T + 627)"

Analyse numérique I, Télé-enseignement, M1 1 63 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 17 avril 2010



5.2. EXEMPLES CHAPITRE 5. ELEMENTS FINIS DE LAGRANGE
et on cherche 3;,7;,8;, i =1,2telsque:

Une résolution de systeme élémentaire amene alors a :

o (2 — )T A+ (23— 1)y
F(@.y) = ( y1+ (Y2 —y1)ZT + (Y3 — y1)y )

N formea £ ffi eaffine - . L L
D’apres la remarque %.8 page igg ston note ¢, k = 1,2, 3 les fonctions de base locales de 1’élément de référence
(K,%, P), et (b,(f), k = 1,2, 3 les fonctions de base locales de I’élément (K, ¢, P;), on a ¢](f) =¢poF, !

Si on note maintenant (¢;);=1,..., v les fonctions de base globales, on a :

_ 4©
Ky — P >

i

ol i = ng(¢, k) est 'indice du k-ieéme noeud de 1’élément ¢ (@cag]istIQarrelT crotation globale. Notons que I"élément
fini de Lagrange ainsi défini vérifie les criteres de cohérence 5.1.6 page 160 et i% i .T) page . Pour compléter
la définition de I’espace d’approximation H y, il ne reste qu’a déterminer les ‘“noeuds liés”, de la facon dont on a
traité le cas de I’espace H{ (€2).

Il faut également insister sur le fait que cet élément est trés souvent utilisé, en raison de sa facilité d’implantation
et de la structure creuse des systemes linéaires qu’il génere. Il est particulierement bien adapté lorsqu’on cherche
des solutions dans ’espace H'(£2). Il se généralise facilement en trois dimensions d’espace, ol on utilise alors des
tétraedres, avec toujours comme espace de polyndme I’espace des fonctions affines.

5.2.2 Elément fini triangulaire P2

Comme le titre du paragraphe I’indique, on consideére un maillage triangulaire, et un espace de polyndmes de degré

2 pour construire I’espace d’approximation.

Elément finj de référence On choisit comme élément fini de référence le triangle de sommets (0,0), (1,0) et (0,1),
; N fTg.FP2ret

voir Figure 5.6 et on prend pour X :

£ = {(0,0),(1,0), (0,1, (5,3), 0. 5), (5,00}

Fonctions de base locales Les fonctions de base locales sont définies a partir des coordonnées barycentriques. On
rappelle que les coordonnées barycentriques d’un point x du triangle K de sommets a1, as et as sont les réels
A1, A2, Ag tels que :

X = )\1&1 + )\2(12 + )\3&3.

Dans le cas du triangle de référence K de sommets (0,0), (1,0) et (0,1), les coordonnées barycentriques d’un point
{x} de coordonnées cartésiennes z et y sont donc : A\; = 1 — x — y, Ao = x, A3 = y. Par définition, on a
Zle A; = letA; > 0 (car le triangle K est I’enveloppe convexe de I’ensemble de ses sommets). On peut alors
déterminer les fonctions de base en fonction des coordonnées barycentriques des six noeuds de K exprimés par
leurs coordonnées barycentriques : a; = (1,0,0), az = (0,1,0), a3 = (0,0,1), ag = (0, 3,3), a5 = (3,0, 3),
ag = (3, 3,0). Les fonctions de base sont telles que ¢; € Py, et ¢;(a;) = 6;;, Vi =1,...,6, forallj =1,...,6.
Commengons par ¢, ; on veut ¢1(a1) = 1, et ¢;(a;) =0, Vi = 2,...,6. La fonction ¢, définie par

é1(z,y) = 2A1 (A1 — %)
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5.2. EXEMPLES CHAPITRE 5. ELEMENTS FINIS DE LAGRANGE

3
0,1)
0,0,1)
(1/2,1/2)
©.172) 5 4 01212
(1/2.0,1/2)
® @
1 6 2
0,0) (1/2,0) (1,0)
(1,0,0) (1/2,1/2.,0) (0,1,0)

F1G. 5.6 — Elément de référence pour les éléments finis P2, avec coordonnées cartésiennes et barycentriques des
noeuds

convient, et comme le couple (f), P2) est unisolvant, c’est la seule fonction qui convient. Par symétrie, on définit

ba(w,y) = 2X2 (A2 — %)7
et 1
P3(w,y) = 2A3(A3 — §)~

Les fonctions de base associées aux noeuds a4, as, ag sont alors
Pa(z,y) = 4\ A3,
¢5(x7 y) = 4)‘1>\33

et ¢6($, y) =4\ As.

Il est facile de voir que ces fonctions forment une famille libre d’éléments de P2 et comme card ¥ = card P2, le
couple (X, P2) est bien unisolvant.

Transformation F, La bijection F; qui permet de passer de I’élément fini de référence K a 1’élément K, a déja été
vue dans le cas de 1’élément fini P; c’est la fonction affine définie par :

( z1 + (22 — 21)z + (T3 — 21)Y )

Ff(x>y) =
y1+ (Y2 —y1)r + (Y3 — 1)y

ol (x;,y;),% = 1,2, 3 sont les coordonnées respectives des trois sommets du triangle K,. Comme cette transfor-
mation est affine, les coordonnées barycentriques restent inchangées par cette transformation.
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5.2. EXEMPLES CHAPITRE 5. ELEMENTS FINIS DE LAGRANGE

On peut montrer (ce n’est pas facile) que I’erreur d’interpolation ||u — ux || g1 est contrdlée, en éléments finis Py
et P par les inégalités suivantes :

P1:siue H*(Q), onallu—uy|m@ < Chllulmz@

P2: siu e HS(Q), ona ||u - UNHHl(Q) < C’h2||u||H3(Q).

On peut généraliser les éléments finis P; et P» aux éléments finis Py sur triangles, pour k£ > 1. On prend toujours
le méme élément de référence, dont on divise chaque coté en k intervalles. Les extrémités de ces intervalles sont
les noeuds du mailage. On a donc 3k noeuds, qu’on peut repérer par leurs coordonnés barycentriques, qui prennent

les valeurs 0, %, %, ..., 1. On peut montrer que si v € H**1, alors

lun — ull 10y < ChF|Jul| s

5.2.3 Eléments finis sur quadrangles
Le cas rectangulaire
On prend comme élément fini de référence le carré K = [—1,1] x [—1, 1], et comme noeuds les coins de ce carré :
ar = (1,—-1),a2 = (1,1),a3 = (—=1,1), etay = (—1,—1).
On prend comme espace de polyndmes
P={f:K—TR;ifeQ}
ot Q = {f : R* = R; f(x,y) = a+ bz + cy + dzy, (a,b,c,d) € R*} Le couple (X, P) est unisolvant. Les

fonctions de base locales sont les fonctions :

B1(,y) = — 3@+ )y~ 1)

Bal,y) = 1z + Dy +1)

bs(,y) = — (o = Dy +1)

bafy) = 7o = (- 1)

La transformation F; permet de passer de I’élément de référence carré K 2 un rectangle quelconque du maillage
K. Si on considere un rectangle K, paralléle aux axes, dont les noeuds sont notés (x1,y1), (z2,91), (z2,y2),
(21,y2), les noeuds du rectangle K, la bijection F s’écrit :

Fy(a.y) 1{ (va—m1)r+ 22 + 19
1\ r,Yy) == .
2\ (2 —y)y+y2+m

Considérons maintenant le cas d’un maillage quadrangulaire quelconque. Dans ce cas, on choisit toujours comme
élément de référence le carré unité. La transformation F) qui transforme 1’élément de référence en un quadrangle

Ky est t(Eeu}jgyg% %Ef;}ggé %g?is par contre, les composantes de Fy((x,y)) dépendent maintenant de x et de y voir

exercice D0 page [186. En conséquence, le fait que f € ()1 n’entraine plus que f o F; € (J1. Les fonctions de base
seront donc des polyndmes @ sur I’élément de référence K, mais pas sur les éléments “courants” K.
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5.3. CONSTRUCTION DU SYSTEME LINEAIRE CHAPITRE 5. ELEMENTS FINIS DE LAGRANGE

Eléments finis d’ordre supérieur Comme dans le cas d’un maillage triangulaire, on peut choisir un espace de
polynémes d’ordre supérieur, Q, pour les fonctions de base de 1’élément de référence K = [~1,1] x [~1,1]. On
choisit alors comme ensemble de noeuds : X = >} = {(z,y) € K, (v,y) € {-1,-1+ %, -1+ %, ...,1}2.0n
peut montrer facilement que (X Q) est unisolvant. La encore, si la solu (i:(i% exacte de probléme continu est
suffisamment réguliere, on peut démontrer 1’estimation d’erreur suivante (voir :
k

lu = unllar @) 2 Cllull g @h”.

Exprimons par exemple 1’espace des polyndmes (J2. On a :

Q2 ={f: R = R; f(2) = a1 +asztasy+aszy+asz’+agy’+arzy’ +asa’y+agr’y®,a; € R,i=1,...,9}
L’espace Q2 comporte donc neuf deg%égo(jee }E%egg@eg&a donc besoin de neuf noeuds dans ¥ pour que le couple

(2, Q2) soit unisolvant (voir exercice 55 page - On peut alors utiliser comme noeuds sur le carré de référence
[-1,1] x [-1,1] :
i = {(_L _1)7 (_17 0)7 (_17 _1)7 (07 _1)7 (07 0)7 (07 1)7 (17 _1)7 (17 0)7 (17 1)}
En général, on préfere pourtant supprimer le noeud central (0,0)et choisir :
2t =3\ {(0,0)}.
11 faut donc un degré de liberté en moins pour 1’espace des polyndmes. On définit alors :

Qs ={f TR = R; f(z) = a1 + agx + azy + aszy + asz® + agy® + arxy® + agx®y, a; € R, i =1,...,8}
. . . |lexo-efd@mstefQ2ast L L.
Le couple (X*, Q%) est unisolvant (voir exercice 56 page [188), et on peut montrer que 1’élément Q3 est aussi précis

(et plus facile a mettre en oeuvre que I’élément ()2).

5.3 Construction du systeme linéaire

On construit ici le systeme linéaire pour un probléme a conditions aux limites mixtes de maniere ‘a envisager
plusieurs types de conditions aux limites. Soit € un ouvert polygonal !, on suppose que 9 : 'y U T'; avec
mes(Ip) # 0. On va imposer des conditions de Dirichlet sur I'¢ et des conditions de Fourier sur I'; ; ¢’est ce qu’on
appelle des conditions “mixtes”. On se donne donc des fonctions p : 2 — IR, go : o = Retg; : I'y — IR, eton
cherche a approcher u solution de :

—div(p(x)Vu(x)) + q(2)u(x) = f(2),x € 2,
u = go sur I'g, (5.3.11)
p(z)Vu(x).n(z) + ou(x) = g1(x),z € T'y,

%ésigne le VeCtelFx%rlict?gfx%grsmal a 08 extérieure a ). Pour assurer I’existence et unicité du probleme

), (voir exercice #1), on se place sous les hypotheses suivantes :
p(x) > a>0,pp.xe
qg=0
(5.3.12)
oc>0

mes(LTy) > 0.

Dans le cas ot la frontiere OS2 de 2 n’est pas polygonale mais courbe, il faut considérer des éléments finis dits “isoparamétriques” que
nous verrons plus loin
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5.3. CONSTRUCTION DU SYSTEME LINEAIRE CHAPITRE 5. ELEMENTS FINIS DE LAGRANGE
Pour obtenir une formulation variationnelle, on introduit I’espace

Fo g0 = ={ue H'(Q);u = go surTp}

et I’espace vectoriel associé :
H=H{ o={ueH(Q);u=0surly}
Notons que H est un espace de Hilbert. Par contre, attention, 1’espace H%O’ g

. e ~ ~ .
va cherchir Lu solution de (5.3.TT) sous la forme u = u + uo, avec ug € H%mgo etu € H%o,o- Soit v € H, on
multiplie ( ) par v et on 1ntegre sur {2. On obtient :

n’est pas un espace vectoriel. On

/Q —div(p(x)Vu(z))v(x)dz + / g(x)u(z)v(z)de = / f(z dz, YveH.
En appliquant la formule de Green, il vient alors :
/Qp(x)Vu(x)Vv(x)d:c - Aﬂp(x)Vu(x)nv(x)dy(m) —|-/Qqu(m)v(:c)dx = /Qf(x)v(x)dx, Yv € H.
Commewv =0surI'pona:
Léfuwmmmmmwmzzgwwmmwwﬂm
Mais sur I'1, la condition de Fourier s’écrit : Vu.n = —ou + g1, et on a donc

/Q p(2)Vu(z)Volz)ds+ /F 1 p(2)ou(z)v(@)dy(z)+ / 2)dz = / F(@)v(z)da+ / lgl(:z:)v(x)dfy(:z:).

On peut écrire cette égalité sous la forme : a(u,v) = T'(v), avec a(u,v) = aq(u,v) + ar, (u, v), ol :

aQ(u,v):/Qp(x)Vu(x)Vv(x)dx—i—/q(w)u(x)v(ac)dx,

Q
wmw=ﬁpmammwwmm7

etT(v) = Ta(v) + T, (v), avec

/ F@)o(@)dz et Tp, = /F (@) (@)

P . . . VSN H
On en déduit une formulation faible associée a (5.3.11) :

chercheru € H
- ~ (5.3.13)
a(ug + u,v) = T(v),Yv € H,
Pqu fe ) est un révelement de g, c’est a dire une fonction de H 1 (Q) telle que ug = go sur I'. Le probleme
E 3.13) peut aussi s’écrire sous la forme :
ueH
_ (5.3.14)
a(u,v) =T(v),Yv € H.
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N = N frypeef . PR ;
ol T(v) = T(y) = alya0); Seus les\ hypothgses. (5.5.122, on peut .alors apphqugr .le/ théoreme Qe Lax l%!%lger m
(voir théoreme #.6 page au probleme (5.3.14) pour déduire 1’existence et 1’unicité de la solution de (5.3:13) ;
notons que, comme la forme bilinéaire a est symétrique, ce probleéme admet aussi une formulation variationnelle :

Jw)= min J(v),

1
vGHFO,gO

X (5.3.15)
J(v) = ia(u,v) +T(v),Yv € Hllg’go.

Dans ce cas, les méthodes de Ritz et Galerkin sont équivalentes. Remarquons que 1’on peut choisir uy de maniere
abstraite, tant que ug vérifie ug = go sur I'g et ug € H'. Intéressons nous maintenant a1 frPgtlé(%de d’approximation

variationnelle. On approche 1’espace H par Hy = Vect{¢1,...,¢n} et on remplace (5.3.14) par :
uny € Hy
_ . (5.3.16)
a’(uN7 ¢7) = T(¢’L) - a(’ll,o, ¢i)a\v/7’ = 17 ceey N.

N
. . - N FEN.ef o . L
On pose maintenant uy = E u;¢;. Le probleme (5.3.16) est alors équivalent au systeme linéaire :
Jj=1

KU =g,

avec N
Kij = a(¢;,¢i), i,5=1,...,N,

U= (up...an)t,
G =T(¢:) —alug, ¢;),i=1,...,N.
L’implantation numérique de la méthode d’approximation nécessite donc de :
1. construire K et G
2. résoudre KU = G.

Commencons par la constructi Pfcéleel;espace Hpy et des fonctions de base pour une discrétisation par éléments
finis de Lagrange du probleme (E. 3.14).

5.3.1 Construction de Hy et ;

On considere une discrétisation a 1’aide déléments finis de Lagrange, qu’on note : (K, ¥¢, Pp) {=1,...,L, ou
L est le nombre d’éléments. On note S;, ¢ = 1,..., M, les noeuds du maillage, et ¢1,..., ¢y, les fonctions de
base, avec N < M. On peut avoir deux types de noeuds :

— les noeuds libres : S; ¢ I'g. On a N noeuds libres

— les noeuds liés : S; € I'y. Ona M — N noeuds liés.

Notons qu’on a intérét a mettre des noeuds a I’intersection de I'g et I'; (ce seront des noeuds liés). Grace a ceci, et
a la cohérence globale et locale des éléments finis de Lagrange, on a H C H. On a donc bien des éléments finis
conformes. Récapitulons alors les notations :

e ) : nombre de noeuds total

e N : nombre de noeuds libres

e My = M — N : nombre de noeuds liés

e Jy ={ indices des noeuds liés} C {1,...,M}.Ona cardJy = My
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e J = { indices des noeuds libres } = {1... M} Jy. OnacardJ = N.

Pour la programmation des éléments finis, on a besoin de connaitre, pour chaque noeud (local) de chaque élément,
son numéro dans la numérotation globale. Pour cela on introduit un tableau ng(L, Ny), ot L est le nombre
d’éléments et [V, est le nombre de noeuds par élément. (on le suppose constant par souci de simplicité, N, peut en
fait dépendre de L. Exemple : triangle - quadrangle). Pour tout ¢ € {1,..., L} ettoutr € {1,..., N¢},ng(¢,r) est
alors le numéro global du r-ieme noeud du ¢-ieéme élément. On a également besoin de connaitre les coordonnées
de chaque noeud. On a donc deux tableaux x et y de dimension M, ou z(3),y(¢) représentent les coordonnées
du i-eme noeud. Notons que les tableaux ng, x et y sont des données du mailleur (qui est un module externe par
rapport au calcul éléments finis proprement dit). Pour les conditions aux limites, on se donne deux tableaux :

e (C'F : conditions de Fourier

e CD : conditions de Dirichlet

(on verra plus tard le format de ces deux tableaux)

5.3.2 Construction de et §
On cherche a construire la matrice /C d’ordre (N x N), définie par :
Kij = a(é, ¢i) i,j€J
Ainsi que le vecteur G, défini par :
Gi =T(¢p;) — alug, ¢;) i€dJ card] =N

Fﬂa Op_rer%iérg e&uelstiqndé résoudre est le choix de ug. En effet, contrairement au cas unidimensionnel (voir exercice
exo-rellex elev R L. 1 . n o -
B7 page 138), il n"est pas toujours évident de trouver ug € Hy_ . . Pour se faciliter la tiche, on commet un “crime
variationnel”, en remplagant u par

0,90

N

uoN = Y uo(S)e;-

Jj€Jo

Notons qu’on a pas forcément : ug N € H%O go > € €st en ce sens que I’on commet un “crime”. Mais par contre,
on a bien ug n(S;) = uo(S;) pour tout j € J. On peut voir la fonction ug y comme une approximation non

conforme de ug € H, %D) g0+ On remplace donc G; par :

Gi=T(b:) = > g0(S;)ald;, 1)

j€Jo

Calculons maintenant a(¢;, ¢;) pour j = 1,...,M,eti = 1,..., M. On se sert donc pour I’implatation pratique
de la méthode, des fonctions de forme associées aux noeuds “li€s”, méme si dans 1’écriture du probleme discret
théorique, on n’en avait pas besoin.

Calcul de et G

1. Calcul des contributions intérieures : on initialise les coefficients de la matrice K et les composantes par les
contributions provenant de agq et Tq.

Kij =aqa(¢j,¢:i) | i=1,... N,
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2. Calcul des termes de bord de Fourier. On ajoute maintenant a la matrice /C les contributions de bord :

Kij «— Kij +ar,(¢;,¢:),i=1,...,N,j=1,...,N.
Gie— Gi+Tr,(di) i=1...M.

3. Calcul des termes de bord de Dirichlet. On doit tenir compte ici du relevement de la condition de bord :

Gi—Gi— > go(N)Ki;  VielJd

Jj€Jo

Apres cette affectation, les égalités suivantes sont vérifiées :
Kij =al¢j. ¢i) 4,5 € J(Uo)
Gi =T(¢;) — aluo,n, ¢i).
Il ne reste plus qu’a résoudre le systeme linéaire
ZK:ijaj =G;, VieJ (5.3.17) systemtilds
jeJ
4. Prise en compte des noeuds liés. Pour des questions de structure de données, on inclut en général les noeuds
liés dans la résolution du systeéme, et on résout donc le systeme linéaire d’ordre M > N suivant :

Z I&ijozj =G;.Vi=1,...,N. (5.3.18) |systempast.

j=1,....N

avec I@ij = Ky pouri,j € J, I@ij =0si(i,5) € J% eti # j, et Kii = 1sii & J. Ces deux systémes sont
équivalents, puisque les valeurs aux noeuds liées sont fixées.
Si par chance on a numéroté les noeuds de maniere a ce que tous lgs ngeuds lkes s&:nent en fin de numérotation,

cad.siJ={1,...,N}etJo={N+1,..., M}, le systeme ( est de [a forme :
| a G1
K | 0
| auN Gn
- | —=—=1,U= —— , etg = ——
AN 4+1 N+1
| g
0 | Idy .
| am Im

Dans le cas ou la numérotation Sstsqcue%cgggyfdées noeuds liés ne sont pas forcément a la fin, et pour obtenir
le systeme linéaire d’ordre M (E‘é I8) idonc incluant les inconnues «;, 7 € Jp, qui n’en sont pas vraiment)
on peut adopter deux méthodes :
(a) Premiere méthode : on force les valeurs aux noeuds liés de la maniére suivante :
KCii <— 1 pourtouti € Jy
KCi; «— 0 pour tout i € Jy je{l...M} i#j
G; «— go(S;) pour tout i € .Jy
(b) Deuxieme méthode : on force les valeurs aux noeuds liés de la maniére suivante :
Kii — 1020 Vi € Jy
G; — 102090(52‘) Vi € Jo
La deuxieéme méthode permet d’éviter 1’affectation a 0 de coefficients extra-diagonaux de la matrice. Elle
est donc un peu moins chere en temps de calcul.
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Conclusion Apres les calculs 1, 2, 3, 4, on a obtenu une matrice XC d’ordre M x M et le vecteur G de RM.
Soit & € IR 1a solution du systtme Ko = G. Rappelons qu’on a alors :

N
un :E iy,
i=1

= Zai(bi + Z Q;iPi

i€ i€Jo

uyN = uUn + ug

Remarque 5.15 (Numérotation des noeuds) Si on utilise une méthode itérative sans préconditionnement, la numérotation
des noeuds n’est pas cruciale. Elle I’est par contre dans le cas d’une méthode directe et si on utilise une méthode
itérative avec préconditionnement. Le choix de la numérotation s’effectue pour essayer de minimiser la largeur

de bande. On pourra a ce sujet étudier l'influence de la numérotation sur deux cas simples sur la structure de la
matrice.

5.3.3 Calcul de ag et Ty, matrices élémentaires.

Détaillons maintenant le calcul des contributions intérieures, c’est a dire aq(¢;, ¢;) i =1,...M,j=1,..., M
et Ta(é;) i =1,..., M. Par définition,

aQ(ng,;,ngj):/Qp(az)ngi(sc)ngj(az)dz:+/Qq(x)¢,;(x)¢j(z)das.

Décomposons €2 a I’aide du maillage éléments finis.

L
Q=|JK.
(=1
En notant 0(¢;, ¢;)(x) = p(2)Vi(2)V;(x) + q(x)di(x)d;(x),
On a donc : .
iy Pj) = 0 iy Pj dx.
an (@i, &) ;/K (61, 65)da

Pour r et s numéros locaux de 1’élément K, on pose :
kL, = /9(@, b, )dz.
¢

On va calculer k:f78 puis on calcule aq(¢;, ¢;), en effectuant un parcours sur les éléments, ce qui s’exprime par
I’algorithme suivant :

Initialisation : KC;; «— 0,7 =1,... M, j <.

Boucle sur les éléments

Pour ¢ =1 a L faire

Pour r = 1 a N, faire
i = ng(¢,r) numéro global du noeud r de 1’élément ¢
Pour s =1 a r faire
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calcul de k. ,
Jj=ng({,s)
sit >3
Kij e Kij + ky.
sinon
Kji — Kji + by,
Fin pour
Fin pour
On a ainsi construit complétement la matrice de rigidité K. Il reste a savoir comment calculer

kﬁ,s :\/Z 0(¢€7¢r)(1')d93

Ce calcul s’effectue sur I’élément de référence, et non sur les éléments /4. On Egllc#gc ensuite la valeur de kf)s par
des changements de variable a I’aide de la transformation Fy (voir Figure 5.4 page . Notons :

Fy(z,9) = (,y) = (a6 + aiT + a5y, by + biZ + byy) (5.3.19)

Notons que les coefficients af et b¢ sont déterminés a partir des la connaissances des coordonnées (z(i), y(i)) o
t = ng(¢,r). En effet, on peut déduire les coordonnées locales x(r),y(r),r = 1, Ny, des noeuds de I’élément ¢, a
partir des coordonnées globales des noeuds (x(i),y()), et du tableau ng (¢, r) = i. Sur I’élément courant K, le
terme élémentaire kﬁs s’écrit donc

K, = /Z 0(6s(2, ) b (2, y)ddy.

Or, (x,y) = Fy(Z,7) ; donc par changement de variables , on a :
ki, = / 0(¢s o Fo(Z,7), br 0 Fo(Z,7)) Jacs 5(Fy) dzdy

- def .Fell
ou Jacz 5(Fr) désigne le Jacobien de Fy en (Z, §). Or, ¢5 o Fy = ¢y, et, puisque Fy est définie par (%.63. I 9ei, ona:

aj b

JaC(F[) = Det(DFg) = ae be
2 2

‘ ———

donc kf,s = Jac(FZ)I%T,Ss ou
ET,S = /:e(ggs(j7 y)a &T(f7 g))dfdg

_ b.ef
Etudions maintenant ce qu’on obtient pour k,. s dans le cas du probleme modele (EB.I [),ona:

Fw = / [0(Z, )V E:(%, )V (2, 5) + a(& 5)6: (7, 5)8+ (7, 7)) didy.

L

Les fonctions de base ¢, et ¢, sont connues; on peut donc calculer I_crys explicitement si p et ¢ sont faciles a
intégrer. Si les fonctions p et g ou les fonctions de base ¢, sont plus compliquées, on calcule k. s en effectuant une
intégration numérique. Rappelons que le principe d’une intégration numérique est d’approcher I’intégrale d une
fonction continue donnée 1,

N P;

I= /Z;z;(f,g)da?dg, par I =Y w;(P)y(Py),

i=1
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ou N Py est le nombre de points d’intégration, notés P;, qu’on appelle souvent points d’intégration de Gauss, et les
coefficients w; sont les poids associés. Notons que les points P; et les poids w; sont indépendants de 1. Prenons
par exemple, dans le cas unidimensionnel, K= [0,1],p1 =0,p2 = 1, etw; =wq = % On approche alors

! ~ 1
1= [ wtopdo par T = 5(600) + w(1).

C’est la formule (bien connue) des trapezes. Notons que dans le cadre d’une méthode, il est nécessaire de s’assurer
que la méthode d’intégration numérique choisie soit suffisamment précise pour que :

1. le systtme Ka = G(NN x N) reste inversible,
2. I’ordre de convergence de la méthode reste le méme.
Examinons maintenant des éléments en deux dimensions d’espace.

1. Elément fini P; sur triangle Prenons N P; = 1 (on a donc un seul point de Gauss), choisissons p1 = (3, 3 ),
le centre de gravité du triangle K, et w; = 1. On approche alors

= /Z $(2)dz par (py).

. ., . . R s . |exo-intlegoumntegnum
On vérifiera que cette intégration numérique est exacte pour les polyndmes d’ordre 1 (exercice 54 page T87).

2. P sur triangles. On prend maintenant N P; = 3, et on choisit comme points de Gauss :

1 11 1
P11 = <2a0>7p2_ (272>ap3_ (072>

et les poids d’intégration wy = we = w3 = éx‘ On peut montrer gue cette intégration numérique est exacte

pour les polynémes d’ordre 2 (voir exercice 54 page 187).

Remarquons que, lors de I’intégration numérique du terme élémentaire
kf’,s = /57 [p(i.7 g)(Fﬁ(j7 g))vér(‘(ia g) : V(ZES((E, g) + q(‘i‘v g)(FZ(jv g))d_)’r‘(fa g)és] djdgv

on approche k. , par

Les valeurs Vo,.(P;), Vs (P;), ¢.(P;) et 4(P;) sont calculées une fois pour toutes, et dans la boucle sur ¢, il ne
reste donc plus qu’a évaluer les fonctions p et ¢ aux points Fy(P;). Donnons maintenant un résumé de la mise en
oeuvre de la procédure d’intégration numérique (indépendante de ¢). Les données de la procédure sont :

— les coefficients w;,7 = 1,..., NPy,

— les coordonnées (zpg(i),ypg(i)), i =1,..., N Py des points de Gauss,

— les valeurs de ¢,., % et 884; aux points de Gauss, notées ¢(r, 1), ¢ (1, 1) et ¢, (r,i),r =1...Np,i=1,...,NPy.
Pour ¢ donné, on cherche a calculer :
WO OPs o NN
I'= | p(Fe(z,5) 5 (2:79) a7 (@, y)dzdy + | q(Fe(Z,9))dr (2, y)dzdyds(Z,Y).
K e

On propose I’algorithme suivant :
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Initialisation : [ «— 0
Pouri =1 a N Py, faire :
pi = p(Fe(P))
0 = q(Fe(P))
T — T+ wi(pioha (1, i)y (5,7) + i (r, 1) (s, 1))
Fin pour
On procede de méme pour le calcul du second membre

L
To(0) = [ fGe)o)dudy =3 ge 0v e = [ f(o9)o(a)dady.
(=1

Le

L’algorithme sécrit :
Initialisationde Ga0:G; «—— 0 i=1laM
Pour/=1aL
Pourr =1a N,
Calcul de gj = fée f(x,y)ér(z,y)drdy

L= ng(& 7‘)
Gi—Gi+g;
Fin pour
Fin pour
Il reste le calcul de g; qui se ramene au calcul de I’élément de référence par changement de variable.
Ona:
9r = ; f(@,y)or(z,y)drdy = /K fo Fo(Z,9)0r(%,9)Jacz 5(Fr)dTdy.
£

L’intégration numérique est identique a celle effectuée pour EM&

5.3.4 Calcul de ar, et 1, (contributions des arétes de bord “Fourier”.

Détaillons maintenant le calcul des contributions des bords ou s’applique la condition de Fourier, c’est a dire
ar,(¢i,¢j)i=1,...M,j=1,...,MetTp, (¢;) i =1,..., M. Par définition,

oy (00:65) = [ pa)Voi(o) Vos(a)de + [ ala)6i(a)es(a)da.
I Iy

Notons que ar, (¢;, ¢;) = 05si @; et ¢, sont associées a des noeuds S;, S; de d’un élément sans aréte commune avec

les arétes de la frontiere. Soit L1 le nombre d’arétes €5,k = 1,..., L1 du maillage incluses dans I';. Rappelons

que les noeuds soumis aux conditions de Fourier sont repertoriés dans un tableau C'F', de dimensions (L1, 2), qui

donne les informations suivantes

1. CF(k,1) contient le numéro ¢ de I’élément K, auquel appartient 1’aréte €.

2. CF(k,2) contient le premier numéro des noeuds de I’aréte ¢, dans ’élément K,. On suppose que la
numérotation des noeuds locaux a été effectuée de maniere “adroite”, par exemple dans le sens trigonométrique.
Dans ce cas, CF(k,2) détermine tous les noeuds de 1’aréte €5 dans 1’ordre, puisqu’on connait le nombre
de noeuds par aréte et le ﬁsien_scqﬁ< numérotation des noeuds. Donnons des exemples pour trois cas différents,

représentés sur la figure % 7

(a) Dans le premier cas (a droite sur la figure), qui représente un élément fini P1, ona CF'(k,2) = 3 etle
noeud suivant sur I’aréte est 1.
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(b) Dans le second cas (au centre sur la figure), qui représente un élément fini P2, on a CF'(k,2) = 3 et
les noeuds suivants sur 1’aréte sont 4 et 5.

(c) Enfin dans I’élément P1 “de coin” représenté & gauche sur la figure, ona CF(k,1) = ¢, CF(K',1) =
¢,CF(k,2) =1,CF(k,2) = 2.

€L/

€k [§ / €k

2 3 1 2 3 ;1
/
P1 P1 P1 en coin

FI1G. 5.7 — Exemples de numérotation d’aréte du bord

Pour k = 1,..., L1, on note Sy, I’ensemble des noeuds locaux de ¢, donnés par CF(k,2) en appliquant la regle
ad hoc (par exemple le sens trigonomfrique). On peut alors définir :

Sk ={(r,s) € (S'k)Q/r < s}

L’algorithme de prise en compte des conditions de Fourier s’écrit alors :
Pourk=1...L1
¢=CF(k,1).
Pour chaque (7, s) € Sy, faire
calcul de I?, = / p(x)o(x) ¢l (x) ¢’ (x)dx (éventuellement avec intégration numérique)

Ck

L= ng(& 7')

j =ng(¥,s)

sij <1
Kij «— Kij + I,

sinon
Kij «— KCji + If,

Fin si

Fin pour

Fin pour
Le calcul de I, s’effectue sur I’élément de référence (avec éventuellement intégration numérique). De méme, on

a une procédure similaire pour le calcul de T, = / p(x)g1(x)v(x)dy(x).

I

G — G+ / @) ()6i()dr (@)
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5.3.5 Prise en compte des noeuds liés dans le second membre

Aprés les calculs précédents, on a maintenant dans G; :
6, = [ rwe)in+ [ pla)nla)ola)i)
Iy

11 faut maintenant retirer du second membre, les combinaisons venant des noeuds liés :

Gi— Gi— Y, 90(S;)a(e;, 1)

Jj€Jo

ou Jy est I’ensemble des indices des noeuds liés. On utilise pour cela le tableau C'D qui donne les conditions, de

Dirichlet, de dimension My ot My = cardJy. Pour ig = 1,..., My, CD(ig) = jo € Jo est le numéro du noeud
lié dans la numérotation globale. La procédure est donc la suivante.
Pourig = 1,..., My, faire
j = CD(io)
a = go(S;)
si(i <j) Gi «— G —aky; sinon G; —
G; — aKj; sinon Fin si Fin pour

5.3.6 Stockage de la matrice

Remarquons que la matrice /C est creuse (et méme trés creuse), en effet a(¢;, ¢;) = 0 des que

supp(éi) N supp(¢;) = ¢

Examinons une possibilité de stockage de la matrice K. Soit NV K le nombre d’éléments non nuls de la matrice X On
peut stocker la matrice dans un seul tableau K M AT en mettant bout a bout les coefficients non nuls de la premiere
ligne, puis ceux de la deuxieme ligne, etc... jusqu’a ceux de la dernieere ligne. Pour repérer les éléments de /C dans
le tableau K M AT, on a alors besoin de pointeurs. Le premier pointeur, nommé, IC' est de dimension NK. La
valeur de IC(k) est le numéro de la colonne de K (k). On introduit alors le pointeur IL(¢),¢ = 1,...,NL, ou
NL est le nombre de lignes, ot IL(¢) est I'indice dans K M AT du début de la ¢-ieme ligne. L’identification entre
KM AT et K se fait alors par la procédure suivante :
Pourk=1...NK
siIL(m) <k < IL(m+ 1) alors
KMAT (k) = Ky 1o
Fin si
Fin pour
La matrice K est symétrique définie positive, on peut donc utiliser une méthode de type gradient conjugué préconditionné
(voir cours de Licence). Notons que la structure de la matrice dépend de la numérotation des noeuds. Il est donc
important d’utiliser des algorithmes performants de maillage et de numérotation.

5.4 Eléments finis isoparamétriques

Dans le cas ou 2 est polygonal, si on utilise des éléments finis de type P», les noeuds de la frontiére sont effec-
tivement sur la frontiere méme si on les calcule a partir de 1’élément fini de référence. Par contre, si le bord est
courbe, ce n’est plus vrai. L'utilisation d’éléments finis “isoparamétriques™ va Pe_rll%%ttraerg% faire en sorte que tous
les noeuds frontieres soient effectivement sur le bord, comme sur la figure kSQ._PﬁfLobTenir une transformation
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Fy

F1G. 5.8 — Transformation isoparamétrique

isoparamétrique, on définit
Fp: K — K,

(@,9) = (zy)

a partir des fonctions de base de 1’élément fini de référence :

Ny N,
Tr = Zxr¢r(i'7g)a Y= Zyr¢r($7y)a
r=1 r=1

ol Ny est le nombre de noeuds de I’élément et (.., y,-) sont les coordonnées du r-ieéme noeud de K. Remarquons
que la transformation Fj isoparamétrique P; est identique a celle des éléments finis classiques. Par contre, la
transformation isoparamétrique P, n’est plus affine, alors qu’elle I’est en éléments finis classiques. Notons que les
fonctions de base locales vérifient toujours

$loFy=¢,,Y=1,...,L, ¥r=1,...,N,.

On peut alors se poser le probleéme de I’inversibilité de Fy. On ne peut pas malheureusement démontrer que Fy
est inversible dans tous les cas, toutefois, cela s’avere étre le cas dans la plupart des cas pratiques. L’intérét de
la transformation isoparamétrique est de pouvoir traiter les bords courbes, ainsi que les éléments finis Q1 sur
quadrilatéres. Notons que le calcul de ¢, est toujours inutile, car on se raméne encore 4 1’élément de référence.

5.5 Analyse d’erreur

5.5.1 Erreurs de discrétisation et d’interpolation

On considere toujours le probleme modele (E 31 I ) page sur lequel on a étudié la mise ggzoel%vre de %af Enéétpode

des éléments finis. On ra peeéle que Illa fonpulatlon faib Pf‘}e Se probléme est donnée en (5. page IT68, et que
sous les hypotheses (5:3.12) page probleme ®. admet une unique solution u € H = H%On =
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5.5. ANALYSE D’ERREUR CHAPITRE 5. ELEMENT§ FINIS DE LAGRANGE

{u € H'(Q);u = 0sur To}. La méthode d’approximation Vagg' atjonnelle du probleme (5.3.14) consiste a chercher

uy € Hy = Vect{¢1,...,Pn} solution de (5:3.16) page , ou les fonction fea ON hsonrtilgg fonctions
d,e b?lse §lem ensttsdiflinrylstz%ss Ciés, aux tnzoeuds 151, s T, Ce(%lnmg ll\e[s hyptheses ( L.2.27) . page lﬁ sczn't \ierlﬁees,
I’estimation (%.2.3()) page 128 entre u solution de (5.3. et ¥) solution de (%.3. 16) est donc vérifiée. On a

donc :

U M
[@ —unllar <4/ Ed(ua Hy),

ot M (resp.«r) est la constante de continuité (resp. de coercivité) de a. Comme u = wug + u, on a, en posant

c=/X,
[0}

lu —un|| < Cllu—w||Vw € Hy, (5.5.20)

oll uy = Uy + ug. Notons que dans I'implantation pratique de la méthode d’éléments finis, lorsqu’on calcule
Tw) = T() — a(ug, v),. on re?mpjlace. Uy par Uo,N € HN', Eionc' S)necrorrg{ré%tlune 1égere /CI:I'CI,.II' sur 7. De plus,
on calcule a(¢;, ¢;) a I'aide d’intégrations numériques : 1’inégalité (5.5.20) n’est donc vérifiée en pratique que

de maniere approchée. On sup 0sera é:gPendant, dans la suite de ce paragraphe, que les erreurs commises sont
négligeables et que 1’inéga C}g £5,5.20) est rl?tigl% vérifiée. De la méme maniere qu’on a défini I’interpolée sur un
élément K, (voir définition 5.3 page 156, on va maintenant 1(;6}1;‘1%1&& interpolée sur H 1(Q) tout entier, de maniére

a établir une majoration de I’erreur de discrétisation grace a (5.5.

Définition 5.16 (Interpolée dans Hy) . Soitu € H'(Q) et Hy = Vect{$1,...,pn} oi les fonctions ¢; ... pn
sont des fonctions de base éléments finis associées aux noeuds S . .. Sy d’un maillage éléments finis de 2. Alors
on définit l'interpolée de u dans Hy, ur € Hy par :

N
ur = Z U(Sz)¢z
=1

errdiscl . . L.
Comme u; € Hp, on peut prendre W = uy dans (%.5.2()5, ce qui fournit un majorant de I’erreur de discrétisation :
lu—unll < Cllu—urllm

On appelle erreur d’interpolation le terme ||u — wur|| g1

5.5.2 Erreur d’interpolation en dimension 1

Soit 2 =]0, 1], on consideére un maillage classique, défini par les N + 2 points (z;);=o.. n+1, avec g = 0 et
Tn+1 = 1, et on note

hi=xi41 —x;,1=0,...,N+1, eth:max{|hi|, i:O,...,N+1}

On va montrer que si u € H2(]0, 1]), alors oge }poe_ugcc%%ggi_rfglgg majoration de I'erreur d’interpolation ||u — up|| 1.
page :

On admettra le lemme suivant(voir exercice
Lemme 5.17 Siu € H'(]0,1[) alors u est continue.

En particulier, on a donc H2(]0, 1[) ¢ C([0, 1]). Remarquons que ce résultat est 1i€ a la dimension 1, voir injection
de Soboleyv, cours d’analyse fonctionnelle ou [T]. On va démontrer le résultat suivant sur I’erreur d’interpolation.
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5.5. ANALYSE D’ERREUR CHAPITRE 5. ELEMENTS FINIS DE LAGRANGE

Théoréme 5.18 (majoration de I’erreur d’interpolation, dimension 1) Soit u € H?(]0, 1[), et soit u; son in-
terpolée sur Hy = Vect{¢;, i = 1,..., N}, oi ¢; désigne la i-éme fonction de base élément fini P1 associée au
noeud x; d’un maillage élément fini de |0, 1[. Alors il existe ¢ € IR ne dépendant que de u, tel que

lw — url| g < Ch. (5.5.21)
Démonstration : On veut estimer
= wr|F = |u—url§ + [u— w3

ot |[v|g = ||v||z2 et |[v|; = ||Dv||z>. Calculons |u — ur|? :

Ti+1

1 N
umuft= [ Pl =Y [ ) - ujo) P
0 i=0 /T

Or pour x €]x;,x;41[ on a
u(wiy1) — u(zi)

hi = U/ (g’b)a

up =

pour un certain &; €]x;, z;11[. On a donc :

[ e ek = [ e - @)l

i i

lf“wwwwmwmz/mﬂfwmwwa
T, T &

i

On en déduit que :

et donc, par I’inégalité de Cauchy-Schwarz,

Tiq1
/ ' (2) — uy(x)Pde < [ Je, " (®))Pdt|x — &|dx

' Ti41 xr
< hi/ (/ |u”(t)|2dt> dz,
Z;

car |z — &;| < h;. En réappliquant I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

Tit1 Ti+1
[ W@ P <n [ P

i T

En sommant sur %, ceci entraine :

1
lu —ug|? < h2/ |u" (t)|?dt. (5.5.22)
0

I reste maintenant 2 majorer |u — uz|3 = fol |u — ur|*dx. Pour x € [z, 2;11]

2

|mm—uxmﬁz(ﬁﬁw@—uﬂmm)

Par I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a donc :

ue) —ur @) < [ @0 ~ a0t g — ]

<h;
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5.5. ANALYSE D’ERREUR CHAPITRE 5. ELEMENTS FINIS DE LAGRANGE

Par des calculs similaires aux précédents, on obtient donc :

ute) i) < [ w ([ wopar) aon,

Tit1
< h? / lu (1) dt.
z;
En intégrant sur [z;, x;41], il vient :
Tit1

/ " () — (o) P < B |

i T4

eten sommantsurt=1,...,N:

1ux—ux2x 41u” 2dt.
/0<<> H(2)2d sn/0< (1))2dt

On a donc :

. . interpl
ce qui entraine, avec (5.5. :

lu—urlop < h2|u|2

lu—url® < h*|uff + h?[ul3
< (1+ h?)h?|ul3
On en déduit le résultat annoncé. ]
On en déduit le résultat d’estimation d’erreur suivant :

Corollaire 5.19 (Estimation d’erreur, P1, dimension 1) Soit 2 un ouvert polygonal convexe de R% d > 1; soit
f € L?(Q) et u € HY(Q) l'unique solution du probleme

u € HH (D

)
a(uw):/QVu(;v)Vv(x)dm:/f(x)v(m)dx,

)

et wr L’approximation éléments finis P1 obtenue sur un maillage admissible T de pas hT = I{laXN{VLi‘}. Alors
=1,

il existe C' € IR ne dépendant que de Q et f tel que ||u — ur|| < Ch.

Ces résultats se génralisent au cas de plusieurs dimensions d’espace (voir Ciarlet), sous des conditions géométriques
sur le maillage, nécessaires pour obtenir le résultat d’interpolation. Par exemple pour un maillage triangulaire en
deux dimensions d’espace, intervient une condition d’angle : on demande que la famille de maillages considérée
soit telle qu’il existe B > 0 tel que 5 < 6 < 7 — 3 pour tout angle 6 du maillage.

Remarque 5.20 (Sur les techniques d’estimation d’erreur) Lorsqu’on a voulu montrer des estimations d’er-
reur pour la méthode des différences finies, on a utilisé le principe de possitivité, la consistance et la stabilité
en norme L. En volumes finis et éléments finis, on n’utilise pas le principe de positivité. En volumes finis, la
stabilité en norme L? est obtenue grdce a 1’inégalité de Poincaré discréte, et la consistance est en fait la consis-
tance des flux. Notons qu’en volumes finis on se sert aussi de la conservativité des flux numériques pour la preuve
de convergence. Enfin, en éléments finis, la stabilité est obtenue grdce a la coercivité de la forme bilinéaire, et la
consistance provient du controle de I’erreur d’interpolation.
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5.5. ANALYSE D’ERREUR CHAPITRE 5. ELEMENTS FINIS DE LAGRANGE

Méme si le principe de positivité n’est pas explicitement utilisé pour les preuves de convergence des éléments finis
et volumes finis, il est toutefois intéressant de voir a quelles conditions ce principe est respecté, car il est parfois
trés important en pratique.

Reg).rgl,lzﬂzghd "abord le cas du schéma volumes finis sur un maillage T admissible pour la discrétisation de I’ équation

Ern

—Au=f dans
u=20 sur 0S2.

Rappelons que le schéma volumes finis s’écrit :

S mwplux —un)+ D mroux | =K fx, (5.5.23)
KeC \o€&xNéint oE€€KkNeat
avec
LKL s
’ d((L‘K,JiL) 7 d(a:K,(')Q)’
ou |K|, (resp. |o|) désigne la mesure de Lebesque en dimension d (resp. d — 1) de K (resp. o).

Notons que les coefficients Tk 1, et Tk , sont positifs, grdce au fait que le maillage est admissible (et donc
XK_’XL = d(Xg,Xp)nKrL, ot XK_’XL désigne le vecteur d’extrémités X i et Xy, et ngy la normale unitaire
a K|L sortante de K.

Notons que le schéma (%.3—.23) s’écrit comme une somme de termes d’échange entre les mailles K et L, avec des
coefficients T 1, positifs. C’est grdce a cette propriété que I’on montre facilement que le principe E% ngﬂ‘é{{e est
vérifié. Considérons maintenant la méthode des éléments finis P1, pour la résolution du probleme (A.1.T) sur mail-
lage triangulaire. On sait (voir par exemple Ciarlet) que si le maillage satisfait la condition faible de Delaunay
(qui stipule que la somme de deux angles opposés a une méme aréte doit étre inférieure a ), alors le principe du
maximum est vérifiée. Ce résultat peut se retrouver en écrivant le schéma éléments finis sous la forme d’un schéma
volumes finis.

5.5.3 Super convergence

On considere ici un ouvert  polygonal convexe de IR?, d > 1, et on suppos que Jibe_LeLz(Q). On s’intéresse a
I’approximation par é?éhnelgr'lgslélel%srgfl de la solution u € H{ (£2) du probleme ?%Wa vu dans le paragraphe
précédent (corollaire 5.19) qu on peut estimer I’erreur en norme L? entre la solution exacte u et la solution ap-
prochée par éléments finis P1; en effet, comme I’erreur d’interpolation est d}’%r.dggr}%t on déduit une estimation
sur I’erreur de discrétisation, également d’ordre h. En fait, si la solution u de (4.1.T) est dans H 2 il se produit un
“petit miracle”, car on peut montrer grace a une technique astucieuse, dite“truc d’ Aubin-Nitsche”, que I’erreur de
discrétisation en norme L? est en fait d’ordre 2.

Théoreme 5.21 (Super conver gn_cgaq&slgléments finis P1) Soit Q un ouvert polygonal convexe de R%,d > 1;
soit f € L2(), u solution de ﬁzr.ql_.SWla solution apporchée obtenue par éléments finis P1, sur un maillage
éléments finis T. Soit
h7 = max diamK.
KeT

Alors il existe C' € IR ne dépendant que de <) et f tel que :

|lu —ur|lgi) < Chet |lu—ur| o) < Ch?.
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TN BTRERDrEYS) 1

Démonstration : Par le théoréme de régularité #.9 page 1118, il existe C; € R4 ne dépendant que de € tel que

lull 722y < Cill fllz2)-
A P . N theo.esterref B
Grice a ce résultat, on a obtenu (voir le théoréeme %.‘IW’TIeTlste C5 ne dépendant que de €2, ( et tel que
lu —url| gy < Collfll2h

Soit maintenant ez = u — ut et p € HJ(Q) vérifiant

/w(x).vw(m)dxz/eT(x)zp(x)dx,vweHg(Q). (5.5.24)
Q Q

On peut aussi dire que ¢ est la solution faible du probleme

—Ayp = e dans ()
@ = 0 sur 0f2.

9 R theo.requlH2 .
Comme e € L*(Q), par le théoreme 4.9, 1l existe C3 € IR ne dépendant que (2 tel que

el a2 ) < Csller |2 ()

bdual
Or He:r||%2(m = / er(z)er(z)dr = / Vo(x).Ve(z)dx, en prenant i) = e dans (E.S.UZZIa ).
Q Q bdual
Soit (7 la solution approchée par éléments finis P1 du probleme (%.S.ZZH, c.a.d solution de :

o1 € Vro={veC(Q);v|x € P,VK € T,v|pq = 0}

(5.5.25) bdualef
/ Vior (z)Vo(x)dz = / e(x)o(x)dz, Yo € Vr o
Q Q

On sait que ug vérifie :

on peut donc écrire que :

lerliq = | Vio=pr)e)-Viu— ur)ahds > llo — prlimllu = urlm)
Q
N N theo.esterref
D’apres le théoreme 5.19,0on a:
I — orllar@) < CallellLzyhr etllu —ur|[ai) < CollfllL2@)hr.

On en déduit que :
lezllz2) < C31I N2 b7

Ce qui démontre le théoreme.

Analyse numérique I, Télé-enseignement, M1 1 83 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 17 avril 2010



5.5. ANALYSE D’ERREUR CHAPITRE 5. ELEMENTS FINIS DE LAGRANGE
5.5.4 Traitement des singularités

Les estimations d’erreur obtenues au paragraphe précédent reposent sur la régularité H? de u. Que se passe-t-il si

cette régularité n’est plus v éiﬁéf% Zg)fer exemple, si le domaine €2 posseéde un coin rentrant, on sait que dans ce cas,
la solution u du probleme (l&[. I.5) n'est plus dans H2(£)), mais dans un espace H'**(Q), ol s dépend de 1’angle
du coin rentrant. Considérons donc pour fixer les idées le probleme

{ —Au = f dans €2, ou ) est un ouvert

u = 0 sur 0 polygdnal avec un coin rentrant.

Pour approcher correctement la singularité, on peut raffiner le maillage dans le voisinage du coin. On peut également,
lorsque cela est possible, modifier 1’espace d’approximation pour tenir compte de la singularité. Dans le cas d’un

polygodne ayec un coin rentrant par exemple, on sait trouver 1) € H, () (et & H2()) telle que si u est solution
de (g. I.5)avec f € L?(f2), alors il existe un unique o € IR tel que u — oty € H?(1Q).

Examinons le cas d’une approximation par éléments finis de Lagrange. Dans le cas ou u est réguliere, 1’espace
d’approximation est
VT = V@Ct{d)i,i = 1, NT},

ol N7 est le nombre de noeuds internes du maillage 7 de €2 considéré et (gbi)i:l, N la famille des fonctions de
forme associées aux noeuds.

Dans le cas d’une singularité portée par la fonction 1 introduite ci-dessus, on modifie ’espace V' et on prend
maintenant : V- = Vect{¢;,i = 1, N7} ®IRy Notons que V7 C H}(Q2), car b € H}(£2). Reprenons maintenant
I’estimation d’erreur. Grace au lemme de Céa, on a toujours

M
lu —ur|g < EHU — w1 (), Yw € Vr.
On a donc également :
M
llu —ur||g < EHU — ) — w|| g1y, Yw € Vr.

puisque ) +w € V7. Or, u — ap = u € H2(R).
Donc |lu — ur | < 2@ — w| 1), Yw € V7.
Et grice aux résultats d’interpolation qu’on a admis, si on note uy I’interpolée de u dans Vi, on a:

M, M ~
lu—urllie) < —llw—trllm@ < — Colldlm@h-

On obtient donc encore une estimation d’erreur en h.
Examinons maintenant le systeme linéaire obtenu avec cette nouvelle approximation. On effectue un développement
de Galerkin sur la base de V7. On pose

ur = Yy widi + 7.

i=1,N7

Le probleme discrétisé revient donc a chercher
(ws)i=1,n7 C RYetyeR tq.
Y iming Ui Jo Vi (@) - Véi(x)da + v [, Vi(z) - Voi(a)de = [, f(x)¢i(x)dx, Vi =1, N7
Y ity Ui Jo Vi() - Vib(z)de + v o Vip(z) - Vip(z)de = [ f(2)¢(z)da.

On obtient donc un systeme linéaire de N7 + 1 équations & N7 + 1 inconnues.
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5.6. EXERCICES CHAPITRE 5. ELEMENTS FINIS DE LAGRANGE
5.6 Exercices

—efldl
Exercice 46 (Eléments finis P1 pour le probleme de Dirichlet) Corrigé en page 88—
Soit f € L?(]0,1[). On s’intéresse au probléme suivant :

—u"(z) = f(z), = €0,1],
u(0) =0, u(1) = 0.
-dirdl
dont on a étudié une formulation faible a I'exercice 55. —
Soient N € N, h = 1/(N + 1) etx; = éh,pouri = 0,...,N + 1, et K; = [z;,x;41], pour i = 0,..., N.
Soit Hy = {v € C(]0,1],IR) t.q. v|g, € P1,i =0,...,N,etwv(0) = v(1) = 0}, ou P; désigne I’ensemble des
polyndémes de degré inférieur ou égal a 1.
1. Montrer que Hy C H¢.
2.Pouri=1,..., N, onpose :
|z — @il .
e K;,UK; 1,
bi(z) = p— i@ 1

0 sinon.

Montrer que ¢; € Hy pour touté = 1,..., N et que Hy est engendré par la famille {¢1,...,dn}.

3. Donner le systeme linéaire obtenu en remplacant H par H y dans la formulation faible. Comparer avec le schéma
obtenu par différences finies.

. sge I . . cor—clfouneupl
Exercice 47 (Conditions aux limites de Fourier et Neumann) Corrigé en page 190

Soit f € L2(]0,1[). On s’intéresse au probleme :

u”(x) + u(x) = f(z), = €]0,1],
W(0) = u(0) = 0, w/(1) = —1. (5.6.26)
lexo-cl flexaeopfouneupl
L'existence et I"unicit¢ d"une solution faible ont ét€ démontrées a I’exercice A7 page 185. On s’ intéresse maintenant
a la discrétisation de (ES 6. 565

e (h?&rl) 1. Ecrire une discrétisation d par différences finies pour un maillage non uniforme. Ecrire le systeme
linéaire obtenu.

eg-—pbldpomme
2. Ecrire une discrétisation de (%.%56) par volumes finis pour un maillage non uniforme. Ecrire le systéme linéaire
obtenu.

. . L. . L . eg-pbldpomme .
3. Ecrire une discrétisation par éléments finis conformes de type Lagrange P, de (B.%EG) pour un maillage non
uniforme. Ecrire le systéme linéaire obtenu.

Exercice 48 (Conditions aux limites de Fourier et Neumann,bis)
Soit f € L?(]0,1[). On s’intéresse au probléme : :

{ —u"(x) = u'(z) + u(z) = f(2), = €0,1],
u(0) +u/(0) =0, u(l) =1

1. Ecrire une discrétisation par éléments finis conformes de type Lagrange P; pour un maillage uniforme. Ecrire
le systeme linéaire obtenu.
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5.6. EXERCICES CHAPITRE 5. ELEMENTS FINIS DE LAGRANGE
2. Ecrire une discrétisation par volumes finis centrés pour un maillage uniforme. Ecrire le systéme linéaire obtenu.

3. Ecrire une discrétisation par différences finies centrés de pour un maillage uniforme. Ecrire le systeme linéaire
obtenu.

4. Quel est I’ordre de convergence de chacune des méthodes étudiées aux questions précédentes ?
Exercice 49 (Eléments finis pour un probleme avec conditions mixtes)
Soit f € L%(]0, 1[. On s’intéresse ici au probléme

(@) + u(z) = f(z),z €=, 1],
u(0) = 0, (5.6.27)
uw'(1) =0,

. .. N EQ AN . exo—cl%e'&xmeslmj ?}Des
Ce probleéme est un cas particulier du probleme (4.4.44) étudié a I’exercice A1 page page 39, en prenant : () =
j0,1,p=1letg=1,To={0},I'1 = {1}, g0 =0, 93 =0eto =0,
On s’intéresse ici a la discrétisation du probleme (BF27). Soient N € N, h = 1 (N +1) et i, = h, pour
1=0,...,N+1,et K; = [x;,x;41], pour i = 0,..., N. On cherche une solution approchée de (5.6.27), notée
up, en utilisant les éléments finis (K, {z;, zi11}, P1)N -
1. Déterminer 1’espace d’approximation V},. Montrer que les fonctions de base globales sont les fonctions ®; de
[0,1] dans IR définies par ®;(z) = (1 — %)‘*, pouri=1,...,N +1.
2. Construire le systeme linéaire a résoudre et comparer avec les systémes obtenus par différences finies et volumes
finis.

3A-tonuy(l)=07?
-efQl
Exercice 50 (Eléments finis Q1) Corrigé en page 195

On considere le rectangle 2 de sommets (—1,0),(2,0),(—1,1),(2,1). On s’intéresse a la discrétisation par
éléments finis de 1’espace fonctionnel H!(S2).

I. On choisit de découper (2 en deux éléments e; et eo définis par les quadrilateres de sommets respectifs M; (—1, 1),
M5(0,1), M5(1,0), My(—1,0) et M5(0,1), M5(2,1), Ms(2,0), M5(1,0).

On prend comme noeuds les points M7, ..., Mg et comme espace par élément 1’ensemble des polynémes (1. On
note >; = {]\447 Ms, Mo, Ml} ety = {M5, Mg, M3, MQ}

On a donc construit la discrétisation {(e1, 31, Q1), (e2, X2, Q1)}-

I.1 Montrer que les éléments (e1, 31, Q1) et (ea, Xo, Q1) sont des éléments finis de Lagrange.

1.2. Montrer que I’espace de dimension finie correspondant a cette discrétisation n’est pas inclus dans H'()
(construire une fonction de cet espace dont la dérivée distribution n’est pas dans L?). Quelle est dans les hypothéses
appelées en cours “cohérence globale” celle qui n’est pas vérifiée ?

IL. On fait le méme choix des éléments et des noeuds que dans I. On introduit comme élément de référence e le
carré de sommets (+£1,41), 3 est ’ensemble des sommets de e et P = Q1.

I1.1. Quelles sont les fonctions de base locales de (e, ¥, P). On note ces fonctions @1, . .., $y4.

I1.2 A partir des fonctions @, . .., ®4, construire des bijections F} et F5 de e dans e; et e2. Les fonctions F} et Fy
sont elles affines ?

II.3O0nnote P., = {f : e, = R, foFj|l. € Q1}, pour i = 1,2, ol les F; sont définies a la question précédente.
Montrer que les éléments (e1, X1, P, ) et (e2, Yo, P., ) sont des éléments finis de Lagrange et que I’espace vectoriel
construit avec la discrétisation {(e1, X1, P.,), (e2, X2, P.,)} est inclus dans H'(Q) (i.e. vérifier la “cohérence

globale” définie en cours). On pourra pour cela montrer que si S = e; Ney = {(z,y);x +y = 1}, alors
{fls,f e FPe,} ={f: 5= R; f(z,y) =a+by,a,be R}
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Exercice 51 (Eléments affine-équivalents) Corrigé en page 96

Soit 2 un ouvert polygonal de IR?, et 7 un maillage de Q.

Soient (K, ¥, P) et (K, X, P) deux éléments finis de Lagrange affine - équivalents. On suppose que les fonctions
de base locales de K sont affines.

Montrer que toute fonction de P est affine.

En déduire que les fonctions de base locales de (K, X3, P) affines.

Exercice 52 (Eléments finis P2 en une dimension d’espace)

On veut résoudre numériquement le probleéme aux limites suivant
u’(z) +u(z) =22 0O0<z<l1
u(0) =0, (5.6.28)
uw' (1) =1.

1. Donner une formulation faib ebqu probléeme (E%ZS)

2. Démontrer que le probléme (5.6.28) admet une unique solution.

3. On partage 'intervalle |0, 1[ en NV intervalles égaux et on approche la solution par une méthode d’éléments finis
de degré 2. Ecrire le systeme qu’il faut résoudre.

. , . . . . . cor-efPltriang
Exercice 53 (Eléments finis P1 sur maillage triangulaire) Corrigé en page
On veut résoudre numériquement le probleme
—Au(z,y) = f(z,y), (z,y) € D=(0,a)x(0,b),
u(z,y) =0, (z,y) € 0D,

ot f est une fonction donnée, appartenant a L2 (D). Soient M, N deux entiers. On définit

a b
Ar=—— Ay= ——
TTM+r T TN+
et on pose
xr=kAz,0< k< M+ 1,y —IAy,0<I<N+1
On note

Ty 11 /2.041/2 le triangle de sommets (z, Y1), (Trr1, Y1), (Trr1, Yig1),

Tk1+1/27l+1/2 le triangle de sommets (zx,y;), (T, Yi+1), (Th+1, Yit1)-

Ecrire la matrice obtenue en discrétisant le probleme avec les éléments finis triangulaires linéaires (utilisant le
maillage précédent).

. 4 . , . cor—-integnum
Exercice 54 (Intégration numérique) Corrigé en page [[99

1. Vérifier que I’intégration numérique a un point de Gauss, donné par le centre de gravité du triangle, sur I’élément
fini P, sur triangle, est exacte pour les polyndmes d’ordre 1.

2. Vérifier que I’intégration numérique a trois points de Gauss définis sur le trangle de rérérence par p; = (27 O) ,
11 1 e 1 N

P2 = 33 ) ps = (0, 5 ) avec les poids d’intégration w; = wy = wg = 5’ est exacte pour les polyndmes

d’ordre 2.
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|

Exercice 55 (Eléments finis Q2) Corrigé en page coo—

On note C'le carré [0, 1] x [0, 1] de sommets
ay = (0’0)5 az = (LO)v as = (la 1)7 a4 = (Oa 1)
On note
as = (1/270)’ ag = (171/2)7 ar = (I/Qa 1)5 asg = (Oa 1/2)7 ag = (1/25 1/2)
et
> ={a;1<i<8}.

1. Montrer que pour tout p € P»
4 8

Zp(ai) - QZP(ai) + 4p(ag) = 0.

i=1 =5

2. En déduire une forme linéaire ¢ telle que sip € P = {p € Q2,¢(p) = 0} et p(a;) = 0 pour ¢ = 1,...8, alors
p = 0. 3. Calculer les fonctions de base de I’élément fini (C, P, ), avec ¥ = {aq,...,as}.

Exercice 56 (Eléments finis 5)
Soit C = [—1,1] x [~1,1]. Onnote ay, .. ., ag les noeuds de C, définis par
a1 = (717 71), A = (1, 71), az = (1, 1), ay = (71, 1),

as = (0,—1), ag = (1,0), a7 = (0, 1), ag = (—1,0).

On rappelle que Q2 = Vect{l,z,y, zy, 2%, y?, 22y, zy?, v%y*} et que dim Q2 = 9. On note Q3 I'espace de
polyndme engendré par les fonctions {1, x,y, vy, 22, y?, 2%y, 2y }.

a) Construire (¢});=1,...s C Q3 tel que
ap;(ai):&j Vi,j=1,...78.

b) Montrer que ¥ est QQ%-unisolvant, avec ¥ = {ay,...,as}.

¢) Soit S = [—1,1] x {1}, ¥s = £ N S, et soit P I’ensemble des restrictions a S des fonctions de Q3, i.e.
P ={f|s; f € Q3}. Montrer que X5 est P-unisolvant. La propriété est elle vraie pour les autres arétes de C' ?

5.7 Corrigés des exercices

. lexo-—efldlexo-efldl
Exercice 46 page 185

1.Soit v € Hy, comme Hy C C([0,1]), onav € L?(]0, 1[). D’autre part, comme v|r, € Pi, on av|g,(z) =
a;r + f3;, avec o, 3; € IR. Donc v admet une dérivée faible dans L?(]0, 1[), et Dv|k, = «; on a donc :

< ; .
1Dvllze < | max | < +o0

De plus v(0) = v(1) = 0, donc v € H}(]0, 1]).
On en déduit que Hy C Hg(]0, 1[).
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2.0na:

xr —x;
1—

siz € K;

¢Z(x): 1—|—'I;L:Ez SiJ?EKi_l
Osixe}O,l[KiUKi_l

On en déduit que ¢;|x; C P; pourtout j =0,...,N.
De plus, les fonctions ¢; sont clairement continues. Pour montrer que ¢; € Hy, il reste & montrer que ¢;(0) =

¢i(1) = 0. Ceci est immédiat pour ¢ = 2,..., N — 1, car dans ce cas ¢;|x, = ¢i|xy,, = 0. On vérifie alors
facilement que ¢1(0) =1 — % =0etopn(1) =0.
Pour montrer que Hy = Vect{¢1, ..., dn}, il suffit de montrer que {¢1, ..., ¢} est une famille libre de H .
N N
En effet, si Zaiqbi = 0, alors en particulier Zaiqbi(xk) = 0,pour k = 1,...,N, et donc ay = 0 pour
i=1 =1
k=1,...,N.
N
3. Soitu = Z u;¢; solution de
j=1

a(u,6:) =T(¢s)  Vi=1,....N.

La famille (u;);=1,...,n est donc solution du systeme linéaire
N
ZICi,juj:gi Zzl,,N
=1

o K; ; = al¢j, ¢;) et G; = T(¢;). Calculons K; ; et G;;ona:

1 .
—S1x E]IEi_lIi[

1 h
K., = /0 o (2)0(x)dar; or 8)(x) =

——six G]I’i7 I’H_l[,

0 ailleurs

On en déduit que :

! 12
Kii = /O (¢7(2))da = 2hom = pouri=1,...,N,
! 1 1
Kiita —/ o5 ()i (x)de = —h x R pouri=1,...,N —1,
0

1
1
Kii-1= / & (2)P_y (x)dx = — pouri=2,..., N,
0

Ki; = 0pour |i — j| > 1.
Calculons maintenant G; :

6.~ | " f@)di(a)da

i—1
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i+1
Si f est constante, on a alors G; = f / ¢i(x)dx = hf.Si f n’est pas constante, on proceéde a une intégration
numérique. On peut, par exemple, utiliser la formule des trapezes pour le calcul des intégrales / f(@)oi(x)dx

Ti41
et / f(z)¢;(x)dx. On obtient alors :

Zq

Le schéma obtenu est donc :
{ 2u; — w1 — uip1 = h2f(x;) i=1,...,N
ug = un4+1 =0
C’est exactement le schéma différences finis avec un pas constant h.

lexo-clfoyeeapdl founeupl
Exercice 47 page 185

1. Soit (;);=1,...n+1 une discrétisation de I'intervalle [0,1], avec 0 = = oSS T < T < oy <
Tn4+1 = 1. Pouri=1,..., N, on pose hi+% = z;41 — ;. L’équation ( au point x; s’écrit :

—u” () + u(xi) = f(x)

On écrit les développements de Taylor de w(x;41) et u(x;—1) :

1
w(wipr) = w(@:) + hoy g (2:) + §h?+%u (i) + 6h?+1“m(@)7 avec ; € [z, Ti41],

1
w(wi—1) = w(@;) — h_ v (2;) + fh 1u "(z;) — h3 1u’”(9¢), avec 0; € [z;_1, %),

En multipliant la premiere égalité par hl_ 1, la deux1eme par h; 43 eten additionnant :

2
ML\ — . ) g : 1 g ;
u(wi) hiyihi—a(hiys +hi_ 1) [hl*fu(wﬁl) + h”éu(x“l) +(hipy + h“i)u@cl)}
2 2
1 h1+2 1 1 hi*% 1
6hil+hi_lu (C)+6hzl+hz_l ( )
+3 2 +3 2

En posant v; = - on déduit donc I’approximation aux différences finies suivante pour tous

2
hi+%hi7% (hi+%+hi—§
les noeuds internes :

i [hz;%uiﬂ +hipruioy + (hyps + hz‘f%)ui] +u; = f(zi), i=1,...,N.

La condition de Fourier en O se discrétise par

—u 0
hl 0 )
2
et la condition de Neumann en 1 par :
UN+1 ZUN 4
hyyt '
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On obtient ainsi un systeme linéaire carré d’ordre N + 1.

2. On prend maintenant une discrétisation volumes finis non uniforme ; on se donne N € IN* et hy, ..., hy > 0t.q.
N . hit1+h;
> izihi=10nposexy =0,z,,1 =x;_1+h;,pouri=1,...,N(desortequezyy 1 =1), h; 1 = =F5—

pouri=1,...,N —1letf; = ifm”% f(z)dx,pouri=1,... N.

hi Jz, 1

“1eg-pbldpomme
o NPT SEI)E Gk / -
En }ntegrant la premiere équation de (5.6.26), et en approchant les flux u'(x; +%) par le flux numérique F; 41.0n
obtient le schéma suivant :

s

Fi—&-% _Fi—% + hiu; = hif;, i € {1,...,N}, (5.7.29)

ou (F; 41 )ic{o,...,ny donné en fonction des inconnues discrétes (uy, ..., ux) par les expressions suivantes, tenant
compte des conditions aux limites :

Fpy = —W,:ie{L...,N—l}, (5.7.30)
it3
Fo= 220 (5.7.31)
5
Fi—uy = 0 (5.7.32)
Fy = -1 (5.7.33)

n P . X fouvE3 fouvfd . L. . L.
Notons que ug peut €tre éliminé des équations (5.7. et(5-7.32). On obtient ainsi un systeme linéaire de N
équations a /N inconnues :

Uy — U u
-2l thu = Mfy, (5.7.34)
h% 1-— 5
U T BT py = hifi, i€ {2, N — 1}, (5.7.35)
hi+l hi_l
2 2
UN —uUN—
1 N TINEL L pvun = ha S, (5.7.36)
thl
2
3. Comme pour les différences finies, on se donne (x;);=1,... n+1 une discrétisation de I'intervalle [0, 1], avec
0 =29 <21 < 2 <%Tyy1 <y < Tyy1 = 1. Pouri = 1,..., N, on pose hi+% = Tiy1 — ; et
Kii1 = [z, @], pour @ = 0,..., N. On définit 'espace d’approximation Hy = {v € C([0,1],R) tq.
U\K+ L € P,i=0,...,N}, ou P désigne I’ensemble des polyndmes de degré inférieur ou égal a 1. Remarquons
it
que 'onabien Hy C H.
Pourt=1,..., N, on pose:
1
¢i(z) = 7o ( —wiq)size K;_1,
1 . 5.7.37
(i)i(x):ﬁi %(xiﬂ—x)meKH%, ( )
¢i(x) = 0 sinon,
et on pose également
1 .
ove(@) =g (o - wi)sio € Ky, (5.7.38)

¢N+1(x) = 0 sinon,

Analyse numérique I, Télé-enseignement, M1 1 9 1 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 17 avril 2010



5.7. CORRIGES DES EXERCICES CHAPITRE 5. ELEMENTS FINIS DE LAGRANGE

1 .
odo(x) = h%(xl —a)siz € Ky, (5.7.39)
¢o(x) = 0 sinon,
On vérifie facilement que ¢; € Hy pourtout0 =1,..., N + 1letque Hy = Vect{¢o,...,dn+1}-
La formulation éléments finis s’écrit alors :
(N)
U € Hy
’ 5740
a(u™) v) = T(v),Yv € Hy, ( ) [pbfaible
bfaibled
Pour construire le systéme linéaire a résoudre, on prend successivement v = ¢;, 7 = 0,..., N 4+ 1 dans (B 7.Z[a(l)i. <
N+1
Soit u™) = Z u;¢; solution de
j=0

a(u™ ¢)) =T(¢;)  Vi=0,...,N+1.

La famille (u;);=0,..., n+1 est donc solution du systeme linéaire

N
Z’Ci,jujzgi 1=0,...,N+1,
§=0

1 1
ou IC; ; = a(¢j, ¢:) et G; = T'(¢;). Caleulons IC; j et G;;ona: K;; = / (b} ()¢l (x)dx + / oj(z) g (x)de.
0 0
Or

1 .
six €]x;_1a4]
hi—%
TN
¢Z(x) - — six E]JE,’, 33‘,1,.1[
Ty s
2
0 ailleurs.
Doncsil <i=j5<N,ona
! ’ 2 ! 2 ! ’ 1 1 hi_1 h2+1
Kii= [ @@)do+ [ @ro)de+ [ oupeilos = o o4 o S
0 0 0 hi 1 hiia 3 3
2 2
Sit=j=N + 1, alors
1 1
1 hnys
Knswsn = [ @@l + [ (Gnale)fde = o+ 52,
0 0 N+l
Sit =7 =0, alors
b 2 ! 2 o1 M
Koo = [ (¢o())°dx+ [ (do(x))*dx+ ¢5 = I + 3 +1.
0 0 1
Si0<i<Netj=i+1l,ona:
1 1
1 hivr hiy 1 iy
S R R e R Py s
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La matrice étant symétrique, sil <¢ < N+ 1letj=i¢—1l,ona:

Calculons maintenant G;.
Tit1
6= [ ra)siado + o)
x;—1

Tit1

1
Si f est constante, on a alors G; = f ¢i(z)dx + ¢;(1) = i(hi_% +hi)f + (1)

Si f n’est pas constante, on procéde a une intégration numérique. On peut, par exemple, utiliser la formule des
X

Ti41
trapézes pour le calcul des intégrales f(z)i(x)dx et / f(z)¢;(z)dx. On obtient alors :
1 T

Gi=5(hi_s +hip1)f (@) + ¢i(1).

Le schéma obtenu est donc :

1
(hl + 3+2)u1\’+1( 6+2_h :ihN‘*‘%f(xN"'l)—’—l'

. . exo-efQl |lexo—efQl
Correction de I’exercice %li page 186

cor—efQl
I.1. On note , y les deux variables de IR%. L’espace Q1 est I’ensemble des polyndmes de la forme a+bx+cy~+dzy
avec a, b, c,d € IR. On a donc dim ); = 4 = Card ¥; = Card X5 pour montrer que (e1, X1, (1) est un élément
fini de Lagrange, il suffit de montrer que f € Q1 et f|x, = 0implique f = 0. Soient donc a, b, ¢, d, € IR. On pose
f(z,y) = a+bx+ cy + dxy pour (z,y)* € e; et on suppose que f|s, =0, c’estadire: f(—1,1) =0, f(0,1) =
0, f(1,0) =0et f(—1,0) = 0. On a donc :

a—b+c—d=0

a+c=0
a+b=0
a—b=0

Les deux dernieres équations donnent que ¢ = b = 0, la troisiéme donne alors que ¢ = 0, et la premiere donne
enfin que d = 0. On a donc montré que f = 0. On en déduit que (e, X1, Q1) est un élément fini de Lagrange. Pour
montrer que (ez, X2, Q1) est un élément fini de Lagrange, on procéde de la méme fagon : soient a, b, ¢, d € R et
f(z,y) = a+ bx + cy + dzy pour (z,y)"! € es. On suppose que f|x, = 0, c’estadire : f(0,1) =0, f(2,1) =
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0, f(2,0) =0et f(1,0) = 0. On a donc :

a+c=0
a+2b+c+2d=0
a+2b=0
a+b=0

Les deux derniéres équations donnent a = b = 0, la premiere donne alors ¢ = 0 et, finalement, la quatriéme donne
d = 0. On a donc montré que f = 0. On en déduit que (es, X2, Q1) est un élément fini de Lagrange.

[.2. L’espace (de dimension finie) associé a cette discrétisation est engendré par les six fonctions de base globales.
On va montrer que la fonction de base associée 2 M; (par exemple) n’est pas dans H'(£2). On note ¢; cette
fonction de base. On doit avoir ¢1j, € Q1, ¢1je, € Q1 et ¢p1(My) = 1, ¢1(M;) = 0sii # 1. On en déduit que
¢1 = 0 sur eg et ¢1(x,y) = —zy si (xy)! € e;. On abien ¢; € L?(£2) mais on va montrer maintenant que ¢; n’a
pas de dérivée faible dans L?(€2) (et donc que ¢; & H'(€2)). On va s’intéresser a la dérivée faible par rapport a =
(mais on pourrait faire un raisonnement similaire pour la dérivée faible par rapport a y). On suppose que ¢; a une
dérivée faible par rapport a x dans L?({2) (et on va montrer que ceci méne a une contradiction). Supposons donc
qu’il existe une fonction ¢ € LQ(Q) telle que

/ / o1 (z y (x,y)dzdy —/ / Y(z,y)p(z, y)dedy, pour tout ¢ € C°(Q). (5.741)

0
%(% y)dzdy et donc :

I= /01 (/:y( y) g¢ (z, y)dx) dy.

Par intégration par parties, en tenant compte du fait que  est a support compact sur {2, on obtient :

I —/1 Ulyy ¢z, y)de — (1 - )yw(l—yy)}dy

/ / Yle, (2, y)p(z,y)dx —/ (1 = y)ye(l —y,y)dy.

En posant §(x,y) = —(x,y) + yle, (v,y) ,ona P € L*(Q) et

Soit ¢ € C°(€2), comme ¢ est nulle sur ez, ona [ = / / o1(z,y)
ey

1 2 1
/ (1= gyo(l -y, y)dy = / / Iz, y)o(a,y)dedy. (5.7.42)
0 —1J0

PN .. valmorel .
Pour aboutir a une contradiction, on va montrer que (%. 7.42) est fausse pour certains ¢ € C2°(2). On remarque
tout d’abord qu’il existe ¢ € C°(Q) t.q.

/O (1 =y)W)e —y,y)dy > 0.

1
(I suffit de choisir ¢ € C°(Q) t.q. ¢ < 0etp(l—y,y) > 0poury = —, par exemple.) On se donne maintenant
. . . 2valmorel . .
une fonction ¢ € C°(IR) t.q. p(0) = 1 et p = 0 sur [—1, 1]° et on écrit (%. 7.42) avec ,, au lieu de ¢, ou p,, est
définie par :
on(2,y) = o(z,y)p(n(z +y — 1))
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(noter que ’on a bien ¢,, € C°(Q2) car p € C°(IR) et p € C°(£2)) On a donc

/0 (1 =yypn(l —y,y)dy = /_1/0 Y(x,y)pn(z,y) drdy.

Le terme de gauche de cette égalité est indépendant de n et non nul car ¢, (1 — y,y) = ¢(1 — y, y) pour tout n et
tout y € [0, 1]. Le terme de droite tend vers 0 quand n — oo par convergence dominée car

Do — 0p.p., et [Pon| < llplloolt| o] € LH().

Ceci donne la contradict'ggic;%srigée et donc que ¢; ¢ H'(Q2). L'hypothése non vérifiée (pour avoir la cohérence
globale) est I’hypothese (5.1.7). En posant S = &; N éz, ona

ElﬂS:EQQS:{Mg,M5},

eton a, bien sir, p1|s = ¢1|s mais on remarque que ({Ma, M5}, Q1|s) n’est pas unisolvant car Card({ Mz, M5 }) =
2 et dim(Q1]s) = 3.

II.1. Les quatre fonctions de base de (e, X, P) sont :
1
b1(w,9) = 7+ D+ 1)
Pa(z,y) = =7 (¢ +1)(y — 1)
¢3(2,y) = — (@ -1y +1)

duly) = (o= Dy - 1),

IL.2.

Construction de F; Pour (x,y)" € ¢, on pose

Fi(z,y) = Mids(w,y) + Mag1(2,y) + Mspa(z,y) + Mada(,y),

ce qui donne

i) = (1) a-aarn+ (§)araarn+ (g)araa-n+ () a-aa-y

et donc

Ay () = (1 +2iz>ic;gz//)— :cy> .

Pour y € [—1, 1] fixé, la premiere composante de F} (z,y) est linéaire par rapport a x et Fi (-, y) est une bijection
de [—1,1] x {y} dans [-1, 15%] x {££¥}. On en déduit que F; est une bijection de e dans e;.
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Construction de F» Pour (z,y)! € e, on pose

Fy(z,y) = Maps(w,y) + Mzp1(x,y) + Mepa(z,y) + Msda(,y),

ce qui donne
i) = (§) -0+ () araan+ (§) aron-n+ (g)a-au-y

5+3x —y+ay
2+ 2y

par rapport & x et F5(.,y) est une bijection de [—1,1] x {y} dans [15%,2] x {££2} On en déduit que > est une

bijection de e dans e,. Les fonctions Fj et F ne sont pas affines.

etdonc 4Fy(z,y) = ( ) Pour y € [—1, 1] fixé, la premiere composante de Fi(x, y) est linéaire

I1.3. Les éléments (e1, X1, Pe, ) et (e2, Xo, P.,) sont les éléments finis de Lagrange construits a partir de I’ €lément

F%m de %aggange (e, X, P) et des bijections F et F5 (de e dans e; et de e dans es), voir la proposition E 1(5 page
our montrer que I’espace vectoriel construit avec (e, X1, Pe,) et (es, E% P3 ):%S% inclus dans HY(Q), il

suffit de vérifier la propriété de “cohérence globale” donnée dans la proposition page o pose
S=einées ={(z,y) e Qa+y=1}
={(1-y,9),ye0.1]}

On remarque tout d’abord que 1 NS = ¥ N S = {Ma, M5}. On détermine maintenant P, s et P,|s. Soit
f € P.,.Soit (x,y) € S(cestadirey € [0,1]] etz +y = 1)ona f(z,y) = fo F1(1,2y —1). (On a
utilisé ici le fait que Fy ({1} x [~1,1]) = 5). Donc P, | est ’ensemble des fonctions de .S dans IR de la forme :
(z,y) — g(1,2y — 1), 00t g € @1, c’est a dire I’ensemble des fonctions de S dans IR de la forme :

(r,y) = a+B+v2y—1)+6(2y—1),

avec a, (3, v, et & € IR. On en déduit que P,, |s est I’ensemble des fonctions d da S ﬁcr de la la forme (z,y)
Crllgg avec a, b € R.Onadonc P, |s = P.,l|s. Ceci donne la condition (We i n la condltlon
(G%TW bien vérifiée, c’est a dire (X1, P, |s) est unisolvant, car un élément de P.,|s est bien déterminé de
maniére unique par ses valeurs en (0, 1) et (1,0).

exo-affedexo-aff , .
Correction de I’exercice % I page I87(Eléments affine—€équivalents)

Si les fonctions de base de (K, 3, P) sont affines, alors 1’espace P est constitué des fonctions affines, on peut donc
écrire.

P={f:K—>R,Z=(Z1,%2)" — f(Z) = a1Z1 + asZ2 + b}.
Comme (K, %, P) et (K, X, P) sont affines équivalents, on a par définition :
P={f:K—-R;f=foF' feP}
ot F est une fonction affine de K dans K la fonction F~! est donc aussi affine et s’écrit donc sous la forme :
FY(z) = F Y ((z1,22)") = (a121 + g + +7, B121 + Boxg +0)"
Doncsi f=foF~'c P,ona
f() = FoF ' ((z1,22)")
= fl(eaz1 + aaxa + 7, Bray + Baxz + 6)7]
= Ajx1 + Asxo + B

Analyse numérique I, Télé-enseignement, M1 1 96 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 17 avril 2010



-efPltriang

5.7. CORRIGES DES EXERCICES CHAPITRE 5. ELEMENTS FINIS DE LAGRANGE

ot A1, As et B € IR%. On en déduit que f est bien affine. L’espace P est donc constitué de fonctions affines. Pour
montrer que les fonctions de base locales sont affines, il suffit de montrer que 1’espace P est constitué de toutes les
fonctions affines. En effet, si f est affine, i.e. f(x1,22) = A2y + Asxo + B, avec Ay, As, B € IR2, on montre
facilement que f : f o F' € P, ce qui montre que f € P.

lexo-efPlfesdiangfPltriang

Exercice 53 page 187

La formulation faible du probleme s’écrit :

/ Vu(z)Vo(z)dz :/ f(x)v(z)dz,Yv € HY(Q)
D D
u € H(Q)

Onnote I = {(k,¢),1 < k < M,1 < ¢ < N} noter que Card I = M N). L’espace vectoriel de dimension
finie dans lequel on cherche la solution approchée (en utilisant les éléments finis suggérés par I’énoncé) est donc
H = Vect {¢;,i € I}, ol ¢; est la fonction de base globale associée au noeud 4. Cette solution approchée s’écrit

u= Z u;j¢; ot la famille {u;, j € I} est solution du systeme linéaire :
JeI
> aiju; =b;,Viel (5.7.43)

jel

avec b; = / f(z,y)¢pi(x, y)dzdy, pour tout i € I et a;; = / Voi(z,y)Vo;(z,y)drdy, pour touti.j € I.

D D
La matrice de ce systeme linéaire est donc donnée par le calcul de a;; pour 7, j € I et un ordre de numérotation

des inco sues:%,lplus précisément, soit ¢ : I — {1,..., M N} bijective. On note ¢ la fonction réciproque de . Le
systeme (5.7.43) peut alors s’écrire :

MN

Z A qp(n)Ugp(n) = b, Viel

n=1
ou encore :

MN
Z Qap(m) 1 (n) Uap(n) = bw(m),Vm € {1, .. ,MN},

=1
ystl
{u;,j € I} est donc solution de (6.743) si et seulement si Uy(n) = An pour tout n € {1,...,MN} ol A =

(A, un)t e IRMY est solution du systeme linéaire :
AN=C
avec C = (C1,...,Cun)t, Cry = bymy pourtout m € {1,... MNYet A = (A, ,)MV_, € RMN avec
p(m) p ;N /mn=1
Amn = Gyp(m),p(n) Pour tout m,n € {1,..., MN}. Il reste donc a calculer a;; pour 4,j € I. Un examen de

support des fonctions ¢; et ¢; et le fait que le maillage soit a pas constant nous montrent que seuls 4 nombres
différents peuvent apparaitrent dans la matrice :

1. ¢ = 7. On pose alors a;; = a.

2. i=(k,0),j = (kx£1,¢). On pose alors a;; = 3.

3. i =(k,0),5 = (k,££1). On pose alors a;; = .

4. i=(k,0),j=(k+1,£+1)ou(k—1,¢—1).Onposealors a;; = 0.
En dehors des quatre cas décrits ci-dessus, on a nécessairement a;; = 0 (car les supports de ¢; et ¢; sont disjoints).
Calculons maintenant «, 3,7 et d.

Analyse numérique I, Télé-enseignement, M1 1 97 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 17 avril 2010



5.7. CORRIGES DES EXERCICES CHAPITRE 5. ELEMENTS FINIS DE LAGRANGE
Calcul de 5 On prend icii = (k,¢) et j = (k + 1,¢) On calcule tout d’abord / V¢; — V;dx avec T° =
T0

o e . =
T, FERTEe Un argument d’invariance par translation permet de supposer que x5 = y¢ = 0. On a alors

_ Ar—x x Ay —y Az
di(z,y) = A et¢g($,y)TAy7

de sorte que
1\2

On a donc

1\? Az Ay Ay

Az 2 2Ax
Un calcul similaire donne I'intégrale de V¢; - V@; sur le deuxiéme triangle commun aux supports de ¢; et ¢;. Sur
ce deuxieme triangle, formé par les points (k, £),k + 1,¢) et (k,£ — 1) , noté T2, on a

V(bz - qu]dx = — (
70

Ay —y Az

x
Az Ay et d)](xvy) — A

d)i(xvy):l_ Az

de sorte que

2 2Ax”

1 )QAmAy: Ay

2
Voi(z,y) - Voj(z,y) = - (Alx) et /T Voi(z,y) - Vé;(z,y) dedy = — (Ax

On a donc, finalement,
Ay

= | V¢i(z,y) Voj(z,y) dedy = ———.

5= [ Vo) Vo, (o.9) dody = ~ 3

Calcul de v Le calcul de 7y est le méme que celui de 5 en changeant les roles de Az et Ay, on obtient donc
Az

Calculde$ Onprendicii = (k,¢)etj = (k+1,¢+1).Onadonc, ennotant 7° = T,SJFL o4l etT! = Tk1+; e

5= / Véi(a,y) - Vb, (a,y) dady + / Vi(z,y) - Vé;(z,y) dady.
T0 T1

Ay—y o

Ay Ax

sorte que / Voi(z,y) - Vo,(x,y) dvdy = 0 (car V¢, - V¢; = 0). En changeant les roles de x et y, on a aussi
T1

de

On peut supposer (par translation) que x;, = 0 = y,. Sur T} , on a alors ¢;(z,y) = et p;(x,y) =

/ Voi(z,y) - Voi(z,y) dedy = 0. On a donc 6§ = 0.
70
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Calcul de @ On prendicii = j = (k,£). On peut toujours supposer que x, = y; = 0. En reprenant les notations
précédentes, on a, par raison de symétrie :

o= / Vi — Vosda — 2 / V2, y) dady + 2 / Vo2 (a, ) dady + 2 / Vi (. ) dedy.
D To Tt T2

Ax —
Sur 7, on a ¢;(z,y) = xA T et donc
z
2
1 AzAy 1 Ay
2
(2, y) dedy = — e
[ Vo dety = (57) S5 =5 3
Ay —
Sur Ty, ona ¢ (z,y) = Y Y et donc

/ Vil (z,y) dady =
TZ

On en déduit

lexo-intedexo-integnum

Exercice 54 page 187

1. Soit K le triangle de référence, de sommets (0,0), (1,0) et (0,1). On veut montrer que si p est un polynéme de

degré 1, alors
/ / p(z,y) dedy = / / drdyp(za,ya) (5.7.44)

ol (z¢,yq) est le centre de glrgvue de K. Comme K est le triangle de sommets (0,0), (1,0) et (0,1), on a xg =
Yo = % Pour montrer (5. , on va le montrer pour p = 1, pour p(z,y) = z et pour p(x,y) = y.On a

1 11—z 1
// dxdy:/ / dydr = —.
K o Jo 2
On a donc bien (E. 7r.ZFaV2¥l) ts? p=1.Et

1 -z 1 1
//xdxdy:/ Jc/ dydx:/(x—xQ)deE

Orsip(z,y) = z,onap(zg,ya) = 3 , et donc on a encore bien (E 7. ZFZH Ile calcul de [ fK y dxdy est identique ;
on a donc bien montré que I’intégration numérique a un point de Gauss est exacte pour les polynomes d’ordre 1.

2. On veut montrer que pour tout polynome p de degré 2, on a :

1 1 11 1
//Kp(x,y)dxdy = L(p), ot on a posé L(p) = g (p (2 O) +p (2 2) +p (0 2>) (5.7.45)

= 27et(% 745) stble?
On a donc bien (E 71.45).

. ravza Lo N .
On va démontrer que (E. 7.45) est vérifié pour tous les mondmes de P». Sip = 1, ona L(p)
vérifiée. Si p(z,y) = x, ona L(p) = ¢, eton a vu a la question 1 que [ [, zdzdy = .
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Par symétrie, si p(xz,y) = y vérifie aussi (5.7.45). Calculons maintenant / = J i rydedy = fol X folfx ydydz.

On a donc ) ) )
1-— 1 1
I:/O ><(2””)dx=2/0 (x—2m2+x3)d:v:ﬂ7

2 2
et si p(z,y) = zy, on a bien : L(p) = é X %. Donc (%.7%2[@55 est bien vérifiée. Il reste a vérifier que (E.?r.ZFaVSi
est vérifiée pour p(z,y) = 2 (ou p(z,y) = y?, par symétrie). Or, J = [ [, 2®dady = fol 22 Ol_r dydx =
fol(a:2 — a2%)dz. Donc J = 1 — 1 = L. Etpour p(z,y) = 2%, onabien: L(p) = § (5 + 1) = 5.

12
. exo-efQ2 lexo-efQ2
Exercice %S page 188

I. Comme p € P, p est de la forme : p(x,y) = a + bx + cy + dry + ax? + By?, on a par développement de
Taylor (exact car p”’/ = 0) :

2p(ag) — plas) — plas) = pza(ag) = a

2p(ag) — p(as) — plar) = pyy(ag) = B
d’ou on déduit que

4p(ag) — > _plai) = a+ B. (5.7.46)
i=5
De méme, on a:
2p(as) — plar) — p(az) = o
2p(a7) — plas) — plas) = o
2p(ag) — p(az) — plas) = f
2p(as) — p(ar) — p(as) = B.
Ces quatre dernieres égalités entrainent :
8 4
> plai) = pla;) =a+ B (5.7.47)
i=5 i=1
De (E%l’.%) et (E%Z’.M), on déduit que :
4 8
Zp(ai) -2 ZP(%) + 4p(ag) = 0.
i=1 i=5

2. La question précédente nous suggere de choisir ¢ : Q2 — IR définie par

4 8
é(p) =Y _pla:) =2 pla:) + 4p(ag).
i=1 i=5
Soit p € P tel que p(a;) = 0, i« = 1,...,8. Comme p € @2, p est une combinaison linéaire des fonctions
de base ¢1,..., g, associées aux noeuds ai, ..., ag, et comme p(a;) = 0, ¢ = 1,...,8, on en déduit que
p = apg, a € IR.On adonc ¢(p) = ad(pge) = 4a = 0, ce qui entraine « = 0. On a donc p = 0.
3. Calculons les fonctions de base 7, ..., ¢§ associées aux noeuds aq,...,as qui définissent ¥. On veut que

o € Petyl(a;) =6 pouri,j=1,...,8. 0rpg(a;) =0 Vi=1,...,8, et #(pg) = 4. Remarquons alors
quepour:=1,a4ona

1
p(pi) =1, etdonc si 9] = ¢; — i ©o,
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on ap(pf) = 0et vi(a;) = d;; pour j = 1,...,8. De méme, pouri =528, onap(p;) = —2, et donc si

wr = + 2<pg, onap(p; = 0ety)(a;) = 5”, pour 7 = 1,...,8. On a ainsi trouvé les fonctions de base de

I’élément fini gC ?Qz Not{) que cet élément fini n’est autre que 1’élément fini (C, @Q%,>) vu en cours (voir
aragraphe% 2.3 page et que Ker ¢ =P = Q5.
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Chapitre 6

Problemes hyperboliques

6.1 Une équation de transport

L’exemple type d’équation hyperbolique est 1’équation de transport. Supposons par exemple, qu’on connaisse
I’emplacement d’une nappe de pétrole due au dégazement intempestif d’un supertanker au large des cotes, et
qu’on cherche a prévoir son déplacement dans les heures a venir, par exemple pour la mise en oeuvre efficace de
barrages. On suppose connu v : IR? x IRy — IR?, le champ des vecteurs vitesse des courants marins, qui dépend
de la variable d’espace x et du temps t; ce champ de vecteurs esj f(%oprclg uI%aarngnéemple par la table des marées

(des exemples de telles cartes de courants sont données en Figure 6.1).

i - > oL & . &
o i Sy 4 ! == 3mm 11
| | o M & { Hend
betn 72 ) B S *gé/ﬁ = ¥ b
SN o 'E!" B
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4 heures aprés la PM de St malo

BN

%Nnmu 5 .

SEANN RN
des Minquiers

\ Ty e e R e e

Fis i) :
R o o

2 Fe

..-&EH@%

ex Ghrauses Granville
Ty, e ten Gy e — ey,

1

Extrait du document SHOM
“Courants de marée, de Cherbourg a Paimpol, 1998™

FI1G. 6.1 — Exemples de cartes de courants marins au large de cétes de Bretagne (source : SHOM)

= 0, on connait po(x) : la densité

d’hydrocarbure initiale, et on cherche a calculer p(x, t) = densité de d’hydrocarbure au point x et au temps ¢. On

écrit alors 1’équation de conservation de la masse :

pe + div(pv) =0,
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6.2. EQUATION LINEAIRE, CAS 1D CHAPITRE 6. PROBLEMES HYPERBOLIQUES

1 €A,
po(w) = (6.1.2)

0 xe€ A°,

ol A représente le lieu initial de la nappe de pétrole. Dans le cas d’un déplacement maritime, le vecteur v :
R? x Ry — IR?, n’est évidemment pas constant (Ia marée n’est pas la méme a Brest qu’a Saint Malo). De plus le
déplacement de la nappe dépend également du vent, qui affecte donc le vecteur v. On supposera pourtant ici, pour
simplifier I’exposé, que v soit constant en espace et en temps. Alors le probleme (%. I.T)- (%. [.2) admet comme
solution :

p(x,t) = po(x — vt), (6.1.3)

qui exprime Ie transport de la nappe a la distance vt du point de départ dans la direction de V', au temps ¢. En fait, il
est clair que (%. [.3) nest pas une solution “classique” de puisque p n’est pas continue, et que ces dérivées en temps
ne sont donc pas définies au sens hab%tyg%.sNous verrons par la suite comment on peut donner une formulation
correcte des solutions de (%.gl—ﬂf(%—.l)._Nﬁ%ons que les systemes d’équations hyperboliques sont trés importants
en mécanique des fluides ; les équations d’Euler, par exemple sont utilisées pour modéliser 1’écoulement de 1’air
autour d’une aile d’avion. Dans le cadre de ce cours, nous n’étudierons que le cas des équations scalaires. Par souci
de simplicité, nous n’aborderons dans le cadre de ce cours que les problem s epcqsrf:s n_une dimension d’espace,
tout Q’abord da}ns l.e cas rel.atw%@gp}tl s}ljlggggiql’ ug&%%%tlon linéaire (section %.2 page Ei)%, puis daps le cas d’une
équation non linéaire (section 6.4 page 1T, Par Q@uéh]de ﬂ%rstg, les schémas numériques seront introduits pour
I’équation linéaire u; + u, = 0 (sectsi(e)g. .

a - On.donnera ensuite quelques schémas pour les équations
hyperboliques non linéaires (section

6.2 Equation linéaire, cas 1D
Commencons par étudier le cas d’une équation hyperbolique linéaire :

us +cur =0, x € R, t >0,

(6.2.4)
u(z,0) =up(x), = e€lR.

ol la vitesse de transport ¢ € IR et la condition initiale 1o : IR — IR sont données. Le probleme (6.2:4) s"appelle
“probleme de Cauchy”. On cherche v : IR x IRy — IR, solution de ce probleme. Nous commengons par une étude
succinte du probléme continu, pour lequel on peut trouver une solution exacte explicite.

Solution classique et solution faible

eéﬁgiti(pgn&l (Solution classique) On dit qe’m%e anction u, : R xR — IR est solution classique du probleme
(%EZI; siu € CHIR x Ry, R) et u vérifie (EEZﬁ

Une condition nécessaire pour avoir une solution classique est que ug € C*(IR).

.hypli
Théoréme 6.2 Si ug € C'(IR), alors il existe une unique solution classique du probleme (%e.&.zl ), q;lq s’écrit
u(x,t) = up(x — ct).

£ . . . . . def.solclas
Démonstration : Pour montrer 1’existence de la solution, il suffit de remarquer que u définie par (6.1) est de

classe C, et que u; + cu, = 0 en tout point. Pour montrer I’unicité de la solution, on va introduire la notion de

car ce:térljlsti(ﬂ%, qui est d’ailleurs aussi fort utile d ans }‘e cﬁrﬂe de la résolution numérique. Soit u solution classique
.de (%% 4. On appell fgr('nctgr%%rfl%tlerlsth}le de (%Ezﬁ issue de z l% droite d’équation z(t) = ct —|— o, qui est
illustrée sur la figure %2( Montrons que si u est solution de (6.2.4), alors u est constante sur la droite D, , pour

tout 29 € IR. Soit 29 € IR, et ¢, la fonction de IR dans IR définie par o, (t) = u(xg + ct,t). Dérivons @,
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t t

T =2x0+ct T =z +ct

Zo o

c>0 c<O0

FIG. 6.2 — Droites caractéristiques, cas linéaire

par rapport au temps :
o (t) = cug(zo + ct,t) +us(wo + ct,t)

= (ut + cug) (o + ct,t) =0,
.hypli
car u est solution de (%e.ﬁ.zli. On en déduit que
Pz (t) = Puxo (0) = UO(xU), vt e ]R+'

On a donc u(xg + ct,t) = up(xg), Vg € IR, donc u est constante sur la droite caractéristique D,,,, et en posant
r=x9+ct:
u(z,t) = up(z — ct),

. . L eg.hyplin
ce qui prouve I’existence et ’unicité de (%ﬁzﬁ ]

Remarque 6.3 (Terme source) Le modéle physique peut amener a une équation avec terme source au second
membre f € C(R x R4, R):

{ Ut+cux:f(x7t)a (6.2.5)

u(z,0) = uo(x),

et ug € C(IR). Ceci peut modéliser un dégazage sur un temps plus long, congm%dafzivnlg cas du Prestige sur les
cotes de Galice en 2003 par exemple. Pour montrer [’unicité de la solution de (%.&.5 ), on suppose que u est solution
classique et on pose : @, (t) = u(xo + ct, t). Par un calcul identique au précédent, on a

@l (t) = f(zo + ct,t).

Donc g, (t) = 94, (0) + fot f(xo + cs, s)ds On en déduit que :

t
u(zo + ct,t) = vz, (0) + / fxo + cs, s)ds.
0

on pose alors : x = xy + ct, et on obtient :

u(z,t) = up(z — ct) + /0 flz—c(t—s),s)ds,
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6.2. EQUATION LINEAIRE, CAS 1D CHAPITRE 6. PROBLEMES HYPERBOLIQUES

ce qui prouve l’unicitg’. On o{altl;legzt alors ’existence en remarquant que la fonction u(x,t) ainsi définie est effec-
tivement solution de (%.&.5 ), car elle est de classe C" et elle vérifie us + cuy = f.

Dans ce qui précéde, on a fortement utilisé le fait que uo est C'*. Ce n’est largement pas toujours le cas dans la
réalité. Que faire si, par exemple, ug € L*°(IR)?

.hypli
Définition 6.4 (Solution faible) On dit que u est solution faible de (65T 1-e L= (R x R, R) et u vérifie :

/ / [u(z, t)pr(x, t) + cu(z, t)p, (z,t)] dtdz —|—/ uo(z)p(z,0)dr =0, Vo € CH(IR x R4, R). (6.2.6)
R JR, R

Notons que dans la définition ci-dessus, on note IR ; = [0, +-oc[, et C}(IR. x IR ;) I’ensemble des restrictions &
IR x IR des fonctions C (IR x IR). On insiste sur le fait qu’on peut donc avoir ¢(x, 0) # 0. Voyons maintenant
les liens entre solution classique et solution faible.

oy . . . = 'h lln . . s . . 1
Proposition 6.5 Si u est solution classique de (%.&.45 alors u est %%lﬁtéon faible. Réciproquement, si 11, € C'(R

h
x]0, +00[) N C(IR x [0, +0c[) est solution classique de (%e.%l.l 7Y alors t est solution forte de (%&ZI;

La démonstration de cette grro%ossiggpa%tlg gg%uef%% dans le cadre plus géneral des équations hyperboliques non

linéaires (voir Proposition 6.20). Notons que si on prend ¢ € CHIR x]0,4o00[,IR) au lieu de ¢ € C(IR x
[0, +00[, R) dans (%.2'.61 on obtient :

u + cug =0,

mais on ne récupere pas la condition initiale. Il est donc essentiel de prendre des fonctions test dans C} (IR x
[0,4+00[,R).

Théoreme 6.6 (E}%istelnlcne et unicité de la solution faible) Siwuy € LS (IR), il existe une unique fonction u solu-

. loc
tion faible de (%&.ZI ).

Démonstration : On va montrer que u(z,t) = ug(x — ct) est solution faible. Comme uy € Ly°.(IR), on a
u € L®(IR x IR4). Soit ¢ € CH(IR x IR, IR), on veut montrer que :

//]RXIR+ U(fﬂ7t)cpt(x,t)dxdt+//IRXR+ Cu(x’t)%(x’t)dxdt"‘/IRUO(fU)SO(x,O)dx:().

A:// u(x,t)got(x7t)dxdt+// cu(z, t)p,(x, t)dxdt.
RXIR RxIR

Siu(x,t) = ug(x — ct), on a donc :

Posons

A= // [ug(x — ct)pi(x,t) + cup(xz — ct)py(z,t)] dadt.
IRXIR+
En appliquant le changement de variable y = = — ct et en utilisant le théoréme de Fubini, on obtient :

A= / uo(y) / [t (y + ct,t) + cor(y + ct, t)] didy.
R R,

Posons alors
Yy (t) = (y + ct,t).
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6.2. EQUATION LINEAIRE, CAS 1D CHAPITRE 6. PROBLEMES HYPERBOLIQUES

On adonc: o
A=/(w@) %@ﬁ)m
R 0

et comme 1) est a support compact sur [0, +00],

A:—A;mw%mw%

donc finalement :
A= [ unlg)ol.0)ds
R

eg.hyplin
On a ainsi démontré que la fonction u définie par u(z,t) = ug(z — ct) est solution faible de I’équation (%.&.Z[ ). On
a donc existence d'une solution faible. Montrons maintenant que celle-ci est unique. Soient u et v deux solutions
faibles de (%&Zﬁ On pose w = u — v et on va montrer que w = (. Par définition, w satisfait :

// w(z,t)(pi(x,t) + cpr(x,t))dedt =0, Vo € CHR x RT,R) (6.2.7)
IRXR+

lem.phif
Par le lemme .7 donné ci-dessous, pour toute fonction f € CZ°(IR x IR} ) il existe ¢ € CHIR x R, R), telle

que @ + cp, = f, et on a donc par (6.2.7) :
// w(z, 1) f (2, )dedt = 0, Vf € Co(R x R%,R)
RxIR
Ceci entraine que w = 0 p.p.. ]
Lemme 6.7 (Résultat d’existence) Soit f € C.(R x R, R), alors il existe

o € CHIR x Ry, R) telle que p; + cpp = f
Démonstration : Soit f € C.(IR x R’ ,IR), et 7" > 0 tel que f(x,t) = 0sit > T. On considere le probleme :

{oteee s ©29) [cmpmican

. . N eg.phicauch . .
On vérifie facilement que le probleme (%5%) admet une solution classique

T
o) =~ [ (s = 0)5)ds
t
En effet, avec ce choix de ¢, on a effectivement
¢ € CLR xRy, R) et gy + cp, = f-
De plus, comme f est a support compact, ¢ est a support compact. ]

o . . . eg.hyplin
Remarque 6.8 (Sur les propriétés de la solution) Remarquons que la solution faible de (%.&.Zﬁ posseéde les pro-
priétés suivantes :

1. Siug > 0p.p. alors uw > 0 p.p.,

2. luC, Ollzeawry = luo(@)lzeary VP p € [1,+00].
Lors de I’élaboration de schémas numériques pour la recherche d’une approximation, on s’attachera a vérifier
que ces propriétés sont encore satisfaites par la solution approchée.
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6.3. SCHEMAS NUMERIQUES POUR Uy + Ux =0 CHAPITRE 6. PROBLEMES HYPERBOLIQUES

6.3 Schémas numériques pour u; + u, =0
On considere ici le probleme de transport linéaire :

Uy + Uy = 0,
u(z,0) = up(x), up € L=(R).

(6.3.9)

On sait que la solution de ce probleme s’écrit :
u(z,t) = ug(z — ct).

On rappelle que u est une solution classique si u € C1(IR), et que u est une solution faible si ug € L>(IR). On va
chercher a retrouver cette solution par une approximation numérique. Notons que dans le cas linéaire, I’utilisation
d’un schéma numérique, n’est évidemment pas utile, mais nous commengons par ce cas par souci pédagogique.

6.3.1 Schéma explicite différences finies centrées

On effectue une discrétisation espace temps en se donnant un pas de discrétisation en espace h, et en posant :
x; = th, Vi € Z; de méme on se donne un pas de discrétisation en temps k, et on pose t,, = nk, Vn € IN.
Ecrivons le schéma d’Euler explicite pour 1I’approximation de w; et un schéma centré pour I’approximation de
w(wy, tnr1) — ulxg, ty) w(@ig1,tn) — w(xi—1,tn)

u,. On approche u(x;,t,) par et ug(x;,t,) par o7 . Le schéma
centré s’écrit donc, en fonction des inconnues discretes :
1
“?Jr —uy I Uy — Uy —0
k 2h ’ (6.3.10)
0

up = up(z;).

(o on a supposé ug € C(IR)) Ce schéma est inconditionnellement instable, et il faut donc éviter de I’utiliser.
Qu’entend-on par instable ? On peut montrer que :
dfc
1. Le schéma (%7.3*.10) ne respecte pas la positivité, car ug(x) > 0V n’entraine pas forcément u}* > 0. En effet
si ug est telle que

u; =1,Vi >0
Alors : k
“?H = — %(“?H —uiq)
donne, pour n = 0
k
1
=—-——<0
Y= Ty

oma 5
2. Le schéma (b.3.10) n’est pas L stable :

[u™||oo < C n’entraine pas |[u" | < C.

df
3. Le schéma (ﬁlO) n’est pas L? stable :

|[u™|]2 < C n’entraine pas que ||u" ™|, < C.
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6.3. SCHEMAS N UMERIQUES POURUr +Ux =0 CHAPITRE 6. PROBLEMES H YPERBOLIQUES
4. Le schéma n’est pas stable au sens de Von Neumann. En effet, si

ug(r) = e*, oni®* = —letp € Z,
la solution exacte est u(z,t) = (=) Une discrétisation de ug s écrit :
0 _ ipjh
uj =e jeZ.
On a donc : i
0 0 0
up =y — o (Ui — Ui_y)

2h

_ eirih _ K (ginGrn _ inGi=nhy
0
= Jk,nt;j,

ik
avec Jrp = 1 — % sin ph. On a donc |Jgp| > 1 si sinph # 0, ce qui montre que le schéma n’est pas stable
au sens de Von Neuman.

dfc
5. Le schéma (%IIO) n’est pas convergent. En effet, on peut montrer qu’il existe ug, k et h telle que la solution

approchée uy, i, (u?)?eeg ne converge pas vers u lorsque h et k tendent vers 0.

6.3.2 Schéma différences finies décentré amont

On utilise toujours le schéma d’Euler explicite pour la discrétisation en temps, mais on approche maintenant

w(@i, tn) — w(xi—1,tn)

Uz (%4, tn) par
( ) hi—1/2

On considere de plus un pas de discrétisation variable, défini par h;_ /2 = x; — x;_1. Le schéma par différences

Ti—1 x; Ti+4+1
+ + + —
hicyz hivie
FIG. 6.3 — Maillage volumes finis
finies avec décentrement amont s’ écrit :
w e uPoup
k + hi_1/2 0,
. (6.3.11)

u(z,0) = up(x).
, %%ClaI . R
Proposition 6.9 Le schéma (6.3.11) est stable sous condition de Courant-Friedrichs-Levy (CFL)
< = ] . . .
k<h 741611; h171/2 >0 (6.3.12)

c’est a dire que si A < u}) < B, alors A < u?“ <B.

n+1

Démonstration : On a : u, . Donc, si la condition (6.3.12) est

= ul(l — a;) + ayul | avec o; = A
i—1/2

ntl ¢ [ul_ 1, ul]. n

i

n+1

i

n+1

vérifiée, u; " est une combinaison convexe de u; et ;" ", et donc u
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6.3. SCHEMAS NUMERIQUES POUR Uy + Ux =0 CHAPITRE 6. PROBLEMES HYPERBOLIQUES
Théoreme 6.10 (Convergence du schéma (6.3.11)) On suppose que uy € C?*(R,IR) et que ug,up,uf sont
bornées. Soit A = in}% uo(z) et B = sup e uo(z). Alors :

re

1. A<u? <B,Yie Z . ,¥neIN.
1]
2. Soit u} = u(x;,t,), a w est la solution exacte de (e. B ,lcrlllors :
sup |uf —ay| < TCy,(k+ h),

EZ
nk<T

ouTC\, > 0 ne dépend que de uy.

Démonstration : le point 1 se démontre par récurrence sur n a partir de la propriété précédente. Le point 2
(estimation d’erreur) se démontre en remarquant d’abord que 1’erreur de consistance

artt —ar Al —al
2 ? ? 1
k + h
i—1/2

vérifie : -
IR} < Cuy(h + k)

ol h = maxi € Z h;_1 /2. On a donc :

k k
antt = ar <1 - ) + a? |+ kRT,
hi—1/2 hi—1/2

or le schéma numérique s’écrit :

Par différence, on obtient :

k k
u?“ — ﬂZH_l = (ul —ul) (1 — > + (ul g —a"i—1) — kR}
ki_1/2 i—1/2
et donc :
n+1 —n+1 n -n k n —n k A
lug ™ —ad T < w1 - +luiy = @y |5——— 4+ kCu (h + k) (6.3.13)
hi—1/2 hi1/2
On effectue alors I’hypothese de récurrence :
sup [ul — @] < (n — 1)kCy, (k + h) (6.3.14)

grice a (kﬁe.nif.ol u3r} Set (%.%.rl 4), on obtient :
= @ < (= DkCly ( + B) + k(Cug (k + ).

Donc finalement : ~
lup ™t — @t < TCyuy (k + h).
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6.3. SCHEMAS NUMERIQUES POUR Uy + Ux =0 CHAPITRE 6. PROBLEMES HYPERBOLIQUES
Remarque 6.11 (Décentrement) . Pour une equanon de transport telle que (kS 3 9L Li “Te choix du décentrement est

Ui —

hifl /2
us + cuy = 0, avec ¢ € R, le choix décentré amont sera toujours

crucial. Ici, on a approché u,(x;) par . Dans le cas ou on étudie une équation de transport de type,

Ui — Uj—1 .
—sic >0,

par contre, si c < 0, le choix amont donnera
U; — Ui41
5

Regardons ce qui se passe si 1’on effectue un “mauvais” décentrement. Considérons toujours 1’équation u; + u, =
0. Effectuer le “mauvais décentrement” amene au schéma :

n+1 n n n
U, — U; Ui — Yy
: Ly =,

k h

k k
’U/?-’rl = u;ﬂ <1 —|— h> — EU?J’_l.

Examinons le comportement de la solution approchée donnée par le schéma si on prend une condition initiale g
telle que ug(xz) = 0,Vx > 0. Dans ce cas, on sait que u(x,t) # 0 pour ¢ assez grand, or aprés calculs on obtient
u’j*l'l =u", (1 + %) +0=u", (1 +3 ) alors que u"+1 =0 Vi > 0.0On en déduit que la solution approchée
est trés mauvaise.

c’est a dire :

Remarque 6.12 (Equation non linéaire, donnée initiale) 1. Dans le cas non linéaire, la démonstration précédente
de convergence ne s’adapte pas car les solutions ne sont pas régulieres.

dfda
2. On a défini (6.3.11) pour ug € C(R). Si ug ¢ C(IR), on peut prendre comme donnée initiale u? =
Tit1/2
/ ug(x)d.
Ti—1/2

6.3.3 Schéma volumes finis décentrés amont

s . N eq.tlin e S
On considere toujours le probleme (6.3.9), avec condition initiale ug € L*°(IR). On se donne une discrétisa-
tion en espace, c’est a dire un en.semble df: .p(fints ($¢+1/2)iez, tel§ que Z;y1/2 >.x.l-_1/2,.et\on ngte_tfﬁ =
Tiy1/2 — Ti—1/2- On approche toujours la dérivée en temps par un schéma d’Euler explicite, on intégre (%,3,95 sur
la maille |x;_1 /2, 241 /2], et on obtient :

i4+1/2
/ (ug + ug)dz = 0.

i—1/2

En approchant u(z;41/2) (resp. u(z;_1/2)) par u; (resp. u;'_;) eten approchant u; par un schéma d’Euler explicite,
on obtient :

ult Tt —

hilTl +ul —up =0,

Y (6.3.15)

u; = — ug(x)dz.
hi Ti—1/2

vfda
Proposition 6.13 Soit (u]')new la solution de (%.3.I5). Sik <h=minh; et si A < ug(z) < B, alors A <
iCZ
ul < B Vi € Z ,¥n € IN.
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6.4. EQUATIONS HYPERBOLIQUES NON LINEAIRES CHAPITRE 6. PROBLEMES HYPERBOLIQUES
La démonstration est similaire a celle de la proposition (kS Lgaiuéf ulélllssef: a titre d’exercice.

Définition 6.14 (Solution approchée) Soir 7 un maillag vohgngs finis de IR Ve@g par T = (K,)iez avec
K; =|a;_ 1/25 xZH/Q[ On appelle solution approchée de (% % 9) par le schéma (6.3.15) la fonction ut j, : IR X
R+ — IR, définie par

ur p(x,t) =ul siz € K; ett € [nk,nk + 1] (6.3.16)

. . . . EL%CLEI‘
On admettra le théoreme de convergence suivant (voir aussi exercice 6.3.11) :
£d
Théoreme 6.15 (Convergence du schéma 6. .aS) Soit ug € L*(IR), on suppose que k < h = inf(h;), alors
ur i, converge vers udans L}, (R xR ) lorsque h (et k) tend vers 0, c’est a dire qu'ona : | |ur —u|dzdt — 0
c

pour tout compact C de R x R4, lorsque h (et k) tend vers 0.

6.4 Equations hyperboliques non linéaires

On se donne f € C*(IR,IR) et ug € C(IR) et on considere maintenant 1’équation hyperbolique non linéaire :

{ ut+(f(u))96:0a (LL‘,t)GIRXIR+,

u(x,0) = ug(z). (6.4.17)

Commencons par donner la définition de solution ¢ eassih ue de ce I]probléme méme si, comme nous le verrons apres,
celle-ci n’a pas grand intérét puisque le probleme (6.4.17) n"a pas, en général de solution classique.

Définition 6. 16 (Solution classique) On suppose que ug € CYR) et f € C*(IR,R). Alors u est solution clas-
sique de (%%I I §%s1 ue CHIR x Ry, R) et u vérifie

{ (Ut + (f(u»w)(x’t) =0, V(x’t) €R x IRJr,
u(x,0) = up(x), vz € R.

Avant d’énoncer le théoréeme de non existence, rappelons que dans le cas d’une équation différentielle du type non

linéaire,

a(t) = f(z(t), teRy,

z(0) = o,
si on note Ti,ax le temps d’existence de la solution, et si T},,x < +oo alors gm( BAEEeS lorsque ¢ — Tax-
Donnons maintenant la définition des courbes caractéristiques de I’équation (6.4.17), qui permet le lien entre les

équations hyperboliques non linéaires et les équations différentielles ordinaires.

.h 1i
Définition 6.17 (Courbe caractéristique) On appelle courbe caractéristique du probléeme (%e.%l. 7 irlliv);uel&’ne ZTo €
IR, la courbe définie par le probleme de Cauchy suivant :
{ a'(t) = f'(u(x(t),1))

6.4.18
x(0) = xo ( )

Théoreme 6.18 (Non existence) Soit f € CY(IR,IR), on suppose que f' n’est pas constante, alors il existe ug €
C(R) telle que (E.Ef.l 5) n’admette pas de solution classique.

Démonstration : Comme f € C*(IR,IR), ona f/ € C'(IR,IR), et donc le théoreme de Cauchy-Lipschitz
s’applique. Il existe donc une solution maximale z(t) définie sur [0, Tiax[, €t 2:(t) tend vers I’infini lorsque ¢ tend
vers Thax S1 Tmax < +00. Les quatre étapes de la démonstration sont les suivantes :
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6.4. EQUATIONS HYPERBOLIQUES NON LINEAIRES CHAPITRE 6. PROBLEMES HYPERBOLIQUES

1. w(z(t),t) = wuo(xo), Vt € [0, Timax|, et donc que toute solution de (k?ﬁlllﬁilgsltu&l)lnstante sur les car-
actéristiques.

2. Les courbes caractéristiques sont des droites.
3. Thmax = +oo et donc u(z, t) = ug(zg) Vi € [0, +00].

nonlin
4. On en déduit alors qu’on n’a pas de solution classique de (% %[ 7 )
Détaillons maintenant ces etapes

t) + ua(x(t), 1)’ (1).

1. Soit ¢ définie par p(t) = u(z(t en derlvant @, on obtient : ¢’ (t) = u(z(t),
),t), et donc

Comme z vérifie (h‘l%ﬁmtrame @' (t) = ug(x(t),t) + f(u(z(t), t))u (x(t
¢'(t) = (Ut + (f(uw)z)(2(t),t) = 0.
La fonction ¢ est donc constante, et on a :

u(z(t),t) = ¢(t) = ¢(0) = u(x(0),0) = u(zo,0) = uo(20), V¢ € [0, Tax]-

2. Comme u(z = u%gxq)l Vt € [0, Tyax[, on a donc 2’(t) = f'(uo(xo)). Donc en intégrant, on obtient
que le systeme ( écrit la dr01te d’équation :
.CC(t) = f/(uO(.To))t + xg. (6.4.19)

. L. droite
3. Puisque z vérifie (6.4.19), on a donc

lim |z(t)] < +00. On en déduit que T = Tiyax.

t—Tmax

4. Comme f” est non constante, il existe vo, vy tel que f’(vo) > f’(v1), et on peut construire up € C° (IR, R)
telle que ug(xg) = vo et ug(x1) = v1, ol &y et 1 sont donnés et zy < x1, voir figure %Zf Supposons que

t

0
z(t) = z1 + f'(v1)t

FIG. 6.4 — Droites caractéristiques, cas non linéaire

u soit solution classique avec cette donnée initiale. Alors :
u(zo + [ (uo(x0))t,t) = uo(wo) = vo et u(wy + f'(uo(x1))t,t) = up(z1) = v1.
Soit T tel que zg + f/(vo)T = x1 + f'(v1)T = Z, c’est a dire

T — T1 — Zo
f(wo) — f'(v1)
On a alors :
w(z, T) = uo(xg) = vo = ug(x1) = v1,
. . . eq. nonlin . . T
ce qui est impossible. On en conclut que (%%[ 7 ) n admet pas de solution classique pour cette donnée initiale.
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6.4. EQUATIONS HYPERBOLIQUES NON LINEAIRES CHAPITRE 6. PROBLEMES HYPERBOLIQUES
]

.h 1
Définition 6.19 (Solution faible) Soitug € L= (IR) et f € C1(IR, IR), On appelle solution faible de (%e.ﬁ.l Dune
Sfonction u € L*°(IR x IR ) telle que

/ / [z, ) or(,8)+ fulz, £) ) (@, )] dwdt + / wo(@)p(x, 0)dz = 0,Yp € CLIR xR 1, R). (6420) [oq.nypronl
RxIR

R

Donnons maintenant les liens entre solution classique et solution faible.

fortenonlin| Proposition 6.20 Soient f € C1(IR,IR) et ug € C(IR,R) des fonctions données.
nonlin nonlin
1. Siwu est solution classique de (% %[ I 5} alors u est solution faible de (% E[ 7 )
2. i(é u e Cr’llo(n]E{lé 0, 4+00[) NC(IR x [0, +00]) est solution faible de (%.%I.l 7 algrslz est solution classique de

3. 8oitoc € R, Dy = {(z,t) € R xRz < ot} et Dy = {(z tg € R x Rysz > ot} Alors si

u € C(IR x R ) est telle que u|p, € Ee/l(hDi ?nICF){ , i.=1,2 et que ( est verifié pour tout (z,t) € D;,

1 = 1,2, alors u est solution faible de (6.4.

Démonstration :

X . eg.hypnonlin
1. Supposons que u est solution classique de (%E[.I 5), c.a.d. de

{ ut+(f(u))l’zoa (l’,t)GRXIR+,
u(z,0) = up(x).

. Lo eg.hypnonlin | .
Soit p € C}(IR x R4, R). Multiplions (%E[ 7y par ¢ et intégrons sur IR x IR ;. On obtient :

S o et pte e s [ [ (00t <o

L’application du théoréeme de Fubini et une intégration par parties donnent alors :

/IRu(a:,O)go(a:,O)dJ;—/]R/IR+ u(m,t)got(a:,t)dtdx—/RJF/]Rf(u)(x,t)gow(x,t)dmdt:0,

A A . eg.hypnonlinfaible . o
(car supp(¢p) est compact). Et on obtient donc bien la relation (%}lﬁli, grace a la condition initiale u(z, 0) =
ug ().
nonlin
2. Soit donc u une solution faible de (%El I 5), qui veérifie de plus u € pq }]lR n}omlogp D,CR x [0, 400]).

On a donc suffisamment de régularité pour intégrer par parties dans (6.4.20)

Commengons par e%regldre < f support compact dans IR x]0, +oc[. On a donc ©(z,0) = 0, et une intégration
par parties dans (6.4.20) donne :

_/IR/IR+ “t(”’;’’f)‘p(xvt)d?ﬁd$—/]R+ /]R(f(U))x(a:,typ(x,t)dxdt:o.

/ / (e (2, 8) + (F () (a,£)) (2, t)dtdar = 0, %o € CL(IRx]0, +00]).
RJR,

On a donc :
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6.4. EQUATIONS HYPERBOLIQUES NON LINEAIRES CHAPITRE 6. PROBLEMES HYPERBOLIQUES

Comme ut + ( f (u))z est continue, on en déduit que u; + (f(u)), = 0. En effet, on on rappelle que si
Juf R = 0 pour toute fonction ¢ continue de IR dans IR, alors f = 0 p.p.; si de plus f est
contlnue alors f = ( partout.

1 nonlinfaible
On prend alors ¢ € C; (IR x IR ). Dans ce cas, une intégration par parties dans ( onne

/1R w(z, 0)p(x, 0)dz — /}R /}R o0+ (7)) ol s~ / wo(@)p(z, 0)dz = 0.

R

Mais on vient de montrer que us + (f(u)), = 0. On en déduit que

/]R(uo(x) —u(x,0))e(z,0)dz = 0,Yp € CL(IR).

eq.hypnonlin
Comme u est continue, ceci entraine u(xz,0) = ug(x). Donc u est solution classique de (%E[ 7.
=

e
3. Soitu € C(IR x Ry) ,nggu%nout (z,t) € D;. Montrons que u est solution
faible. Pour cela, calculons :

X = //m xtgptxtdtdx+/ /IRf(u)(x,t)cpx(a:,t)dxdt.

On adonc X = X7 + X, avec

X, = / / u(z, t)ps(x, t)dtdr et Xy = / / (,t)pz(x, t)dadt.
R R

Calculons X;. Comme u n’est de classe C'! que sur chacun des domaines D;, on n’a pas le droit d’intégrer
par parties sur IR ]R?‘SI dr&tler On va donc décomposer I’intégrale sur D; et Dy ; supposons par exemple
o < 0, voir figure ES( (Le cas o > 0 se traite de fagon similaire). On a alors Dy = {(z,t);2 € R_et0 <
t<ZletD; =Ry xRyU{(z,t);z € R_et <t < oo}

Dl D2

FIG. 6.5 — Les domaines D et Dy fig.dld2

On a donc :

—+oo
X = / / u(x, t)p(x, t) dtdaz—l—/ / u(z, t) e (x, t)dtdm—i—/ / u(z, t)p(x, t)dtde.
R+
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6.4. EQUATIONS HYPERBOLIQUES NON LINEAIRES CHAPITRE 6. PROBLEMES HYPERBOLIQUES
Comme v est de classe C'' sur chacun des domaines, on peut intégrer par parties, ce qui donne :

X, :/ u(z,g)gp(x,g)dx—/ u(x,O)w(x,O)dx—/IRﬁ s (2, ), ) dtdz

+/ _u(x,g)ﬁﬂ(x,g)dx—/m_ /;m wg(z, t)p(z, t)dtde
—I—/]RJr(—u(a:,O)w(x,O)da:—/RJr /}R+ w(z,t)p(z, t)dtdr.  (6.4.21)

En simplifiant, il vient :

X = /]Ru(:E,O)go(x,O)dx//D1 ut(x,t)cp(x,t)dtdx//D2 ug(z, t)p(x, t)dtde.

On décompose de méme X5 sur D; U Do, en remarquant maintenant que D7 = {(z,t) € R xRy;z < ot}
et Do = {(z,t) e R x Ry;2 > ot} :

X, z/]R+ /:: f(u)(x,t)goz(x7t)dxdt+/]R+ /U:_OO fu)(x, t)pz(x, t)dadt.

La fonction u est de classe C'!' sur chacun des domaines, on peut 12 encore intégrer par parties. Comme ¢
est a support compact sur IR x IRy, on obtient apres simplification :

// 2z, )z, t)dedt — // Yo(z, t)dxdt.
Dl D2

Comme u; + (f(u)), = 0sur Dy et Do, on a donc :
X=X1+Xy= —/ u(z,0)p(x,0)dz,
R

. . . eg.hypnonlin
ce qui prouve que u est solution faible de (6-4.17).

Notons qu’il existe souvent plusieurs solutions faibles. On a donc besoin d’une notion supplémentaire pour les
distinguer. C’est la notion de solution entropique, qui nous permettra d’obtenir 1’unicité. Donnons tout d’abord un
exemple de non-unicité de la solution faible. Pour cela on va considérer une équation modele, appelée équation de
Burgers, qui s’écrit

ug + (u?), = 0. (6.4.22)

Pour calculer les solutions du probleme de Cauchy associé a cette équation de maniere analytique, on considere
une donnée initiale particuliere, qui sécrit

o () = ug siz <0,
7 wgsiz >0,

Ces données initiales définissent un probleéme de Cauchy particulier, qu’on appelle probleme de Riemann, que
nous étudierons plus en détails par la suite.
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6.4. EQUATIONS HYPERBOLIQUES NON LINEAIRES CHAPITRE 6. PRQI%LEMES HYPERBOLIQUES
Considérons alors le probleme suivant (dit probleme de Riemann, voir définition 6.28 }Lﬁgﬁ?‘l“équation de Burgers :

Uy + (uQ)L = 07
_Joug=—-1siz <0, (6.4.23)
uo(z) = { ug =1siz > 0.

On cherche une solution faible de la forme :

ug siz < ot,
u(z,t) = (6.4.24)
uq six > ot.

Notons que cette éventuelle solution est d}(lasc%ltll%%% ?yntgg\l/%rlsede la droite d cquation & = &,%9%%%&% C})el%g (z,1).

On remplace u(x, t) par ces valeurs dans (6.4.20). Apres calculs (voir exercice b5 page 227, ou aussi la proposition
Tl pPeah L1, ) Par ¢ D) AP o ot ;o page 1 1 PrOPOSIH
.29 plus Toin), on s’aperqit que w est solution faible si la condition suivante, dite condition de Rankine et Hugoniot,

est vérifiée :

o(ua — ug) = (f(ua) = f(ug)), (6.4.25)

ce qui avec la condition initiale particuliere choisie ici, donne 20 = 12 — (—1)% = 0.

Mais on peut trouver d’autres solutions faibles : en effet, on sait que sur les caractéristiques, qui ont pour équation
z = xo + ['(uo(z0))t, 1a fonction u est constante. Comme f(u) = 2u, les caractéristiques sont donc des droites
de pente -2 si zy < 0, et de pente 2 si zp > 0. Construisons ces caractéristiques sur la figure %._bg:_mone du

T =z T = xo

FIG. 6.6 — Probleme de Riemann pour 1équation de Burgers

milieu, ot ’on a représenté un point d’interrogation, on cherche w sous la forme u(z,t) = ¢ (%) et telle que u
soit continue sur IR x IR .. La fonction u suivante convient :

—lsiz < —2t,
u(z,t) = 2% Si— 2t < <2, (6.4.26)
1siz > 2t.

. . ’ . . solfaiblddolfaible2 . .
Comment choisir la “bonne” solution faible, entre (%.ZLZZH etf%.Z[.ZGi 7 Comme les problemes hyperboliques sont
souvent obtenus en négligeant les termes de diffusion dans des équations paraboliques, une technique pour choisir
la solution est de chercher la limite du probleme de diffusion associé qui s’écrit :

us + (f(u))y — ey = 0, (6.4.27)
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6.4. EQUATIONS HYPERBOLIQUES NON LINEAIRES CHAPITRE 6. PROBLEMES H YPERBOLIQUES

lorsque le terme de diffusion devient négligeable, c.a.d. lorsque ¢ tend vers 0. Soit u. la solution de (%.ﬁ'.uf? Y (on
admettra ’existence et l’unicitéede Yy On peut montrer que u. tend vers u lorsque € tend vers 0, ou u est la

“solution faible entropique” de (6.4.27), définie comme suit.
Définition 6.21 (Solution enfropique) Soit ug € L>(IR) et f € CY(R), on dit que u € L®(IR x IR) est
solution entropique de (6.4.27) si pour toute fonction n € C*(IR) convexe, appelée “entropie”, et pour toute

fonction ¢ € C* telle que ¢' = f'n', appelé “flux d’ entropie”, on a :

/ / (n(u)pr + S(u)p)ddt + / n(uo(x)) (e, 0)dz > 0,V € CHR x Ry RL).  (64.28)
RJR, R

Remarque 6.22 (Condition initiale) Noter que dans la définition %%%nd une fois de plus ¢ € C}(IR x
R+, IR ) de maniére a bien prendre en compte la condition initiale ; ceci n’est pas toujours fait de cette maniére
dans les travaux plus anciens sur le sujet, mais entraine des difficultés lorqu’on s’intéresse a la convergence des
schémas numériques.

On admettra le théoréme suivant (di a Kruskov, 1955)

(1eh§?lrélr111§n§.12r§ (Kruskov) SoiEé/zetfy% SLX(R)er feC Y(R) alors il existe une unique solution entropique de

au sens de la définition .

.. . X . eq.hypnonlin . .
Proposition 6.24 Si u est solution classique de (6.4.17), alors u est solution entropique.
Démonstration : Soit u % C’H]P%é}}flhr, IR), Soit n € C*(IR), convexe, une entropie et ¢ tel que ¢’ = f'1’, le

flux associé. Multiplions (6.4.17) par 7’ (u) :
' (W + f'(w)uen'(u) = 0
Soit encore, puisque ¢’ = f'7/,
(n(u))e + ¢’ (Wug — 0

On a donc finalement :
(n(u)): + (¢(u))z — 0 (6.4.29)

I;ee plus, comme u(.x, 0) = up(x), on a aussi : 77(u.(ac7 0)).= n(uo(z)). So.it pE C’c1 (R xRy, ]R.+), on multiplie
(6.4.29) par ¢, on integre sur IR x IR, et on obtient (6.4.28) (avec égalité) en intégrant par parties. Dans le cas
d’une solution classique, 1’inégalité d’entropie est une égalité. ]

On a de méme le résultat suivant :
.. . . . . eqg.hypnonlin X .
Proposition 6.25 Si u est solution faible entropique de (6.4.17), alors u est solution faible.

.ent
Démonstration : Il suffit de prendre 7(u) = u et n(u) = —u dans (%8.3.82“8; pour se convaincre du résultat.
L]

L. . rop.clasent theo.kruskov . . . .
On deduljede k}a groorﬁqsltl%n Eﬁgnzfl et du théoréme %.23 de Kruskov, que si on a plusieurs solutions faibles au
probleme 16:4.T7 page et que T'une d’entre elles est réguliere, alors cette derniere est forcément la solution
entropique. Enfin, la caractérisation suivante, que 1’on admettra, est souvent utilisée en pratique :

Proposition 6.26 (Entrppies,de Kruskov) Soit uo € L% (R) et f € C LMR), alors u € L*®(IR X Ry ) est
solution entropique de (6.4.27) au sens de la définition %.21 st et seulement si pour tout k € R, alors (6.4.28) est
vérifiée avec n définie par 1(s) = |s — k|, et ¢, flux d’entropie associée, défini par :

¢(u) = max(f(u), k) — min(f(u), k).

Notons que 1 n’est pas de classe C".
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6.4. EQUATIONS HYPERBOLIQUES NON LINEAIRES CHAPITRE 6. PROBLEMES HYPERBOLIQUES

Notons que les solutions d’une équation hyperbolique non linéaire respectent les bornes de la solution initiale. Plus
précisément, on a le résultat suivant, qu’on admettra :

Proposition 6.27 Si ug € L (IR) et soit A et B € IR rels que A < ug < Bp.p.. Soit f € C*(R), alors la
solution entropique u € L°°(]R x IRy ) de (%}I I §;verlﬁe A<u(z) < Bpp.dans R x R.

Cette propriété est essentielle dans les phénomenes de transport, et il est souhaitable qu’elle soit préservée pour la
solution approchée donnée par un schéma numérique.

Avant d’aborder I’étude des schémas numériques pour les équations hyperboliques, nous terminons par un résultat
sur les solutions du proqp%me de Rlen%ann dont nous nous sommes d’ailleurs servis pour montrer la non unicité
des solutions faibles de (6.4. Zj)

Définition 6.28 (Probleme de Riemann) Soient f € C*(IR,IR), on appelle probléme de Riemann avec données
Ug, uq € IR, le probleme suivant :

ur+ (f(w)z =0, z€R, t >0
_Jugsiz <O (6.4.30)
u(0, ) = ug st x >0

Lorsque la fonction f est convexe ou concave, les solutions du u pro} ]?mglr%}efI gge%genrgann se calculent facilement ; en

effet, on peut montrer le résultat suivant (voir aussi exercice bo pageZ27)

Proposition 6.29 Soit f € C' (IR, R) strictement convexe, et soient u, et ug € R.

1. Siug > ug, on pose

avec [f(u)] = f(ua) — flug) et [u] = ug — ug. (6.4.31)

alors la fonction u définie par
u(z,t) =uy siz < ot
{ u(z,t) = uq st x > ot (6.4.32)
b.ri hog . ri
est l'unique solution entropique de (E.Zl.rﬁﬂl)ei.mal?ni?e solution de la forme (%C.Z[O.CBZri leir?aél;pellée une onde de
“choc”.
2. Siug < ug, alors la fonction v définie par
w(x,t) =uy six < f'(ug)t
u(z,t) =uqg sixz> f'(ug)t (6.4.33)
u(x,t) =¢ siz = f'()t avecuy < & < uq

b.riemann
est I’ unique solution entr&p;tqeu > de | %emZFaBH(D Nofons que dans ce cas, la solution entropique est continue.
Une solution de la forme (6.4.33) est appelée une onde de “détente”.

, . choc.riemann . . . .
Démonstration : 1. Cherchons u sous la forme (6.4.32). Commencons par déterminer o pour que u soit solution
faible. On suppose, pour fixer les idées, que ¢ > 0 (mais le méme raisonnement marche pour o < 0). Soit
v € C*(IR x R4, IR). On veut montrer que

X=X1+Xo= 7/ u(z, 0)p(x,0)dx,
R

ot X, :/]R/]R+ u(x, t)p(x, t)dtde ethz/IR . fl(u(z, )z (z, t)dtdz.
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6.4. EQUATIONS HYPERBOLIQUES NON LINEAIRES CHAPITRE 6. PROBLEMES HYPERBOLIQUES
Calculons donc X; et X5 :

+o0 400 +oo  p+4o00
/ / xtgota?tdtdﬂc—i—/ / a:taptxtdtdx—i—/ / u(x, t)ps(x, t)dtd

400

- /OO ugp(z,0)dr + /OJF(><> Uq (90( x, i) ("E’O)> dx +/0 tg ( wl, g) de

+oo x
—— [ wle, 0w 00+ [ (ua - uy)pla D,
R 0

— /OMo /Z f(w) gz, t)dedt + /O+Oo (/;OO f(u)(x,t)%(x,t)> drdt

“+oo +oo
- / F(ug)o(ot, t)dt — / Flua)p(ot, t)dt.
0 0

De méme

En posant [u] = ug — ug et [f(u)] = f(uq) — f(ug), on obtient :

“+ o0

+oo
X—i—Au(m,O)@(m,O)dm = oz, — dx—/o [f (w)]e(ot, t)dt

/0+oo foo
/0 oot t)odt — /0 [F (w)]e(ot, £)dt.

On en déduit que
X —l—/ u(z,0)p(x,0)dz = 0siofu] — [f(u)] =0,
R
ce qui est vrai si la condition suivante, dite de Rankine et Hugoniot :

olu] = [f(u)] (6.4.34)

est vérifiée.
Voyons maintenant si u est bien solution entropique. Pour cela, on considére € C'!' une “entropie”, et ¢ € C*
le flux d’entropie associé, t.q. ¢’ = 7’ f’. Le méme calcul que le précédent, en remplagant u par n(u) et f(u) par

¢(u) donne que :
/ /]R+ (z,t)pe(x, t)dtdm+/ A¢(U)($7t)@m($,t)dxdt
+oo

+ [ atwends = [ (@] - et
0
Pour que u soit solution entropique, il faut (et il suffit) donc que

on(u)] = [¢(u)] (6.4.35)

Il reste a vérifier que cette inégalité est vérifiée pour ¢ donné par (6.4.34), c.a.d.

fua) — f(ugy)

Uqg — Ug

(n(ua) —nlug)) = d(ua) — d(uy)
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Ceci s’écrit encore :

(f (ua) = fug))(n(ua) = n(ug)) < ($(ua) = ¢(ug))(ua — ug).
Cette inégalité est vérifiée en appliquant le lemme suivant avec b = ug > uq = a.

Lemme 6.30 Soient a,b € R tels que a < b, soient f et € C*(IR) des fonctions convexes et ¢ € C1(IR) telle

que &' =n'f', alors :
b b b
/ ¢ (s)ds(b — a)ds > / f’(s)ds/ n'(s)ds
Démonstration : On a

b b
[ oz = [ rapie
b b
- / (@) @) — of (@))da + / @ )z, Vy € R.

On a donc, en intégrant par rapport a y entre a et b :

o0 [ Gwar= [ [ @ oy [ e [y

b b b b
/ / P @ (@) — o (9)ldedy = / / () () — of () dady
et donc

o-a) [ b / " (@) = / b / (@) - £ W) @) — o (g)dedy + ( / b f’(w)dw> ( / b n'(y(y)dy> .

Comme [’ et  sont croissantes, la premiére intégrale du second membre est nulle, et on a donc bien le résultat

annoncé. n

|[detente.riemann
2. On vérifie facilement que la fonction w définie par (b 4.33) est continue sur IR x IR, et qu’elle vérifie u; +

(f(w))z = 0 dans chacun des domaines Dy, Do, D3 définis par

Dy ={t>0,2 < f'(ug)t}, Do ={t >0, f'(ug)t <z < f'(ug)t} et D3 = {t >0,z > f'(uq)t}.

. - .sol bd eforfahohdfiortenonlin
Donc par le point 3 de la proposition %.2(5 page Elj on saif que u est solufion faible (mais attention, ce n’est pas
une solution classique car u n’est pas forcément C! sur IR x IR, tout entier).
Soit n € C'(IR,IR) une entropie (convexe) et ¢ le flux d’entropie associé, comme u; + (f(u)), = 0 dans D;
pour i = 1 a 3, en multipliant par 7' (u), on a également que (n(u)); + (¢(u)), = 0 dans D; pour ¢ = 1 a 3. Soit
maintenant » € C} (IR x IR, IR ), on va montrer que

A /m w)e e e+ [ (o). o dade+ [ ntuo(a))e(e. 00z =0

(dans le cas d’une solution continue, ’inégalité d’entropie est une égalité). En effet, en intégrant par parties les trois
termes précédents sur D1, Do, D3, comme on 1’a fait dans les questions 1 et 2, comme la fonction w est continue,
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6.5. SCHEMAS POUR LES EQUATIONS NON LINEAIRBSHAPITRE 6. PROBLEMES HYPERBOLIQUES
les traces des fonctions sur le bord des domaines s’annulent deux a deux, et il ne reste donc que la condition initiale.
On montre ainsi (faire le calcul pour s’en convaincre. . .) que

/ /]R+ (z,t)pa(w, t)dtdx+/ d(u)(z,t)(p(z,t))drdt = —/]Rn(uo(x))@(x,o)7

ce qui prouve que w est la solution entropique.

6.5 Schémas pour les équations non linéaires

On se donne 1%) < L;’Oo(q]]i{lgt f € CY(IR), et on cherche a trouver une ap \1;%iamation de la solution entropique

du probléme (6.4.17). On utilise les mémes notations que pour le schéma (6.3.15). En intégrant 1I’équation u; +
(f(u))z = 0 sur une maille K;, on obtient, au temps ¢ = ¢,

/K‘ wg(x, tp)drdt + f(u(zip1/2,t) — f(u(zi—1/2,tn)) = 0.

En utilisant le schéma d’Euler explicite pour la discrétisation de la dérivée temporelle, et en notant f]", | /2 le flux
numérique, c’est a dire I’approximation de f(u(z;41/2,%,)) on obtient le schéma numérique suivant :

n+1l

hiux = +f+1/2 firi1/2 =0

0 / (6.5.36)
u; = . UO(I)dZC

Pour que ce schéma soit completement défini, il reste a préciser 7" | Y1/ €0 fonction des inconnues discretes u;'. Un
premier choix possible est le schéma centré,

= )+ ga)
i+1/2 = B

dont on a vu qu’il est a proscrire, puisque, dans le cas linéaire, il est instable. Rappelons que dans le cas linéaire,
le choix décentré amont donne

si f(u) =wu, f\ 0= fui), et
si f(u) = —u, 12 = f(uiyq).
Dans le cadre de ce cours , on va s’intéresser aux schémas les plus simples a trois points, c.a.d. que 1équation

associée a I’inconnue v’ fait intervenir les trois inconnues discretes u;', u;* | et uf, ;. Le flux numérique g s’€crit
sous la forme

n n n
fi+1/2 = g(uj', uily)-
Pour obtenir un “bon” schéma, on va choisir un flux “monotone”, au sens suivant :
Dé enitiﬁ)n Qz%{ On dit que qu’une fonction g définie de IR? dans R est un flux monotone pour la discrétisation
de (6.4.17), si
1. g est consistante par rapport a f, c.a.d. g(u,u) = f(u),

2. g est croissante par rapport a la premiére variable et décroissante par rapport a la deuxieme variable,
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3. g est lipschitzienne sur [A, B, on A = infg ug et B = supp ug-

2 . » vfda N > PN
Remarque 6.32 (Flux monotones et schémas monotones) Sile schéma %.3. 15 est a flux monotone, et s’il vérifie
la condition de CFL, on peut alors montrer que le schéma est monotone, c.a.d. qu’il s’écrit sous la forme :

n+1l __ n n n
ul ™ = H(uiq,u; 7U¢+1)7

ou H est une fonction croissante de ses trois arguments.

Cas ou f est monotone Pour illustrer le choix de g, supposons par exemple que f soit croissante. Un choix trés
simple consiste alors a prendre g(uj',uj, ;) = f(uj'). On vérifie (exercice) que dans ce cas, les trois conditions
ci-dessus sont vérifiées, ce schéma est dit décentré amont. On vérifiera qu’on retrouve le schéma décentré amont
exposé dans le cas linéaire. De méme si f est décroissante on peut facilement vérifier que le choix g(uj', uj ;) =
f(uj, ;) convient.

Schéma a décomposition de flux Le schéma a décomposition de flux, appelé aussi “flux splitting” en anglais,
consiste comme le nom I’indique a décomposer f = f; + fo, ol fi est croissante et fy décroissante, et a prendre
pour g :

g(ui uilty) = fi(ui) + f2(uiyy)

Schéma de Lax Friedrich Le schéma de Lax Friedrich consiste 8 modifier le schéma centré de maniére a le
rendre stable. On écrit donc :

1
g(ui', uiyq) = §(f(ufb) + f(uiy1)) + D(uf —uilyy)
ol D > 0 est il faut avoir D suffisamment grand pour que g soit croissante par rapport a la premiere variable et
décroissante par rapport a la seconde variable.

Schéma de Godunov Le schéma de Godunov est un des plus connus pour les équations hyperboliques non
linéaires. De nombreux schémas pour les systémes ont été inspirés par ce schéma. Le flux numérique du schéma
de Godunov s’écrit :

g(ui uiyy) = flwr(ui,uiyy)) (6.5.37)

ott wg(uj', uj, ;) est la solution en 0 du probleme de Riemann avec conditions uj, uj', |, qui s’écrit :

u + (f(w))e =0

— n
ug =u w<0

n

ug() =
ug =1u, w>0

fluxgod h
On peut montrer que le flux de Godunov (%.5.3 7 ) vérifie les conditions de la définition %g I.

Schéma de Murman Une maniére de simplifier le schéma de Godunov est de remplacer la résolution du
probleme de Riemann linéaire. On prend alors g(uj,uy,,) = f(wr(ui,uf ;) ob wr(uf,uj, ) est solution
de

U + aug, =0

uy <0
uo(z) = .
uty; x>0
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6.5. SCHEMAS POUR LES EQUATIONS NON LINEAIRESHAPITRE 6. PROBLEMES HYPERBOLIQUES
Comme le probleéme est linéaire, la solution de ce probléme est connue : u(z,t) = ug(x — at). Le schéma est donc
K . s . . . exo-—murman
tres simple, malheureusement, le schéma de Murman n’est pas un schéma monotone (voir exercice (%8 ), car le flux
n’est pas monotone par rapport aux deux variables. De fait on peut montrer que les solutions approchées peuvent
converger vers des solutions non entropiques. On peut alors envisager une procédure “correction d’entropie”...

Théoreme 6.33 (Stabilité et convergence) Soit (u')iczz donnée par le schéma
nelN

ntl__ n

hi ==+ g(u ) — g(ufq,uf) =0
1

u?;: Ei Uo(x)df
i JK;

h%gg
On suppose que g est un flux monotone au sens de la définition 6.31. On suppose de plus que :
h
k< ;‘—M et ah < h; < h,¥i,

ou M est la constante de Lipschitz de g sur [A, B], et A et B sont tels que A < ug(z) < Bp.p.. On a alors
A < ul' < Bp.p., et ||ur k]| < ||uolloo. Sous les mémes hypothéses, si on note u. i, la solution approchée définie

—|sd1
par (%5.3. I%) alors

eg.hypnonlin
Ur 1, tend vers u, solution entropique de (%.El.l 5) dans 1}}OC(IR x IRy ) lorsque h (et k) tend vers 0.
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6.6. EXERCICES CHAPITRE 6. PROBLEMES HYPERBOLIQUES
6.6 Exercices

1inlD
Exercice 57 (Probléme linéaire en dimension 1) Corrigé en page W
Calculer la solution faible du probleéme :

ur —2u, =0, € R,t € Ry
u(z, 0) = { 0 siz < 0, (6.6.38)
1 sinon.
1.Tracer sur nbgra lgque la solutionat = Oetat = 1, en fonction de z. Cette solution faible est-elle solution
classique de (6.

2. Méme question en remplagant la condition initiale par u(z,0) = sin z.
N .. . . . sug-1in2D cor-1in2D
Exercice 58 (Probléme linéaire en dimension 2) Suggestions en page bB’% Corrigé en page bS’Z

Soit v € IR? et soit ug € C'(IR?,IR). On considére le probleme de Cauchy suivant :

Feruery
Calculer la solution du probleme (%T%T%B) en tout point (z,t) € IR? x IR.
Exercice 59 (Schéma de Lax—Wendroff) Corrigé en page ESO%M
Soit ug € C*°(IR,IR) et T > 0, et > 0. On considere le probléeme suivant :
Ou(x,t) + adyu(z,t) =0, z € R, t € [0,T7, (6.6.40a)
u(z,0) = up(x). (6.6.40b)

Ce probléme admet une et une seule solution classique, notée u. On se donne un pas de temps constant k, avec
k= NLH (N € IN). On se donne également un pas d’espace constant h, et des points de discrétisation en espace,
(zi)icz tels que x;y1 — x; = h pour tout i. On pose t,, = nk, pour n € {0,..., N + 1}. On cherche une
approximation de u(z;,t,) pourn € {0,...,N + 1} eti € Z.Onpose A = 2£.

bwen
1. Montrer que la solution v de (%73.7(0) satisfait :
Pour tout j € Z et pour toutn € IN,

1
w(z), tht1) = u(zy, tn) — akdgu(x;, t,) + iazkzaimu(a:j,tn) + k3(k), avec e(k) — 0 lorsque k& — 0,

(6.6.41)
et
w2, tny1) = u(Tj—1,tn) siA =1 (6.6.42)
. . devtlw . .
2. Montrer pourquoi 1’égalité (%76.71'[} suggere le schéma suivant, dit de Lax-Wendroff :
n+1 (n) n n .
(0 D=l = @) = )+ 12 — 2l 4 V), e Z,n >0, 6.643)
u\” = ug(z,); j € Z.

0
avec u§ )

A=1).

= uo(z;) pour tout j € Z. Donner I’ordre de consistance du schéma (distinguer les cas A # 1 et
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6.6. EXERCICES CHAPITRE 6. PROBLEMES HYPERBOLIQUES

3. On prend comme condition initiale u"(x) = ¢?* pourp € Z fixé (avec i> = —1). Pour j € Z, calculer

1
;1) donnée par le schéma (%%.43) en fonction de ugo)

la valeur u et en déduire le facteur d’amplification ),

tel que u§-1) = fpu§-0) .
Montrer que le schéma est stable au sens de Von Neumann sous condition de CFL.
4. Montrer par un contre exemple que si A # 1, le schéma n’est pas stable pour la norme L*°. [On pourra par

exemple prendre u;o) = 0 pour 5 < 0, u§0) = 1 pour j > 0, et calculer uél) et montrer ainsi que le schéma

est instable si A < 1, et chercher ensuite un contre-exemple pour le cas A > 1.]

. eyss 2 P e s . . cor—-stablinlD
Exercice 60 (Stabilité du schéma amont dans le cas linéaire) Corrigé en page bB’S

eq.tlin
On considére le probleme hyperbolique linéaire \g%%ag ), avec ug € L*(IR) N L°°(IR), dont on calcule une solution
approchée par le schéma volumes finis amont (%.3. I5). Montrer que ce schéma est stable pour les normes L', L2
et L°°, c.a.d. que la solution approchée satisfait les propriétés suivantes :

1. ||uT’k(.,n)HL1(1R) < ||u0||L1(]R)7vn € N,
2. |lur k(s n) 2wy < lJuoll2ry, V€ IN,
3. ||uT,k(.,n)HLoc(IR) < ||u0||Loo(]R),Vn € N,
sola
ou u j désigne la solution approchée calculée par le schéma (voir (%_TT%})E)

Exercice 61 (Co nvergence des schémas DFDA et VFDA dans le cas linéaire)
Corrigé en page EB’S

Soit ug € C*(IR,IR) et T € IR’.. On suppose que ug, u;, et u( sont bornées (sur IR). On considere le probleme
suivant :

ur(z,t) +ug(z,t) = 0,z€R,t€][0,T], (6.6.44)

u(z,0) = wug(x). (6.6.45)

Ce probleme admet une et une seule solution classique, notée u. On se donne un pas de temps, k, avec k = NL_H

(N € IN), et des points de discrétisation en espace, (z;);cz . On pose t,, = nk, pour n € {0,...,N + 1}, et

hiy1 =®ip1 — x5, pouri € ZZ. Onnote U = u(ly,x;) (pour n € {0,..., N + 1} eti € Z), et on cherche une
approximation de u;'.

1. Soient o, 3 € IR. On suppose que, pour un certain h € IR, ah < hi+% < pBh, pour tout i € ZZ. On
considere, dans cette question le schéma suivant, appelé DFDA (pour Différences Finies Décentré Amont) :

J Ly (! —u? ) = 0,ne{0,....N},ic Z, (6.6.46)

ud = wglxy), i€ Z. (6.6.47)

(a) (Stabilité) Montrer que k < ah = inf(ug) < ul! < sup(up), Vn € {0,...,N+ 1}, Vie Z.

(b) (Convergence) Montrer que, si k < ah,ona:

sup |ul —u}| < CT(k+h),Vne{0,...,N +1},
iz

ou C ne dépend que de ug et (3.
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6.6. EXERCICES CHAPITRE 6. PROBLEMES H YPERBOLIQUES
2. On suppose maintenant que z; est le centre de la maille M; = [x,_ 1,Tq1 1], pour ¢ € ZZ. On pose h; =
Tip1 =T 1. Soient ¢, 5 € IR. On suppose que, pour un certain h € ]R oh < h; < Bh, pour touti € Z .

On considere, dans cette question le schéma suivant, appelé VFDA (pour Volumes Finis Décentré Amont) :

utt —qyn
hilTZ‘F(U?_u?fl) = O7n6{07,,.,N},iEZ, (6.6.48)
1
W@ = — | w(@)de, ic Z. (6.6.49)
hi Ja,

(a) (Stabilité) Montrer que k < ah = inf(ug) < u < sup(ug), Vn € {0,...,N+ 1}, Vie Z.
(b) Etudier la consistance du schéma au sens DF.

(c) (Convergence) On pose ﬁ? = u(ty, z; +%). Montrer que, si k < ah,ona:
sup [uf — 7, | < Ci(k+h),Vn €{0,...,N +1},
ieZ

ou C7 ne dépend que de ug, 3 et T. En déduire que :
sup |ul —uy| < Co(k+h), Vn e {0,...,N + 1},
i€z

ou Cy ne dépend que de ug, G et 7.

Exercice 62 (EqECloig._,vsPJéfaible, conv. des schémas VFDA et DFDA, méthode VF)

Corrigé en page
Soitug € L>(IR) N L?*(IR) et T' € IR”.. On considere le probleme suivant :

ug(x,t) +uz(z,t) = 0,z€R,te(0,T], (6.6.50)
u(z,0) = wug(x). (6.6.51)

Ce probléme admet une et une seule solution faible, notée u. On se donne un pas de temps, k, avec k = NLH (N €
IN), et on pose t,, = nk, pour n € {0,..., N + 1} ; On se donne des points de discrétisation en espace, (x;);cz
et on suppose que x; est le centre de la maille M; = [mifé,mﬁé], pour i € Z. On pose h; = Tir—x; et

oo o e e n S € < < oot € 2
1. (Stabilité L>°) Montrer que k < ah = |[u| < ||uo||oc, Y € {0,...,N + 1}, Vie Z.
2. Montrer que, pour toutn = 0,..., N,onau; — 0 lorsque ¢ — +00 ou s — —00.
3. (Estimation “BV faible”) Soient ¢ > 0. Montrer que :

k< (1=C)ah= Z > k(u} )? < C(¢ uo),

n=0,...,N i€ Z
ou C(¢, up) ne dépend que de ( et ug (multiplier (6.6.48) par ku;}' et sommer sur ¢ et n.)

4. (convefr§ Pce?/ )n pose T = (M;)icz et on définit la solution approchée sur [0, T'] x IR, notée w7 x, donnée
m m) paruTk (t,x) =ul,siz € M;ett € [ty, 1]

On admet que ug , — u, pour la topologie falbﬂe x de L (]0, T[xIR), quand h — 0, avec k < (1 — ()arh
(¢ fixé). Montrer que u est la solution faible de ( 0)- (%_651)
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lEeflélaquue 6.34 (VF, DF et convergence forte) On peut montrer le méme résultat avec (%%%3) au lieu de
). On peut aussi montrer (cf. la suite du cours. .. ) que la convergence est forte dans L} (10, T[xIR),
pour tout p < 0.

|cor—-constructionsolfaible

onsolfaible| Exercice 63 (Construction d’une solution faible) Corrigé en page 240

1/ Construire une solution faible du probleme

u+ (u?)y =0
1 six <0
w(z,0) =up(z) =4 1—z sizel0,1]
0 siz > 1

2/ Méme question (mais nettement plus difficile...) pour le probleme

ur+ (u?)y =0
0 six <0
w(z,0) =up(z) =< 1—z sizel0,1]
1 siz > 1

Exercice 64 (Probleme de Riemann)

Soit f la fonction de %ar}si']el%acrl]e;ﬁnie par f(s) = s*. Soit ug et ug des réels. Calculer la solution entropique du
probleme de Riemann (6.4.30) avec données 14 et uy en fonction de ug et ug.

|cor-nonuniburgers

1wuniburgers| Exercice 65 (Non unicité des solutions faibles) Corrigé en page P41

On considere I’équation
up + (u?), =0

u(0,z) = { ug sir <0 (6.6.52)

ug six >0
avec ug < Ugq.

(t:y):ug siz < ot
u(t,x stz > ot
Vérifier que u n’est pas solution entropique de (% % 52

. . eq.rb
1. Montrer qu’il existe o € IR tel que si { alors u est solution faible de (%.%.52).

2. Montrer que v définie par :
) =1uy stz <2ugt

(t,x
u(t,z) = 57 si 2ugt < < 2ugt (6.6.53)
(t,z

)=uq sixz>2ugt
% b
alors w est solution faible entropique de (e. 5 ).
xo-riemann| Exercice 66 (Probleme de Riemann)

. . . b.riemann N .
1. Déterminer la solution entropique de (%.1.3()) dans le cas ou f est strictement concave.

2. On se place dans le cas oll f est convexe puis concave : plus précisément, on considere f € C?(IR, IR) avec

M f(0) =0, f(0)=f(1)=0

(i) Ja €]0, 1], tel que f est strictement convexe sur|0, a[, f est strictement concave sur |a, 1].
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6.6. EXERCICES CHAPITRE 6. PROBLEMES HYPERBOLIQUES
On supposera de plus ug = 1, ug = 0.

(a) Soit b I'unique élément b €]a, 1] tel que @ = f'(b) ; montrer que u définie par :

t,e)=1 siz<0
ult,z) =¢ siz=f'(t b<&<1
u(t,z) =0 six> f'(b)t

i i . b.riemann R L
est la solution faible entropique de (%.2[.3()5 (sous les hypotheses précédentes).

(b) Construire la solution entropique du probléme de Riemann dans le cas f(u) = @ et ug, Uq €
[0, 1]. [Compliqué. On distinguera plusieurs cas. )
Exercice 67 (Stabilité de schémas numériques) Corrigé en page E%Labnum
Soient f € C'(IR,IR) et ug € L°(IR). On considere le probléme suivant :
ue(x,t) + (f(u))z(x,t) =0, x € R, ¢t € [0,T], (6.6.54)
u(z,0) = up(x). (6.6.55)

eq2td? |cl2td7
On utilise ci dessous les notations du cours. On discrétise le probleme (%%51;(%.6.55 ) par I’un des schémas vu en
cours (“Flux-splitting”, “Godunov”, “Lax-Friedrichs modifi¢” et “Murman”). Montrer qu’il existe M (dépendant
de la fonction “flux numérique” et de ug) tel que k < M h;, pour tout ¢ € ZZ, implique :
1. ||lu"™|oo < ||u™]|s pour tout n € IN.
2. (Plus difficile) > ;. |u?:11 —uft < Yicz luiy — uf| pour tout n € IN. (Cette estimation n’est
intéressante que si Y, [uf, ; — ul| < oo, ce qui n’est pas toujours vrai pour uy € L>(IR). Cela est vrai
si ug est une fonction a “variation bornée”.)

Exercice 68 (Schéma de Murman) Corrigé en page Pz

Soient f € CY(IR,R) et up € L°°(IR). On suppose que A < ug < B, p.p. sur IR. On s’intéresse au probleéme
suivant :

ur(z,t) + (f(w)z(z,t) =0, z € R, t € Ry, (6.6.56)
u(z,0) = up(x), z € R. (6.6.57)

egh eghypcl
Pour discrétiser le probleme (%%%%)-(%.%.% 7 ), on se donne un pas d’espace h > 0 et un pas de temps £ > 0. On
pose M; =|ih, ih + h[ et on note u[* I'approximation recherchée de la solution exacte dans la maille }/; a Iinstant
nk. On considere le schéma de Murmann :

n+l . n

u u

hiTiﬂ f1— i) =0neN, i€ Z, (6.6.58)
1
u? = 7/ uo(;p)dgj, 1€ X, (6.6.59)
h Ju,

avec i’jr% = g(uj,ui ) etg € C(R x IR, IR) définie par :

g(a,a) = f(a) et, pour a # b,

f(a) si f(b}):f(a) >0,

b) = —a
9@0) =Y fO)-i@)
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1. (Stabilité) Montrer qu’il existe M, ne dépendant que de f, A et B (on donnera la valeur de M en fonction
de f, Aet B) t.q. pour k < Mh on ait :

(a) (Stabilité L>°) A <u} < B, pourtoutn € IN ettouts € 2,

(b) (Stabilité BV) 3", 5 [ulit —ul ™ < 30, 5 lully — ul’| pour tout n € IN. (Cette estimation n’est
intéressante que si >, |ud,; — ul| < oo, ce qui n’est pas toujours vrai pour ug € L*(IR). Cela
est vrai si uq est une fonction a “variation bornée”.)

2. On prend, dans cette question, f(s) = s2.

(a) (Non monotonie) Montrer que si A < 0 et B > 0, la fonction g n’est pas “croissante par rapport a son
premier argument et décroissante par rapport a son deuxiéme argument” sur [A, B]2.

(b) (Exemple de non convergence) Donner un exemple de non convergence du schéma. Plus précisément,
donner g t.q., pour tout b > 0 et tout k > 0, on ait u? = u? pour tout i € Z et pour tou RIS N
(ea ﬁoluct'lon discréte est donc “stationnaire”) et pourtant u(.,7") (u est la solution exacte de (6.6.56)-
(6.6. est différent de ug pour tout 7' > 0 (la solution exacte n’est donc pas stationnaire).

3. (Schéma “ordre 27, question plus difficile) Pour avoir un schéma “plus précis”, on pose maintenant pi* =

minmod(ui“;hu"’1 , 2””1}:% 24 _,:”’1) et on remplage, dans le schéma précédent, fﬁ% = g(uj', uf,)
par fI'1 = g(u} + (h/2)p}, ui,y — (h/2)p};,). Reprendre les 2 questions précédentes (c’est a dire :
2

“Stabilité L>°”, “Stabilité BV, “non monotonie” et “Exemple de non convergence”).

>xo—godunov | Exercice 69 (Flux monotones)

.h 1i
Soient f € CY(IR,IR) et ug € L*(IR); on considere I’équation hyperbolique non linéaire (%e.%.l §)an1;1 ohnrap-
pelle :

u(z,0) = up(x).
On se donne un maillage (J=;_1/2,%i11/2[)icz de R et k > 0 et, pour i € Z , on définit une condition initiale

1
approchée : u? = — /uo (w)dz, avec h; = w119 — Ti—1/2-
Pour calculer la solution entropique de 1’équation (6.4.17), on considere un schéma de type volumes finis explicite
a trois points, défini par un flux numérique g, fonction de deux variables.

n+1

i

n

1. Ecrire le schéma numérique (i.e. donner I’expression de u, en fonction des (u?);cz ).

2. On suppose dans cette question que le flux g est monotone et lipschitzien en ses deux variables, c.a.d. qu’il
existe M > 0 tel que pour tout (z,y, z) € R, |g(x, 2) — g(y, 2)| < M|z —y| et |g(z,y) — g(x, 2)| < M|y — 2|.
Montrer que le schéma numérique de la question précédente peut s’écrire sous la forme

n+1l __ n n ,n
ul ™ = H(ujq,u; S Ui )

ou H est une fonction croissante de ses trois arguments si & satisfait une condition de type & < Ch; pout tout 4, ou
C est une constante a déterminer.

3. Montrer que si la fonction g est croissante par rapport a son premier argument et décroissant par rapport au
second, et si a, b € IR sont tels que a < b, alors g(a, b) < g(&, &) pour tout £ € [a, b].

4. En déduire que si le flux g est monotone, alors il vérifie la propriété suivante :

a,b) <mingepqp f(s)sia <b

2 9(
¥(a,b) € R, { (a,b) > maxyepqp) f(s) sia > b.

g
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5. Soit g un flux monotone qui est tel que pour tous a, b € IR, il existe u,  dans 'intervalle d’extrémités a et b, tel
que g(a,b) = f(uq,p). Montrer que

2 g(av b) = minse[a,b] f(S) sia <b
V(a,b) € R7, { g(a,b) = max,ep,q) f(5) sia > b.

Exercice 70 (Schémas pour les problemes hyperboliques)

Soient f € C*(IR,IR), T > 0etuy € L®(IR) N BV(IR); on cherche une approximation de la solution de
I’equation hyperbolique avec condition initiale :

up(z,t) + (f(w)z(z,t) = 0,z€R,te[0,T], (6.6.61)
u(z,0) = wup(x). (6.6.62)

On note h (resp. k = ﬁ) le pas (constant, pour simplifier) de la discrétisation en espace (resp. en temps), et u;’ la

valeur approchée recherchée de u au temps nk dans la maille M; = [(i — 3)h, (i + 3)h], pourn € {0,..., N +1}

eti € Z . On considere le schéma obtenu par une discrétisation par volumes finis explicite a trois points :

w1
sz+E( i’:_%—ff_%) = 0,ne{0,...,N+1},ie Z, (6.6.63)
1
u) = 7 uo(z)dz, (6.6.64)
M;

avec fi' 1 = g(uil, ujy,), ol g € C'R,R).

. ssnl ssn2 N L i i
1. Montrer que le schéma (%.6.63),(%.6.64) possede la propriété de “consistance des flux” ssi g est telle que :

g(s,8) = f(s), Vs € R. (6.6.65)

2. Montrer que le schéma, vu comme un schéma de différences finies, est, avec la condition (%%.65), d’ordre 1
(c.a.d. que I’erreur de consistance est majorée par C'(h+k), ou C ne dépend que de f etde la sgption exacte,
que I’on suppose réguliere). Montrer que si le pa%_glé’%spa e _esf non constant, la condition (6.6.65) est (en
général) insuffisante pour assurer que le schéma (6.6.63),(6.6.64) (convenablement modifi€) est consistant
au sens des différences finies, et que le schéma est alors d’ordre 0.

3. On étudie, dans cette question, le schéma de Godunov, c.a.d. qu’on prend :

g(ug,ud) = f(uug,ud (O,t))7

OU Uy, 4, st la solution du probleme de Riemann :

w(x, ) + (f(u)g(z,t) = 0, (z,¢t) e R xR (6.6.66)
u(z,0) = wugsiz <0, (6.6.67)
u(z,0) = wugsiz >0. (6.6.68)
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6.6. EXERCICES L 1 CHAPITRE 6. PROBLEMES HYPERBOLIQUES
(a) Montrer que le schéma (%%%3), (%7%%4) peut s’écrire :

uptt =l + Ci(ufyy —uf) + Di(ufy —uf),

k f(ul) — g(ui, u kgluq,ul) — f(u?
e €y = IO 00 | Rl — S
h uil g — uj h uP | —ul
(b) Onpose A = ||uglloc, M = sup |f'(s)], et h le pas (constant) d’espace. On suppose que k et h
se[—A A=
vérifient la condition de CFL : L
k< —.
- 2M
On note u™ la fonction définie par : u™(z) = (ul’) si z € M, ; montrer que :
— Stabilité L= : [|[u" oo < [[u™|loo(L ... < ||u¥]|00),Vn € {0,..., N +1}. (E1)
— Stabilité¢ BV : ||u" Y| gy < [[u"]av(L ... < |[u®||Bv),Vn € {0,...,N +1}. (E2)

On rappelle que, comme u,, est une fonction constante par morceaux, on a :
n o n n
[u"||Bv = E uir — il
i€z

(c) Remarque : on peut montrer (ce n’est pas facile) que si on a la condition “CFL” le schéma de Godunov
converge.

+

A
4. On suppose maintenant f(u) = au, a € IR, et on prend g(\, u) = (schéma centré).

Montrer que pour tous k, i > 0, les conditions (E1) et (E2) sont fausses, c.a.d. qu’il existe ug(€ L>°NBV)
tq. [[utfloo £ lluollco et [lurll sy £ [luollsy- .
5. On étudie maintenant un schéma de type “MUSCL”, i.e. On prend dans le schéma (%.73.753) = flul +
2

Lpr), ou:
S N .
. oy, min(juiyy —uital, Aluiy — Pl Ay — i), od el = sign(uily —uity)
P = si sign(u,, — ul_,) = sign(uly, —u?) = sign(uf — ul,)

0 sinon.

(a) Montrer que 5 (f7" . —f;" 1) est une approximation d’ordre 2 de (f(u)) (i, t») aux points od u € C?
et uy, # 0.

(b) Montrer que sous une condition de type &k < Ch, ou C ne dépend que de ug et f, les conditions de
stabilité (F'1) et (E2) sont vérifiées.

Exercice 71 (Eléments finis pour une équation hyperbolique)

Soit f € CY(IR,R), up € C(IR) t.q. ug bornée ; on considere la loi de conservation scalaire suivante :

—(z, ) + —(f(w)(z,t) =0,z € R, t € Ry, (6.6.69)

avec la condition initiale :
u(z,0) = up(x). (6.6.70)

On se donne un pas de discrétisation en temps constant k, on note ¢, = nk pour n € IN, et on cherche a approcher
u(., t,). On note u(™ la solution approchée recherchée.
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6.6. EXERCICES CHAPITRE 6. PROBLEMES HYPERBOLIQUES
1. Montrer qu’une discrétisation par le schéma d’Euler explicite en temps amene au schéma en temps suivant :

1 0
1oy _ oy O () () — "
k(u u'™) + o (f(u ))(x) 0,z € R, n €N, (6.6.71)

u®(x) = up(x). (6.6.72)

clawn
On cherche a discrétiser (%.6. /T) par une méthode d’éléments finis. On se donne pour cela une famille de points
(xi)iGZ C IR, avec x; < Tit1-

2. On introduit les fonctions de forme P;, notées ®;,¢ € ZZ, des éléments finis associés au maillage donné par

famﬂle d Eon&ts %;)iez ; on effectue un développement de Galerkin de u(™) sur ces fonctions de forme dans
% 6.71) ; on multiplie l’equatlon ainsi obtenue par chaque fonction de forme, et on approche le terme
o2, jez U )<I> j)pary . jez | ( )<I> 7, et on integre sur R . Montrer qu’on obtient ainsi un systeme d’équations
dela forme

(n+1) <n)
Zam + > bisf(u MMy —0,ieZ, neN" (6.6.73)
JEZ JEZ

ud = wug(x;) i € Z. (6.6.74)

(les a; ; et b; ; sont a déterminer).

. . N s clawnefl
3. On effectue une “condensation de la matrice de masse”, c.a.d. qu’on remplace les a; ; dans (%.6. 73)par a; ; avec
ai; =0sii# jeta;; =y, jez Gi,j- Montrer que le schéma ainsi obtenu est identique a un schéma volumes
finis sur le maillage (K)icz ot K; =|w;_1,2,%i11/2], Tiv1/2 = (i + 2441)/2, avec approximation centrée du
flux.

4. Montrer que ce schéma est instable, dans un (ou plusieurs) sens a préciser.

5. On remplace le flux numérique centré F; /o du schéma volumes finis obtenu a la question 3 par G/ =

Fit1/2+ Dipq /Q(UE") — ug +)1) Montrer que I’approximation du flux reste consistante et que si les D; 1/, sont

bien choisis, le nouveau schéma est stable sous une condition de CFL a préciser.

On considére maintenant la méme équation de conservation, mais sur IR? (avec f € C HR, ]Rz), ug € C (IRQ),
bornée.

up(z,t) + div(f(u))(z,t) =0, z € R? t € Ry, (6.6.75)

u(z,0) = up(x). (6.6.76)

Soit 7 un maillage en triangles de IR?, admissible pour une discrétisation par éléments finis P;. Soit S I’ensemble
des noeuds de ce maillage et (®;) ;es la famille des fonctions de forme éléments finis bilinéaires P;. En conservant
la méme discrétisation en temps, on cherche une approximation de w(., ¢,,) dans I’espace engendré par les fonctions
D

Iz

6. Montrer qu’en suivant la méme démarche qu’aux questions 2 et 3, on aboutit au schéma :

u(n—kl) - u(n)
7/ v)de - f(u (n) / ®;(2)V®;(x)dz = 0,n € IN* (6.6.77)

k
JES
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6.6. EXERCICES CHAPITRE 6. PROBLEMES HYPERBOLIQUES
7. Montrer que ce schéma peut encore s’écrire :

(nt1) _ (n)
%/ ®;(z)dx + Z E;; =0, (6.6.78)
RZ

JjES
avec

By = 5l 4 F0) - [ (@) 95(0) - () Vai(a)da
IR2

Montrer que ce schéma est instable.

h2d
8. Dans le schéma (ETCGTS), on remplace E; ; par

. m R R )
El'; = E'; + Di j(ui —uj),

ou D; ; = Dj; (pour que le schéma reste conservatif). Montrer que pour un choix judicieux de D; ;, le schéma
ainsi obtenu est a flux monotone et stable sous condition de CFL.
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6.7. SUGGESTIONS POUR LES EXERCICES CHAPITRE 6. PROBLEMES HYPERBOLIQUES
6.7 Suggestions pour les exercices

lexo-1in20exo-1in2D

Exercice 58 page 224

Chercher les solutions sous la forme u(x,t) = ug(x — vt).

6.8 Corrigés des exercices

lexo-linlOexo-1inlD

Exercice 57 page 224

YEE%' .hypli
1. En appliquant les ré’sultats de la section b page ,1a’so ution faible du probleme s’écrit u(x, t) = ug(x+2t),
pourz € R,ett € R4, c.ad.

0, six < —2t,
{ u(x,t) = { Lsiz> 9t (6.8.79)
. . . N . . X fig.solh
La représentation graphique de la solution at¢ = O et a ¢ = 1, en fonction de x est donnée en Figure 6.7. Cette
; . ; .
e — e e e e P .
t=20 t=1

F1G. 6.7 — Représentation graphique de la solution

solution faible n’est pas solution classique de (Wﬂle n’est pas continue, donc ses dérivées en temps et
espace ne sont pas définies partout.

2. Dans le cas ol up(x) = sinz, la solution faible du probléme s’écrit u(x,t) = sin(z + 2t), pour z € IR, et
t € R4, et cette solution est réguliere, donc solution classique.

lexo-1in20exo-1in2D

Exercice 58 page 224

Pour (z,t) € IR? x IR, on pose u(z,t) = ug(z — vt). Comme uy € C'(IR,IR),onau € C'(IR* xR, IR) ; on
peut donc calculer les dérivées partielles de u par rapport a au temps ¢, qu’on notera J,u et par rapport aux deux
variables d’espace x; et z3, qu’on notera Oy u et au. On a: dyu(x,t) = Vug(x — vit) - v. Or div(vu) = v - Vu
car y esf constant, et Vu = Vuo. On en déduit que u; (2, t) + div(vu)(z,t) = 0, et donc u est solution (classique)

de (66:39).
exo—-laxw |[exo-—laxw
Exercice %9 page hZZI

Corrigé en cours d’élaboration
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6.8. CORRIGES DES EXERCICES

CHAPITRE 6. PROBLEMES HYPERBOLIQUES

Exercice 60 page 225 (Stabilité du schéma amont dans le cas linéaire)

On considere le probléme hyperbolique linéaire 5? 9i avec ug € L*(IR) N L>°(IR), dont on calcule une solution
approchée par le schéma volumes finis amont (% 3.15). Montrer que ce schéma est stable pour les normes L? et

L°°, c.a.d. que la solution approchée satisfait les propriétés suivantes :
L (ur k(- n)lz2r) < lluollz2(r), ¥n € IN,
2. fluz k(1)) < ol Lo (r), Vn € N,

ol ut i désj gne | la solution approchée calculee par le schéma (voir (% 3. l%;)
Le schéma (6.3.15) s’écrit encore :
hi(uf = uft) = k(u] —ully).

Multiplions par U?H. On obtient :

1
s = ) () () R ) —

(]
exo-dfda [exo-dfda
Exercice %I page bZS

1.a) Le schéma numérique s’écrit :

k k
ntl (1 —
= (1-

i—

Nl

Comme k < ah < h;_1 ona € [0,1] On a donc

; 1
=3

min(ul’, ul ;) < U?H < max(u;', u;' )

i—

d’ou on déduit que

mjin(u?) <ultt < mjax(u?), Vie Z,
puis, par récurrence sur n, que

infug < ! <supug Vi € Z , VnnIN.

1.b) Par définition de I’erreur de consistance, on a :

ntl_-n
G =y (xi, tn) + RY, o
k t\ Ly )

h; 1

2

En posant e} = 4] — u, on a donc

1)+ kul (ul

- P < el o ks
i Ug (zi,tn) + S7,|ST| < |Jtgs||och-O

(6.8.80)

eT_LJrl — el 1
L (e} —efy) = BY + S} < Oluo, B) (h+ k),
i-3
avec C(uo) = [luglloc max (8, 1), car (u(t,x) = ug(z,t)) et donc [[ustlloo = [[tzzlloc = [[uglloo- On pose

C'(up, 8) = C, on obtient alors

et _ <1— h_k >eg+ hk " |+ Ck(h+k)
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6.8. CORRIGES DES EXERCICES
donc sup [ 1| <'s

J

up |e}f| + Ck(h + k). Par récurrence sur n, on en déduit

CHAPITRE 6. PROBLEMES H YPERBOLIQUES
sup |e;'| < Ckn(h + k) etdonc suplej’| < CT(h+k)si0 <n <N +1, o0 (N +1)k=T.
2.a) On ainfug < u? < sup ug puis, pa récurrence :

u =1 - i
Comme k£ < ah < h; on en déduit comme en 1) a) que :

k
—ui + —ui .
hz) ) hz 1—1
inf(ug) < ul < sup(ug).
2.b) Consistance
altt —ar
mais

T?’L

= e t)  RERE| < [l ok
ar — ar —a? , hi_1 h;_1
L S BB o (g (o ) + 7] avee [T S ke oc P,
() i_E (]
donc .
ur - al —ul 1
bt b e = () (@) + RY ST T
K3 1
h, 1
= R} + S;'——= + 17,
avec :
I%”I < fuetllook,
i1 Gh
221571 < e
(]

/62

—Bh = —||tuze oohv

2 h =
hi_% —h;

i = Uy (T4, T =

= el )~

c) Convergence. On a

hi—1 —h;

= Uy (s, .

z( (2 n) Zhi

En prenant par exemple un pas tel que h; = h si 4 est pair et h; = h/2 si i est impair, on voit T)* ne tend pas vers

0 lorsque h tend vers 0 ; le schéma apparait donc comme non consistant au sens des différences finies.
i

2 _

=uw(@ig1,tn) + B[R] < Jlunl ook
an—an
—— = (s, tn) + ST 17 < ks lo SR
1
donc, avec f' = ul} —ul
k k
F = (= )P+ F(5) + k(ST + RY)
(3 (3
On a donc : . .
sup [/ < sup [f7'] + klug || oo (k + BR)
1 3
<sup|f]'| + kCi(k + h)
1
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6.8. CORRIGES DES EXERCICES CHAPITRE 6. PROBLEMES HYPERBOLIQUES

et par récurrence sur n
sup | f;'] < Cink(k + h) + [luglochB

car sup I£2] < ||up]|ooh3. D’oit on deéduit que
sup [f"] < CiT(k +h) + [[ug o Bh
< Co(k + h), 0<n<N+1.
avec Oy = C1T + B|ufl|co Il reste a remarquer que |G} — @] < |Jug||oo 3 pour avoir

sup|a; —u'| < Cs(h+ k) avec
i

Cs = C + Blluglloe = [uglloe max(8, )T + 26(ug| oo-

exo-vfda lexo-vfda
Exercice %2 page hZG
-dfd
1. On remarque d’abord que |u?| € [—||uo]oo, |t0]/oo]- On a vu a la question 2) a) de I’exercice eXOque ui tle
[ul, u? [ ou [ul_1,u?]. On en déduit par une récurrence sur n que u}" € [—||upl|co, ||Uol|oo] Vi, Vn > 0.
2. On va utiliser le fait que ug € L? et montrer la propriété par récurrence sur n. Pour n = 0, on a:

%

aciil 1
[ud)? < / : (uo(as))zdxh— — 0 lorsque ¢ — +00 (6.8.81)
T, _1

i—

™

xT+n
En effet, comme ugliy o) — O0pp, Uol[zoqn] < Uo € L? donc/ |uo|?dz — 0 lorsque 2 — +oo par

.y 1 15 N P erlel Yy s
convergence dominée, pour tout > 0. De plus, h > ah(= o < E)’ d’ot on déduit que (b.8. est vérifiée.
On conclut ensuite par une récurrence immédiate sur n, que :

Jul T < max(|ul|[uf_]) — 0 quand i — +oo. (6.8.82)
N
2. On veut montrer que Z Z E(u? —ul 1)? < C(¢, up). On multiplie le schéma par kul', on obtient :
n=0icZ
hi(up ™ — i )uit + (uff — uit )k =0,
ce qu’on peut réécrire :

. [_w?“um? (1) WW}M[W?‘W—W () @)*]

5 T T T 2 2 2

Comme [u] ™" — uP| = £|uP —ul" |, ceci s’écrit aussi :
k
R(L = 3) (0 = y)® + ha(uf™)? = hi(uf)? + k(u)? = k(uy)* = 0,
7
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6.8. CORRIGES DES EXERCICES CHAPITRE 6. PROBLEMES HYPERB OLIQUES
k

et comme - <1-¢,onadonc1— h% > et C(uf —ul )%+ hi(ul™)2 — hi(u)? + (u?)? — (u?_;)? < 0Oen

sommant pour i € {—M, ..., M}, eth € {0,..., N}, on obtient alors :

M M N N M
¢ Z Z(U? - U?A)Z + ahZ(UTfVI)Z — ph Z(UﬁMq)Q < Z (“?)2-

i=—M n=0 n=0 n=0 i=—M

En remarquant que

kz <3 hd)? < ol

z——ZM

(voir (ETTST)‘) etque u” ,;, — 0qd M — oo (voir (% 3. 82)) on en déduit
Ck Z Z 2 < luoll3,

i=—o0 n=0

2
donc C' = % convient.
3) (Convergence) Pour montrer la convergence, on va passer a la limite sur le schéma numérique. On aura pour
cela besoin du lemme suivant :

Lemme 6.35 Soit (uy,)new une suite bornée dans L*°(IR). Si u,, — u dans L>°(IR) pour la topologie faible
lorsque n — +o0, (c.a.d

| wn@e@in —— [ u@hplads, vp e L'R),
R R

et v, — v dans L' lorsque n — 400, alors

/un(x)vn(a:)dx — [ u(z)v(x)dz.

n—-+oo

Démonstration :

|/u7,(9:)vn(x)dx - /u(a:)v(:z:)d:c\ < Nun|loollvn — v|1 +|/u"(as)v(:17)d:c— /u(a:)v(z)dx\
< Cllun — ofl1 +| /un(x)vn(x)dx _ /u(x)v( Jdz| —— 0,

n—-+oo
car (up,),, est bornée dans L. L]

On multiplie le schéma numérique par ko?, p € C°(IR x [0, T[) et ' = p(x,t,), et en somme sur i et n (toutes
les sommes sont finies, car ¢ est a support compact) ; on obtient :

DI ”’ffwaZ Lkl =

1€Z ne€N 1€EZ n=1

Comme ¢} =0sin>N+1,ona:

N
Z Zhiu?(%n_l - i) ZUOW?h + Z Z — pip)uik =0.

1€Z n=1 EZ n

Or:
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6.8. CORRIGES DES EXERCICES CHAPITRE 6. PROBLEMES HYPERB OLIQUES
o Ty = Z udpOh; = Z/ 1+2 x)po(z;)dz — /uogodx (avec o = ¢(.,0))

i€EZ
car Z SDO(xi)l]x.il,w,*l[ — cp(., 0) dans L' quand h — 0.

-1
° Z Z hul H—"% v el k= / / ur kY1 kdrdt. Soit
R

i€Z n=1
w” L
bra(et) = 3 Z T ey kil
1€Z n=1
n 1_ (PT-L

En effet, pour z € R ett > 0, | = —pi(z,t)| < klloulloo si (z,t) €lz;_1, @1 [x[nk(n + 1],

pour n > 1. On a donc donc ¢ — ¢, p.p. sur Rx]0, T, De plus, et |7 x| < ||@¢t]loclr siBh < 1, 0u
K =[-a—1,a+1] x[0,T], et a est tel que ¢ = 0 sur ([—a,a] x [0,T])¢ Donc, par convergence dominée,

Y1 — —p dans %L@E élqé%“i)téorsque k — 0. Comme ur j converge vers u dans L'n fty faible *, on en

déduit par le lemme 16.35 que :

Ty == / / ur g(x, )7 k(z, t)dedt ) / / u(x, t)ps(x, t)dadt.
R hk=0  Jgr,

ETED DD PR TN S SY AT

i€Z nelN i€ Z nclN
3 ST ) 5 S KT o) =T
i€Z nclN 1€ Z nclN
o=
*T4:ZZkh —z " //UTk x) X1k (z)dx ol
.1 +1
XTk_QTsur} i— 15T 1 [X]tn, tna [

etdonc x7r — —, dans L' (IR x]0, 1[) et Ty — — / / u(z)py (z)dzdt lorsque h — 0,

]\/12 N M2
x Ts < Z ZkﬂhH@IHO@ u; —ul' ) < Bk @20 Z Z(uf —wup 1) si fh < 1,0l M et My sont tels
i=M n=0 n=0i=M

quei & {My,..., Mo} =z, 1,2, 1[C [—a,a], et = O sur ([~a, a] x [0,T])°. On a donc:

Mo N M-

Ts < Bkhlleall( ) Z Fou))EQ0 Yo e

i=M; n=0 n=0i=M;

SﬁthWIHOO%(Zn ozz M, )1/27
< BVER|psllov/e VN +1yMy — M,  (My — M;)ah < 2a.

< BVE|@allooV/eTE 2% = Blltpy oo Ve LEVR
— O quand h — 0.

On en déduit que T3 — — [ [ u(x)py(x)dz quand h — 0.
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Comme T7 + 15 + T3 = 0, on a donc

/ / u(x, t)p(x; t)dedt + / / u(z, t)pg(z, t)dedt + / uo(x)p(x, . )dz =0
RJR, RJR, R

11 11
et donc wu est solution faible de (%%750)—(%765 1).

lexo—constexctdomsotfaibdesol faible

Exercice 63 page 227

onsolfaible
1/ Dans le premier cas, la solution est facile & construire par la méthode des caractéristiques, pour tout ¢t < 1/2. En
effet, les droites caractéristiques sont d’équation : z(t) = 2ug (o)t + xo, ¢’est-a-dire

2t 4+ xg, sixg < 0,
z(t) =< 2(1 —mo)t + g, sixzo €]0,1],
Osixg>1.

Les droites caractéristiques se rencontrent a partir de ¢ = 1/2, il y alors apparition d’un choc, dont la vitesse est
donnée par la relation de Rankine—-Hugoniot :

o(ug —uq) = (uf] —u3), etdonc 0 = uy +ug = 1.

La solution entropique est donc :

1 1 1
1sit < —et 2t it> —et t+ =
S1 <2ex< ou sl1 >2ex< +27

u(zx,t) = -
2t—1
Osit<%etx>1ousit>%etx>t+%.

2/ On pourra montrer que la fonction définie par les formules suivantes est la solution pour ¢ < % (c’est-a-dire avant
que les droites caractéristiques ne se rencontrent, la solution contient deux zones de détentes).

. 1
u(z,t) =0,six <0, t < 3

T 1
u(:c,t):Q—t, si0 <z < 2t t<§,

1— 1
u(x,t)zl_—;, si2t <<l t<g,

1
u(x,t)z%, si1<x<1—|—2t,t<§,

. 1
u(z,t) =1, sil+2t <z, t<§.

Ent = %, on pourra vérifier qu un choc apparait en x = 1 et se propage a la vitesse 1. On obtient alors pour ¢ > %
la solution suivante :

1
u(z,t) =0, siz <0, t> 3

1

T 1
u(x,t):%, SIO<I<§+t,t>§,
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~or—stabnum

6.8. CORRIGES DES EXERCICES CHAPITRE 6. PROBLEMES HYPERB OLIQUES
u(zx,t) = —

1 1
—, 81—+t 1+2t, t> =
2% ,812+ <x<l1l+2¢ >2,

1
u(z,t)=1,sil+2t <z, t> 7
Remarquons que, bien que la solution initiale soit discontinue, la solution entropique est continue pour ¢ €]0, 1/2[.

lexo—nonundkorgemsniburgers

Exercice 165 page 227

rop.riempmop.riemann

1. La question 1 découle du point 1 de la proposition 6.29 page il Taut que o satisfasse la condition de
Rankine—Hugoniot. . .

R . . rop.rie .riemann
2. La question 2 découle du point 2 de la proposition 6.29 page

lexo-stabremo-stabnum

Exercice 67 page 228

Les quatre schémas s’écrivent sous la forme :

k k
uptt = - oo (g(ud uity) = g(uf, ui)) + = (g(wily, uit) — g(uf', ui))
i (2
soit encore

up =+ O (ullyy — uf) + DY (uiy —ult),

avec .
k g(ui,ui’) —glu, u
Cl = h—g( L ;3 f(u +1) si ug' # w1 (0 sinon )
i i1 T UG
k un u"L un un . .
D;’_yg( = 1; )_ii“ +) siuf # uf', (0 sinon )
i i-1 7 U

On suppose que A < uy < B p.p. et on remarque qu’il existe L € IR, tel que :

|g(avb) —g(a,c)| < L|b—C|,

lg(b,a) — g(c,a)] < L|b— ¢ } Ya,b,c € [A, B]

(On laisse le lecteur vérifier qu’un tel L existe pour les 4 schémas considérés).
1) Dans le cas des 3 premiers schémas (FS, Godunov et LFM), la fonction g est croissante par rapport au ler
argument et décroissante par rapport au 2éme argument. Donc si u]' € [A, B],Vi (pour n fixé), on a C* >

0 D! > 0. En prenant 2k < Lh; V7 on a aussi : C:ﬂ D* < = et donc ’U,n 1 est une combinaison convexe de
(3 p — T (] — 2 (3
U,n_ Un U donc u" ! A B Vi (et aussi ||u™ 1 o) < [|u™ 0o)- Par récurrence sur n on en déduit :
i—1 Wi Wil )

L
€ [A,B] Vi,Vnsik < uh;Viavec M = 3

Dans le dernier cas (Murman), on a

o(a.6) = f(@)si LT 5 o a2ty gfa,) = sy s O

n — n
—f(ultl) fflul ) >0,ona :g(uf,uly;) = f(u"),donc C}* = 0.
Uipr = Uy

Si
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cor—-murman

6.8. CORRIGES DES EXERCICES CHAPITRE 6. PROBLEMES HYPERBOLIQUES

i - g u u 1 .
&M <0,ona:g(ui,uly) = fuiyy), C”_M >0,etC;" < *SlkSMhiaVCC

ulyy —
L
M = — (L estici la constante de Lipschitz de f).

Le méme calcul vaut pour D} et on conclut comme précédemment car
W= (1= O = DI + Gty + DYl
2) On reprend la formule de 1) et la méme limitation sur k (pour les 4 schémas). On a :
ugfll =uiq + Ol (U o —wilg) + Dy (u) — ullyq)
up ™ =l + CF (ullyy — uft) + DY (uy — uf)

et donc, en soustrayant membre a membre :

u?jll - “?H = (uiyy — i) (1= CF = D y) + Oy (w0 — wit ) + DF (uf! —uitq)
—_— = \/
>0 >0 >0
Par inégalité triangulaire, on a donc :
it = wf ) < ufyy —uf|(1 = CF = DRyy) + Cf[uds — ufyy |+ Difuf — iy

Sommons alorsentre t = —P a P :

P P P
Z uift =t < D Jul — el = Y0 O ful —uf |+ Y Ol fulis —ufy

i=—P i=—P i=—P i=—P
P

P
= > D fufy —ui |+ Y DI ful — iy
=P

i=—P
En regroupant :

P
n+1 n+1 n n n n n n n n
E lupf! =it < E [uitpy — uf| + Cpyy |upyo —upyq |+ D2p |ulp —ulp_y|.
1=—P 1=—P

OrC¢,, €[0,1] et D" p € [0,1] donc

P+1 +oo
Z ‘“Zlfll - “?H’ < Z ‘“Z'LH - “?’ < Z utyy —u
i=—P i=—P—1 i=—o00

Il ne reste plus qu’a faire tendre P vers +oco pour obtenir le résultat.

[EXo—murmgexo-—murman

Exercice 68 page 228

. Loz < ., s . exo—-stabnum
1) Cette question a été completement traitée dans 1’exercice %7.

o . L -
Les estimations sont vérifiées avec M = 2 ou L est la constante de Lipschitz de f sur [A, B].
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6.8. CORRIGES DES EXERCICES CHAPITRE 6. PROBLEMES HYPERBOLIQUES
f) — fla)
b

2) Remarquons que si f(s) = s alors =b+a.

a) Soit b €0, B[,a €]A,0[ tel que b+a >0, (par exemple : a = fg,é = eavec 0 < € < min(—A4, B)). Soit
o €]0,a+b[. Poura € [a — o,a+al,onab+a > 0,etdonc g(a,b) = f(a) = a?, ce qui prouve que sur
I’ensemble [@ — «v, @ + o] x {b}, la fonction g est décroissante par rapport a a.

—LlsurlR— 1sii>0
b) Soit n ug définie par : ug = de sorte que u? _ )7 ..
+1sur R4 —1lsii <0
Comme f(ul) =41 Vionau! =u? Vietdoncu? = u? pour tout i et pour tout n. Par une récurﬁepoce facile,
la solution approchée est donc stationnaire. La solution exacte n’est pas stationnaire (voir proposition 6.29, cas ou

f est strictement convexe et ug < Uq).

. exo—godurexo—godunov
Exercice %9 page h29 i Flux monotones)

1. Le schéma s*écrit : u]' T =l — i (g(u?, u ) — g(uis uity))

? k
2.

~or—godunov

Wha) = ul+OP(ufy —ul) + DRy — )
= (L= = D)l + Oty + Diuly

3

avec C]' =

h; g(ul, u? ) — g(u?, u?) . .
?zg( ui) — g(ud ) siugq 7# ug (et 0 sinon)

uf g —uf
Qig(u?,u?+1)479(u?,u?)

n __ s on n :
et D' = 3 T siu;_; # u; (et 0 sinon)
K] 7

Remarquons que C* > 0 et D}* > 0 car g est monotone. On en déduit que H définie par
H(uiy,ui' uiyy) = (1= Cf = Dif)ui! + Ciugyy + Dif ity

est une fonction croissante de ses arguments si 1 — C7* — D} > 0, ce qui est vérifié si k < 2% pour tout ¢ € ZZ .

3. Comme a < € g(a,b) < g(&,b), et comme £ < b, g(&,b) < g(£, ).

4. D’apres la question précédente, si a < b, on a bien g(a, b) < min{g(¢,§), € € [a,b]}, etcomme g(&, &) = f(§),
on a le résultat souhaité.
Sia > b, alors on vérifie facilement que : g(a, b) > g(&, &) pour tout & € [b, a], ce qui prouve le résultat.

g
5. Comme g(a,b) = f(ua,p), on aminger, s f(s) < g(a,b) sia < betg(a,b) < maxgepq f(s)sia >b. Ona
donc égalité dans les inégalités de la question 3.
2. Montrer que sous une condition a préciser, le schéma peut s’écrire sour la forme

n+1 _ n n n
ui™ = H(uj g, u; »Ui+1)

ol H est une fonction croissante de ses trois arguments.
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