GEOMETRIE ET COMBINATOIRE DES GROUPES

H. SHORT

1. DEFINITION DES GROUPES LIBRES

Rappeler que si G est un groupe, X un partie de GG, alors le sous—groupe engendré
par X, que nous dénoterons gp(X), est défini comme le plus petit sousgroupe de G
qui contient X. Il n’est pas difficiles de voir que

gp(X) ={z19 22 .. 2 |z € X, ¢ = £1}

Définition 1.1. Soit X un ensemble. Un produit (ou suite) w = x1 22 ... x5,
x; € X, € = %1 s’appelle un X—-mot (ou mot) de longueur n.
Si on considere les x; comme des éléments du groupe G, ce mot a une valeur g

dans G, et nous écrivons r11x2? ... 10 =g certains écrivent W ).
) n

Définition 1.2. On dit que le X -mot w = z1 22 ... x5 est réduit si v; =
Tiy1 — €t €41 = 0 ou €€4+1 = 1.

Est—ce qu’il y a quelque chose a démontrer dans lassertion gp(X) =
{19292 . .28 | réduit}?

Définition 1.3. Soit G un groupe, X C G une partie génératrice (c’est a dire
gp(X) = G). Si aucun X-mot réduit (non—vide) n’est égal a 1 (= élément neutre
de G), alors on dit que G _est libre avec base X (ou X est une base libre pour G,
ou X engendre G librement).

exemple : Soit G un groupe, et X = {t}, t.q. X est une base libre pour G. Les mots
ont le forme t", pour n € Z. Alors G est isomorphe a Z.

Exercice : Deux X—mot réduits sont égaux dans un groupe libre G si et seulement
s’ils sont identiques.

Théoreme 1.4. Soit X un ensemble. Il existe un groupe libre F' avec base X.

Démonstration: (suivant [rotman| chap 11)

Soit X’ un ensemble disjoint de X avec la méme cardinalité. On dénote une
bijection X — X’ parx — 27! (ot x € X et x7! € X’). On I’étend & une bijection
X UX' — X UX' mettant (afl)fl =z

Alors un mot réduit est une suite (a1, ag, ..., a,) finie d’éléments de X U X' telle
que ajy1 # aj_l. On peut noter cette suite ;7 z2 ... 25» ou z; € X, ¢, = £1.

Soit W I’ensemble de ces mots réduits. Le mot de longueur 0 on dénote 1.

On veut définir la loi de multiplication comme la juxtaposition des suites, mais
ca ne donne pas un mot réduit: par exemple quel est le produit de (zyz~—'y)
(ytzzay~ty~1)? Il est raisonnable de dire que la loi sera de juxtaposition suivie
de annulation des lettres “inverses” voisines.

Chaque élément x € X U X’ définit une application

1
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Noter que les compositions ¢, o ¢, -1 et ¢,—1 0 ¢, donnent la identité sur W. Donc
chaque ¢, est une permutation de W (un élément du groupe symétrique Sy ).

Soit Fy le sous—groupe de Sy engendré par Xg = {¢, | x € X }.

On veut montrer que Fy est un groupe libre sur Xj.

Soit u € Fp; alors u a une écriture réduite (possiblement pas unique) u =g,
Bzye1 Puges - - - Pu, en, car dans Sy, (dz) 71 = dp-1.

Mais une telle factorisation est unique, car en I'applicant au mot vide (=1) on
obtient un mot réduit, dont unique, de I'ensemble W:

¢ZE161 ¢3§262 LR ¢(L‘n6n (1) - x1€1x262 e ‘T;n

Donc les factorisations différents proviennent de permutations différentes.

O

Théoreme 1.5. Propriété Universelle des groupes Libres
Soit F(X) le groupe libre sur ’ensemble X .
Soit G un groupe et ¢ : X — G une application.
Alors il existe un unique homomorphisme ® : F(X) — G tel que ®|x = ¢.

Démonstration: L’homomorphisme est défini par les images des générateurs. [
Corollaire 1.6. Tout groupe est quotient d’un groupe libre.

Définition 1.7. S’il existe un homomorphisme ® de F(X) sur G ou |X| est fini
on dit que G est de type fini.

Si R est un ensemble dans F(X) tel que le noyau ker® est le sousgroupe dis-
tingué engendré par R écrit ((R)) (c’est a dire l'intersection de tous les sousgroupes
distingués qui contiennent R), alors on dit que < X; R > est une présentation pour
G. En fait, on a G = F(X)/{(R))).

Si les ensembles X et R sont fini, alors on dit que
< X: R > est une présentation finie de G.

exemple
Le groupe libre sur a,b a une présentation < a,b |>.

Le groupe libre abélien de rang 2, Z x Z, a une présentation < a,b | [a,b] >. (Ici
on utilise le convention que [a,b] = a~'b~1ab — mais si on utilise 'autre convention
standard, [a,b] = aba~'b~! on a le méme groupe (pourquoi?).)

Exercice La présentation < a,b,c | ¢ > est une présentation du groupe libre
F(a,b) =< a,b |>.
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2. VERSION GEOMETRIQUE

Définition 2.1. Un compleze simpliciale (abstraite) est un ensemble V(K) de
sommets, et une famille de sous—ensembles de V(K), les simplexes de K tels que
les sommets sont des simplexes et les faces des simplexes (c’est a dire, les sous—
ensembles des simplezes) sont aussi des simplexes; c’est a dire

(1) ve V(K) = {v} est un simpleze;

(2) s = {v1,...,vp} un simplexe, s = {vy,...,v;,} C s = s est un
simpleze.
Un simpleze s = {vg,v1,...,v4} de ¢+ 1 éléments distincts est un g-simpleze,

ou simplexe de dimension q.

La dimension de K est le mazimum des dimensions de ses simplexes, si ceci est
fini.

Exemples: Un point est un simplexe de dimension 0, et l'intervalle [0,1] est le
modele d’un simplexe de dimension 1. Un triangle (solide) et un tetrahedre (solide)
peuvent étre vu comme des modeles des simplexes de dimension 2 et 3. Le bord de
chacun peut étre vu comme un complexe simpliciale.

Traduire tous ces idées au monde topologique n’est pas trop difficil. On définit
un g-simplexe géométrique: Soit vy, v1, ... v une collection de k points dans R"
tels que les vecteurs v; — vg, 1 < i < k sont lineairement indépendant (donc n > k).
Alors ’ensemble des points

k k
Z/\ivia Z)‘Z:]-a)‘lzo
1=0 =0

est un k simplex géométrique. Alternativement, choisissant les points v;,i > 0
comme les points de la base standarde (v; = (1,0,0,...,0),v2 = (0,1,0,...,0)
....) et vy comme l'origine, on a l’ensemble des points

k k
i=1 i=1

(On a défini I'ensemble convexe minimale qui contient {v;}.) Pour définir un
complexe géométrique il faut s’assurer que l'intersection de deux simplexes est un
simplexe, etc. (voir par exemple [7] chap. 5).

Un complexe L est un sous—compleze de K. si

(1) V(L) C V(K);

(2) chaque simplexe de L est un simplexe de K.
Le g—squelette de K, denoté K (@ est le sous—complexe de K de tous les simplexes
de dimension au plus q.

Une aréte (orientée) de K est une paire ordonné e = (u,v), u,v € V(K), tel que
{u,v} est un simplexe (on inclut la possibilité ici que u = v — dans ce cas I'aréte
est degenerée —elle se réduit & un sommet). On dit que u = o(e) est I'origine de e,
et que v = t(v) est le sommet terminale de e.

On peut généraliser un peu, une fois qu’on accepte d’identifier I'interieure un
simplexe de dimension n avec 'interieure d’un disque de dimension n :

Définition 2.2. A—compleze est une collection de complexes orientés disjoints avec
les intérieurs de certains faces identifiés via des homéomorphisme préservant les



4 H. SHORT

ordres des sommets. C’est a dire: pour chaque dimension n, on a une collection
d’ensembles de simplexes de dimension n: pour chacun de ces ensembles, les mem-
bres seront considérés comme identifiés.

Exemples:

un point: un sommet

un cercle: un sommet, un arc, (les deux sommets de I’aréte sont identifiés), deux
sommets, deux arcs...

un tore: un sommet, deux triangles, avec des identifications des arétes.

La différence: un vrai complexe simplicial pour le tore contient beaucoup de
simplexes (au moins 15 triangles je crois...facil de le faire avec 18).

Un chemin est une suite v = e, e, ..., e, d'arétes tels que t(e;) = o(e;—1),2 <
i < n. On étend la définition d’origine et sommet terminale on posant o(7y) = o(ey)
et t(y) = t(en).

Un chemin v est dit fermé si t(y) = t(e,) = o(e1) = o(y) (on dit aussi que ~y est
un lacet ou un circuit).

Un complexe est connexe s’il y a un chemin entre chaque paire de sommets.

Donner deux chemins o« = ejey...e,, et = f1fs... f, dans K, on peut former
le chemin produit ejes ... e f1f2... fn quand t(a) = o).

exemple

Pour obtenir le groupe des lacets, nous avons besoin de définir une notion
d’equivalence des chemins:

Définition 2.3. Les chemins o = e1es...en et 8= fifa... fn sont equivalents si
on peut changer l'un dans ’autre par une suite finie des operations et ses inverses:

(I) remplacer dans un chemin les deuz arétes adjacentes ... (u,v)(v,w)... par
Paréte seule ... (u,w)... quand {u,v,w} est un 2-simpleze de K;
(1) remplacer deux arétes adjacentes ... (u,v)(v,u)... par Uaréte seule (u,u);

(II1) supprimer une aréte degenerée (u,u).

Il est facil de voir que si @ = o’ et 3 = 3 alors:
(1) o(a) = ofa’) et t(a) = t(a');
(2) si t(a) = o(p) alors [a.f] = [o/.5'] — on peut donc définir la loi [a].[5] =
[ov.3]
(3) on peut considerer les trois changements comme des homotopies dans les
réalisations géométriques;

(4) sio(a) =wu et t(a) = v, [(u,u)].la] = [a] = [a][(v,v)];
(5) la loi est associative;
(6) [o-a™] = [(u,u)], [a™ 0] = [(v,v)]

L’ensemble des chemins est un groupoide (voir par exemple le livre de R. Brown
“Topology”).

Définition 2.4. Si v, est un sommet de K on peut définir I’ensemble

T (K, v.) = {[a] | a est un lacet basé a v, c’est a dire o(a) = t(a) = v}
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Théoreme 2.5. Avec la loi [o][5] = [a.f], U'ensemble w(K,v.) devient un groupe.
Si K est conneze et u, est un sommet de K, alors w1 (K, u.) = 71 (K, v,)

Définition 2.6. Le chemin « est dit réduit si une aréte (u,v) n’est jamais suivie
par son inverse (v,u) dans «, et a ne contient pas d’aréte dégenerée (u,u).

Un circuit est un chemin fermé réduit.

Un arbre est un complere connezxe de dimension au plus 1 sans circuit non—
trivial.

Un arbre T dans KU est dit mazimal si pour tout arbre T tel que T C T’ C
KUY onaT=T".

Proposition 2.7. Si K est connexe, un arbre T dans KU est mazimal si et
seulement s’il contient tout sommet.

Soit K un complexe connexe, et T un arbre maximal dans K. Nous definissons
une présentation de groupe G v avec

e generateurs: les arétes (u,v) dans T

e relateurs: (a) (u,v) =1 si (u,v) € T}

(b) (u,v)(v,w) = (u,w) si {u,v,w} est un simplexe.

Par exemple, soit K7 le complexe qui a trois sommets x,y, z et trois 1-simplexes
o1 = {x,y},00 = {y,z},03 = {z,z} (les cotés d’un triangle). Les deux sim-
plexes 01,09 forment un arbre maximal 77 dans K;. Donc on arrive a avoir une
présentation Gg, r, =< a,b,c | a,b >, ou a répresente l'aréte (z,y), etc.. Montrer
que ce groupe est isomorphe a Z.

Soit K, le complexe avec ensemble de sommets {x,y1,...,Yn,21---,2n, }, €t
comme 1-simplexes {z,y;},{vyi, z:}, {zi, }. (Il faut imaginer un ensemble de n tri-
angles avec un sommet en commun.) Encore une fois on met dans I’arbre maximal
tous les 1-simplexes sauf les {y;, z;}. Cela donne la présentation

<A1y Qp,bi,... by, C1 00 Chi01, ... Qp, b1, ... by >

ol a; = (x,¥;), bi = (yi, 2i) et ¢; = (2, ).
Exercice Montrer que m (K, ) = F,, le groupe libre de rang n.

Proposition 2.8. Le groupe Gk r est isomorphe au groupe m (K, v.).

Démonstration: Pour commencer on va définir une application F'(E) — m1 (K, vs)
ou E est ’ensemble des arétes. Pour chaque sommet v choisir un chemin (réduit)
a(v) dans T avec origine v, et terminal v. Si e € T, alors soit a(o(e))e = a(t(e))
soit a(o(e)) = a(t(e))e t.

Définir ®(e) = a(o(e)e(a(t(e)))™t. On a ainsi un homomorphisme F(E) —
m1 (K, v.). Noter que ®(e) = a(o(e ))e( Ya(o(e)))™t si e € T, et ceci est égal
a 1. Aussi

B ((u, ) (v, 0)(w, w)) = (a(w)(, v)a(®)"}) (a(v) (v, w)a(w) ) (a(w)(w, u)a(w) )
= a(u)(u,v)(v, w)(w, u)a(u) tapres réduction

et ceci est égal a 1 dans m (K, v,). Ainsi on montre que deux mots équivalents dans
Gk, ont la méme image dans 7 (K, v,) et ® est bien défini sur G 7. Il est aussi
surjectif, car pour le lacet v basé a v, on a que v est équivalent a ®("gamma).
On a aussi une application © : m(K,v.) — Gg r obtenue de 'application au
niveau d’aréts, qui envoie le lacet vy =ay...a, — a; ...a,. Il faut verifier que cette

application est bien définie et est inverse a ® (au niveau des classes).
O
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o(e) ofe)
t(e) o' 1e)

Théoréme 2.9. Si K est connexe et de dimension 1, alors m(K,v.) est un groupe
libre de rang Card{c' € K —T}.

Définition 2.10. Soit K un complexe connexe fini, et dénotons ng le nom-
bre de simplexes de dimension d. Le charactéristique de Euler comme x(K) =
— > (~1)%ng. Quand K est conneze et de dimension 1 ¢a donne x(K) est la dif-
ference entre le nombre de sommets et le nombre d’arétes de K.

On a demontré alors que:

Corollaire 2.11. Soit K est un complexe connexe de dimension 1.
Alors le groupe m1(K) est libre de rang x(K) + 1.

Exemple
Les groupes libres existent — ils sont les groupes des exemples 7 (K,,) ci—dessus.

2.1. Revétements. Une application f : K — L est simpliciale si, pour tout sim-
plexe 0 = {vg,...v4} € K, on a f(o) = {f(vo),...,f(vq)} est un simplexe dans
K. Noter qu’il est permis que la dimension de f(o) ne soit pas ¢, c’est a dire que
f(vi) = f(vj) pour certain i # j.

Une application simpliciale p : K — K est un revétement si

(i) K est connexe ;

(ii) pour tout g-simplexe o € K, on a p~1(o) est la réunion disjointe de g—
simplexes {o;} tels que p|,, : 0; — o est une bijection — c’est a dire que I'image
de chaque ¢ simplexe est un g simplexe.

Lemme 2.12. Propriétés des revétements
Soit p: K — K un revétement, et soit v, un sommet de K.

(1) pour chaque aréte e avec o(e) = vy, il y a un unique aréte é dans K t.q.
0(€) = U, et p(€) =e.

(2) pour chaque chemin a dans K t.q. o(a) = vy il y a un unique chemin &
dans K t.q. o(@) = o, et p(&@) = a.

(3) si les chemins a et 3 sont equivalents dans K, alors & est equivalent a B
dans K quand o(&) = o(3).

(4) Vapplication induite py : (K, 9,) — (K, v,) est un homomorphisme in-
jectif.

(5) siu € K est t.q. p(u) = p(v,) alors les sous—groupes pﬁ(ﬁ(f(\',f)*)) et
pﬁ(ﬂ(I?,u)) sont conjugés dans 7(K,v) par U’élément [py(y)] ot v est un
chemin dans IA( entre u et vy.
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Démonstration: La premiere partie se démontre par récurrence. Soit e = (vy,v)
un chemin de longeur 1; alors v, et v se trouve dans un simplexe o de K, et p~ (o)
est une réunion disjointe des simplexes de K. Un de ces simplexes contient v,, et
il y a donc un simplexe 6 = {0,,0} ol p(v) = v. L’unicité de ce sommet v vient du
fait que la réunion est disjointe (exercice).

O

Comment construire des revétements

Soit K un complexe, G = 7(K,v,) son groupe fondamentale, et H un sous—
groupe de GG. On va définir un revetement K de K qui aura comme groupe fonda-
mental H. Au—dessus de chaque sommet de K il y aura comme fibre un ensemble
qui correspond aux classes laterales gH de H dans G. (Il y a une action naturelle
de G a gauche sur 'ensemble, ¢’ o gH = (¢'g)H. Le stabilisateur du sommet gH est
le conjugué gHg~ ' de H. Quand H est un sous-groupe distingué, il y a une action
de G/H sur Ky sans points fixes qui est transitive sur chaque fibre.)

Pour définir les autres simplexes dans K g, nous définissons d’abord une nouvelle
relation d’équivalence sur l’ensemble de chemins de K par:

Définition 2.13. soit a et § de chemins de K tels que o(a) = o(f8) = v. et
t(a) = t(B). On dit que les chemins sont equivalents mod H si [a371] € H. Nous
écrirons a =g [, et [a]g pour la classe d’équivalence. Soit Ky ’ensemble de toutes
les classes d’équivalence (pour tout chemin o dans K basé a vy, et tout sommet
terminal).

(Rappeller que quand on définit la quotient d’un groupe G par un sous—groupe
H, on commence avec la relation d’équivalence sur G g =g ¢’ quand g¢g’ leH )

Soit 0 = {ug,...,ur} un simplexe de K, et o un chemin t.q. o(a) = v, et
t(a) = wup. Alors pour chaque i, a.(ug,u;) est un chemin qui commence a v, et
termine & u;, et ce chemin définit une classe d’équivalence [a(ug,u;)]g dans Kp.
Pour chaque classe [a], nous définissons un simplexe &,),, de Ky comme

Olalg = {[Q]Ha [a(u07 ul)]Ha ) [a(UOa Uk)]H} .
Noter que cette definition est independante du chemin « dans [a]g choisi, et que
ce simplexe est de dimension k aussi, car u; # u; = [a(uo, u;)| g # [a(uo, uj)]H.
Avec ces 0,],, comme simplexes, Ky devient un complexe simplcial.

Le fait important a noter ici est que les simplexes ainsi construits sont disjoints.

Lemme 2.14. Soit K un complexe, v, un sommet de K, H un sousgroupe de
(K, vy), et Ky le complexe qui correspond a H. Soit o un chemin qui commence
a vy, et finit a t(a) = u.

(1) Pour I’1-simplexe 0 = {u,v} l’ensemble

{[8la, 1B(u,v)]a} | B un chemin t.q. o(B) = vs, t(B) = u}

est une réunion disjointe.

(2) L’application Ky — K definie par [o]g — t(«) est une application simpli-
cial et un revétement.

(3) Il y a une unique relevement & de a dans Kp telle que o(&) = [1]g =
[(ve, v4)] 11

(4) Le relevement & est un lacet si et seulement si [a] € H.

(5) Si K est connexe, Ky l'est aussi.
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Démonstration: (i) Soit e = (v, u); supposons que u # v,. Alors il y a un 1-
simplexe o = {v,,u} qui porte e, et p~!(c) est une réunion disjointe 71,73, . ..
d’1-simplexes dans K. Mais p~1(v.) contient le sommet ¥, donc il existe un indice
j tel que & contient ¥y, et p|5,6; — o est une bijection. On a alors que 6; = {0, 4},
ou p(@) = u. Ceci est l'aréte recherché.

Pour montrer qu’il est unique il suffit de remarquer que si 6’ = {v,, @’} était un
deuxieme aréte avec p(¢') = o, alors &’ et & ne sont pas disjoints.

(ii) Si a@ = eqes...e, alors par la premiere partie é; et t(€;) sont bien définis.
Donc il y a un unique relevement és de ey avec o(éz) = t(€1). Continuant, on a un
unique relevement de a. U

Théoréme 2.15. Pour chaque sous—groupe H de w(K,v,), il existe un revetement
p:m(Kp,0) — 7(K,v,) tel que py(m(K,Dy)).

Théoreme 2.16. Le groupe fondamental d’un complere connexe de dimension 1
est libre.

Corollaire 2.17. (1) Les sous—groupes d’un groupe libre sont libres.
(2) Le groupe libre de rang 2 contient un sousgroupe libre de rang infini.

Démonstration: (i) Le revétement d’un complexe de dimension 1 est de dimension
1; ¢fr la demonstration de Magnus, Karrass et Solitar, sections 2.3, 2.4.

(ii) Regardez le complexe figure 8, et le revetement qui est le droit R avec un
lacet ajouté a chaque entier. ([l

Proposition 2.18. Si p : K — K est un revétement ou le fibre au—dessus de un

~

sommet de K n’a qu’un nombre fini k de composantes, alors x(K) = kx(K).

Proposition 2.19. Si H est un sousgroupe de rang vy dans le groupe libre F' de
rang rr, alors l'indice de H dans F satisfait

TH—l

[F: H|= :
TFp — 1

Démonstration: Soit K un complexe fini de dimension 1 avec 7K = F', et soit Kg
le revetement qui correspond a H.

Soit v, dans K le sommet de base. Le fibre p_l(v*) au—dessus de v, dans K est
de cardinalité [F' : H| par la construction de K. Ceci est vrai pour tout sommet
de K. Donc si Sp,CFr et Sy, Cy sont les nombres de sommets et 1-simplexes dans
F et H respectivement, alors Sy = gSg.

En plus, au—dessus de chaque aréte de K, a chaque sommet de Ky, il y a un
aréte de Kg. Donc Cy = gCp. Mais rp = Cp — Sp + 1, et

TH:CH—SH+1:gCF—gSF+1etTH—lzg(TF—l).

On a redemontré que la caractéristique de Euler d’un révetement est un multiple
de la caractéristique de la base.
O
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Exercice: Si 1 < A < B sont sous-groupes de G = 71 (K, z¢), alors pour K, le

K
N\
Ka
revetement universal de K, on a l 1
Kp
/



10 H. SHORT

3. TRANSFORMATIONS DE TIETZE

On peut changer une présentations sans changer le groupe (a isomorphisme pres).
Ici nous montrerons qu’il y a quatre changements qui engendrent toutes les presen-
tations d’un groupe.

Théoréme 3.1. Soit X un ensemble de lettres, R un ensemble de mots dans F(X),
y un symbole qui n’est pas dans X, et w(X) un mot reduit de F(X)
(1) Les groupes presentés par < X,y; R,y = w(x) > et < X; R > sont isomor-
phes.
(2) Si S Cgppx)R alors < X; R > et < X; R, S > sont isomorphes.

Notons que dans conditions au—dessus, ’ensemble S est dit un ensemble des
consequences de R.

Démonstration: Les demonstrations sont claires: soit G le groupe présenté par
< X; R >. Soit ¢ : F(X) — G 'homomorphisme donné par la présentation.

Le groupe libre F(X,y) sur X U {y} est engendré librement par X U {yw(X)~'}
(excercice). Donc il y a un unique homomorphisme ¢’ : F(X,y) — G tel que

¢'(z) = d(x) et ¢/ (yw(X)™') = 1.
L’homomorphisme ¢’ : FI(X,y) — G se factorise comme F(X,y) X F(X) LA G,
ou x(z) =z,x € X et x(y) = w(X). Alors

kerg’ = x (o7 (1)) = x " (gpr(x)(R))
= gPr(x,y) (R U {yw(X)™'})

et la demonstration est finie. 0
L’interét de ces changements est:

Théoréeme 3.2. ( Tietze)

SiP1 =< X;R> et Po =<Y;85 > sont des présentations finies qui présentent
deux groupes isomorphes, alors il existe une suite finie de changements de Tietze
qui transforme la premiére en la deuxiéme.

Démonstration: Soit ¢ : F(X) — G et ¢ : F(Y) — G les homomorphismes
associés aux présentations. Alors il y a des mots u;(X) tels que ¢(u;(X)) = ¥(y;)
et des mots vg(Y") tels que ¥(vg(Y)) = o(xk).

Alors il y a une serie de changements de Tietze

<X;R>< X,y Ru1(X)=y1> - < X,V R w1 (X) =1, .., un(X) =y, > .

A la fin, 'homomorphisme associé a la derniere présentation est induit par
I’application ¢ sur X et ¢ sur Y.

Il faut remarquer que chaque relation de .S, écrite s,(Y") est une conséquence de
R et les relations y; = w(X). Alors, par une suite de changements de Tietze, on
arrive a la présentation

<X,Y,R,S,U1(X) :ylv"'7un(X) =UYn > .

Mais le fait que chaque ¢(zy) peut étre écrit en termes des mots ¥ (vg(Y)) dans les
générateurs Y implique que on a aussi des conséquences r; = vi(Y'). On arrive a
la présentation

<X, YV;R, S {u;(X) =y}, {ve(Y) =2} > .
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Par symetrie, on a aussi que la présentation P, peut aussi étre changée en cette
présentation. O

On a parlé déja du probleme des mots: on répete (en changeant un peu peut
étre)la définition:
Définition 3.3. Soit P =< X; R > une présentation finie d’un groupe G.
On dit que le probléeme des mots est résoluble pour P si les ensembles :
Id={we F(X) t.q ¢(w) =1}
et
Nonld ={w € F(X) t.q. p(w) # 1}
sont récursivement denombrable.

Corollaire 3.4. Si le probleme des mots est résoluble dans une une présentation
finie du groupe G, il est résoluble dans toute présentation finie de G.

On peut donc parler de la solubilité du probleme des mots pour un groupe de
présentation finie.

B.H. Neumann a observé que les groupes a présentation inifnie existe. Pour voir
ceci, il nous faut deux lemmes:

Lemme 3.5. Si le groupe G a une présentation finie < X; R > et une autre
présentation avec les mémes générateurs X mais un ensemble infini de relations
S = {s1,82,...,} alors il existe un entier n tel que < X;$1,...,8, > est une
présentation de G.

Démonstration: L’important est de noter que gpp(x)(R) = gpp(x)(51,-..,5,) car
chaque élément de R est un produit des conjugués d’un nombre fini d’éléments de
S. O

Suivant le livre de G. Baumslag, pour un sougroupe distingué N < G on définit
da(N) = min{|X| | gpc(X) = N}. et on note que:

Lemme 3.6. Soit G une groupe de présentation finie, et H un groupe de type fini.
Si G est isomorphe a H/N, alors dg(N) < 0.

Corollaire 3.7. Soit H un groupe de type fini tel que son centre Z(H) n’est pas
de type fini.
Alors G = H/Z(H) est un groupe sans présentation finie.

exemple: Soit H le sousgroupe de GL(3,R), engendré par deux éléments :

1 0 0 1 0 0
H:gp(a: 0O = 0],b=1(1 1 O)
0 0 1 1 11
1 0 0
Demontrer qu'un élément qui est central dans H alaforme | 0 1 0 |.Regardant
6 0 1

les éléments a"ba""ba"b"ta""b~ !, déduire que Z(H) est de type infini.
Il en suit que H/Z(H) n’a aucune présentation finie.
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4. GRAPHE DE CAYLEY

Définition 4.1. Soit G un groupe et X wune partie génératrice (il y a un homo-
morphisme surjectif unique ¢ : F(X) — G.) Le graphe de Cayley de G par rapport
a X (ou engendré par X ), écrit I'x(G) comporte:

un sommet g pour chaque élément g € G;

pour chaque x € X et chaque g € G, il y a une aréte orientée avec étiquette x,
avec sommet initial (le sommet) g et avec sommet terminal go(x).

Exemples:
o) Le groupe cylique Zs = 7 /57 engeneré par la classe [1] a son graphe en forme
de circle.
i) Le groupe (additive) Z engeneradé par ’élément 1 a comme graphe de Cayley la
droite R composé d’un sommet pour chaque élément de Z et une aréte de n a n+1
pour chaque n € Z.
ii) Prennant comme partie génératrice les éléments 3, 5 le graphe est plus compliqué.
iii) Le groupe Z x Z engendré par x = (1,0) et y = (0, 1) donne le graphe standard
comme reseau dans R x R, avce les arétes horizantales etitquetés x orientées vers
la droite, et les arétes verticales étiquetés y et orientées vers le haut.
iv) Soit S, la surface orientée de genre g > 1, avec groupe fondamental

i=g
m1(Sy) = (a, ... ag,b1,. .. by | [ Jlai, bi]) .
=1

Alors le graphe de Cayley I x (G) se plonge naturellement dans le plan hyperbolique.
Soit Ay un polygone convexe de 4g cotés, avec angle 27/2g aux coins. Le groupe
engendré par las reflexiones dans les cotés de ce polygone contient 7 (S,) comme
sousgroupe d’indice 2.

Exercice: Entendre cet exemple.

Etant donné un generateur z dans X, et un sommet g € GG, il y a une aréte, et
une seule, avec origine g et étiquette x. Il y a aussi une unique aréte étiqueté = et
avec g comme sommet final. On peut le considérer comme une aréte avec origine g
étiqueté 271, Avec cette convention, pour chaque mot w € F(X), et chaque sommet
g € G, il y a un unique chemin dans I'x (G) avec origine g et étiquette w (noter
que w peut trés bien étre un mot non-réduit).

Si G est fini, ['x (G) est de diametre fini.

Lemme 4.2. Le graphe de Cayley I'x (G) est conneze par arcs si X engendre et
est locallement—fini si X est fini.

Un graphe, qui n’est qu'un complexe simplicial de dimension 1, a naturellement
associé un espace topologique, identifiant chaque aréte a intervalle [0, 1], et identifi-
ant les sommets initiaux et finaux 0 y 1 de l'intervalle, avec la topologie, on obtient
un espace topologique. Cette réalisation topologique du graphe devient un espace
métrique en assignant lingueur 1 a chaque aréte, et avec distance entre deux points
comme l'infinimum des longueurs des chemins entre les points. Noter que en gnérale
il y plusieurs géodesiques entre chaque paire de points.

Proposition 4.3. Le groupe G agit sur T'x (G) a gauche, par isométries, librement,
transitivement sur les sommets.
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Plus spécifiquement, si on note le sommet correspondant a 1’élément g € G par
s(g)-

Pour décrire I'action, écrire g o s(g’") = s(gg’).

Pour avoir une action sur I'x (G) notons que l'aréte e entre g’ et g’z s’envoit
naturallement & l’aréte entre gg’ et (gg’)x.

Si G est libre avec base X, alors I'x (G) est un arbre regulier d’ordre 2 | X | .

Changement de partie génératrice finie

Soient S, T deux parties génératrices finies pour G, S = {s1,...,8n}, T =
{t1,...,tn}.
Pour chaque i = 1,...,m, il y a w;(t1,...,t,) = s; dans G, et pour chaque
j=1,...,n,ilyavi(si,...,Sm).
Soient ¢ € G tq. g = s;...8, avec s; € S, alors g =
wil(tl,...,tn)wiz(tl,...,tn)...w% tl,...,tn).
Si k = max/lp(wg(ty,...,tn)) alors flp(g) < kls(g), et si k' =
max {5 (vq, (81,...,5n)) alors £5(g) < k'lr(g).
Donc tr(g)
T
L < Ls(g) < Ker(g)

et on a presque demontré qu'un changement de partie génératrice est une quasi-
isométrie. Il suffit de remarquer que les points sur les arétes sont a distance au plus
1 d’un sommet, et il faut ajouter une constante 1, pour finir la démonstration de:

Proposition 4.4. Soient S, T deux parties génératrices finies pour le groupe G.
L’identité sur les sommets induit une quasi-isométrie entre I's(G) et T'r(G).
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Définition 4.5. Soit X un espace métrique, G un groupe agissant sur X .

On dit que l’action est propre si pour tout v € X, et pour tout r € RT, on a
{9€G | Br(x)Ng-Br(x) #0} est fini.

Dans ce cas on a un métrigue induit sur G/X: d(G-z,G-y) =d(z,G -y), et la
projection p : X — X/G est continue.

Proposition 4.6. Soient Y un espace metrigue, localement connexe par arcs, sim-
plement connexe, G un groupe agissant sur'Y par isometries, librement et propre-
ment, ety €Y.

Alors p: Y — Y /G est un revétement universel, et G = m (Y /G, 7).
Exemples: Z™ agit sur E™

Lemme 4.7. Soit X espace métrique, connexe, localement connexe par arcs, xg €
X. 5t G agit sur X de facon propre et co—compacte par isométries, alors G est de

type fini.

Démonstration: X est connexe par arcs.
Prendre R > 0 tel que B3 et ses translatés par G couvre X (c’est a dire, X =
Ugec 9+ Brya(z)).

Soit A C G défini par A = {a | Br(zo) Na- Br(xzo) # 0}; cet ensemble est fini,
car ’action est propre.

On va montrer que A est une partie génératrice pour G.

Soit ¢ : [0,1] — X un chemin entre z( et g - xg.

Soit 0 =tp < t1 <to <--- <t =1 tels que d(c(t;),c(tit1) < R/3.

Par choix de R, il existe 1 = go, 91, ...,k = g tels que d(c(t;), gi - xo) < R/3. On
a alors d(g; - xo, gi+1(20)) < R, et il existe b; € A tels que g; - b; - ©g = gi+1 - To —
bi =i git1.

On voit bien que g = bgb; ... bg.

O

Définition 4.8. On dit que l'espace métrique X est un espace geodesique si pour
tout z,y € X, il existe un chemin ~y : [0,1] — X tel que v(0) = z,v(1) = y et
U(y) =d(z,y) ot b(y) =sup . d(v(s;),v(six1)), sur toutes les partitions 0 = sg <
s1 < -+ < sk =1 de lintervalle [0, 1].

Exemples: Une variété riemannienne et un graphe locallement fini. Milnor a
utilisé cette idée dans le contexte de variétés pour voir que le graphe de Cayley
modelise beaucoup de la géométrie de la variété.

Lemme 4.9. Lemme de Svarc—Milnor

Si X est un espace geodesique, et G est un groupe qui y agit de facon proprement et
par isometries, alors il existe une partie génératrice finie A pour G et lapplication
F4(G) — X, g — g-xo est une quasi—isométrie.

Démonstration: Dans la démostration du lemme precedent, on peut supposer que
la longueur du chemin ¢ est au plus d(zg, g-xo)+1, alors k < dx (o, g-xo)+1)% +1
Donc, da(1,9) < dx(zo,9 - zo) + 1)% +1.
Sig=ajay...a, avec k minimal, c’est a dire k = d4(1, g), alors
dx(zg,a1as ...anx0) < d(xg,a1-xg)+d(ay - - xg,a1a2:xg) ...dx(ar1as ... apn_1-Tp,a1a2 ... Ay Tq)

et posant C' = maxgea dx (zo,a - p), on a dx(xg,g - x9) < C.da(l,9).
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On a établi alors que
1 3
dx(xo,9 - 900)5 <da(l,9) < dx(xo,9 - x0) + 1)}—% +1.

O

Si 'on a un point qui a une orbite ou l'action est libre, alors on peut prendre
cette orbite comme les sommets d'un graphe de Cayley pour le groupe.

Le travail de Milnor: B

Croissance: Soit V' une variété riemannienne, V' son revétement universelle.
Décrire la function f(n) = vol(B,) (on regarde volume dans V) est—elle poly-
nomial en n? exponentielle en n? La quasi—isométrie permet d’étudier la croissance
du groupe.
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Rappel: pour tout sousgroupe K de 71 (X, xg), il existe un revétement p : X K —

X tel que p.(m1(Xk,Z)) = K pour un bon choix de Z.
Si de plus K est distingué, mI((X) opere sur X.
Une fois qu’on a F,, comme le m; d’un bouquet de n cercles avec un point

commun, on voit les autres groupes libres comme sous—groupes:

Démonstration: Les revetements existent pour tout sousgroupe quand l’espace X
est assez gentil.

Considérer pour chaque y € X l’ensemble des chemins ~ : ([0,1],0,1) —
(X, z0,y), et leurs classes d’homotopie relative aux bouts: c’est a dire v =
s’il existe

H:[0,1] x [0,1] = X t.q.:

e H(t,0) =~(t) H(t,1) =+'(t) pour tout t;

e H(0,s) =x9 H(l,s) =y pour tout s;

e [v-4'] € K comme lacet dans m (X, zo).

Poser X comme lensemble des classes d’équivalence des chemins.

Il y a une application naturelle p : X — X p([]) = p(1).

Il y a aussi une topologie: on veut relever les petits voisinages: soit U un voisinage
de y qui est conexe par arcs, donc pour tout z € U on a un arc a dans U de y a z,
de telle fagn qu’on a 7 - @« comme chemin de x( jusqu’a z.

Ly

Pour l'unicité, il faut que la classe de homotopie de « (rel bouts) est unique.
Donc la condition de semi-localement simplement connexe: pour tout ouvert
V et tout y € V, il existe un ouvert U t.q. y € U C V et tout lacet dans U est
null-homotope dans X. Noter qu’on n’a pas besoin que la null-homotopie soit dans
U.... la class d’équivalence de de 7 - a est caculé dans X apres tout.

Le boucle d’oreille de Hawaii n’est pas semi loc simp conn.

Donc topologie sur X : comme base de la topologie prendre tout les ouverts qui
sont simplement connexe dans X.

On voit que de tels voisinages se relevent par homeomorphisme, et on a un
revétement.
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Pour le detalle, le chemin «y se releve par v(t) — F(t) = [y : [0,1] — s — (st)].
On voit que, quand 7 est un lacet, 4 est un lacet si et seulement si dans m (X, z¢),

la classe de homotopie de v est dans K
OJ

k sommets

Euler-Poincaré dit : x(X) =1 —n et x(Xg) = k — kn = ky(X).

Proposition 4.10. Soit F' un groupe libre de type fini. Un sous—groupe N distingué
est d’indice finie si et seulement si N est de type fini.

Démonstration: Si N est d’indice finie, alors il est de type fini....on peut aussi voir
que le revétement associé est un revétement fini, donc un graphe fini, dont le groupe
fondamental est visiblement de type fini.

Maintenant supposons que N est de type fini, et soit v un sommet du graphe du
revétement Xy. S'il n’y a pas 2n débuts d’arétes au sommet v, alors soit x;¢ une
qui manque. Soit w un mot qui est I'etiquette d’un lacet qui commence a v — qui
ne commence pas x;€ et ne finit pas x; €. Soit v un mot sur un chemin du point de
base jusqu’au sommet v.

Alors ywy™! € N, et comme N est distingué, y;*y =1 (ywy~)yz; =<y~1 € N,
et donc yz;wz; ~¢y~! € N, contredisant le fait qu’il n’y a pas d’aréte z;¢ A v. [

Théoreme 4.11. Marshall Hall
Soit F' un groupe libre, w € F.
Il existe un sous—groupe F' d’indice finie dans F tel que w est un générateur

libre de F'.

Démonstration: Suivant une idée de Stallings : renumerotez les indices, t.q. F' =
(1,22, ..., Tn) * (Tpi1,...) t.q. w € (x1,Ta,...,2,). Il suffit alors de montrer le
théoreme pour les groupes libres de type fini.

Faisant un exemple : w = aba?b~'a® € (a,b)

Ecrire le mot w sur un graphe en forme de cercle, et ensuite ajouter des arétes
pour obtenir un graphe regulier qui est un revétement du graphe du bouquet de n

cercles. Le mot w peut alors etre inclus dans une base pour le groupe fondamental.
O
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abab ‘a’b?

FiGure 1. Completer le graphe pour le rendre regulier et donc un revétement

En fait Stallings décrit une méthode pour trouver une base pour un sous—groupe
de type fini d’un groupe libre.

Soit B = {wy,wa,...,wx} C F = {(ay,...,ay,), et considérer le sous—groupe (B)
engendré par B. On a dit que ce sous—groupe est libre: comment trouver une base?
Nielsen a demontré qu'un algorithme existe pour trouver une base.

La version de Stallings:

exemple: {ab™!, a®b™1} (on pourrait aussi ajouter I’élément abab par exemple.

Ecrire les mots sur des cercles qui ont un sommet en commun. Quand deux arétes
sort d’'un méme sommet avec méme ettiquete, on identifie les arétes, et les sommets
terminaux. Méme chose pour les arétes qui entre dans un méme sommet avec méme
etiquette. Continuer a faire ceci jusqua ce qu’il est impossible.

On finit avec un graphe fini, dont le groupe fondamental, avec les etiquettes, est
(B). Donc il suffit de prendre un arbre maximal dans le graphe et on obtient une
base pour (B).

On peut aussi completer ce graphe a un graphe regulier comme avant pour
montrer que F contient un sous—groupe F’ fini de la forme F' = (B) « U.

On peut aussi trouver un graphe pour trouver une base pour (B) N (B’).
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5. LES GROUPES HYPERBOLIQUES

Définition 5.1. Soit G un groupe et X un ensmble de generateurs de G (il y a un
homomorphisme surjective unique ¢ : F(X) — G.) Le graphe de Cayley de G par
rapport a X , denoté U'x(G) a

un sommet g pour chaque élément g € G;

pour chaque © € X et chaque g € G, il y a une aréte orientée et etiquetée x,
d’origine (le sommet) g et terminale go(z).

exemple:
i) Le groupe (additif) Z engendré par 1 donne comme graphe de Cayley le droite
R composé d’'un sommet pour chaque élément de Z et un aréte de n a n + 1 pour
chaque n € Z.
ii) Si on prends comme partie génératrice les éléments 3,5 le graphe est plus com-
pliqué.
iii) Le groupe Z x Z engendré par x = (1,0) et y = (0,1) donne un graphe qu’on
peut visualiser comme le reseau standard dans R x R, avec les arétes horizantales
etiquetées x et orientées vers le droite, et les arétes verticales etiquetées y et orientées
vers le haut.
iv) Soit S, le surface orientable de genre g > 1, avec groupe fondamentale

1=g
m1(Sg) = (a1, ..., ag,b1, ..., by | [ Jlai, bi]) .
=1

Alors le graphe de Cayley I'x (G) se plonge naturellement dans le plan hyperbolique.
Soit A, un polygone convexe de 4g coOtés, avec angle 27/2¢g aux coins. Le groupe
engendré par les reflections dans les cotés de ce polygone contient 7 (.S,;) comme
sousgroupe d’indice 2.

Exercice: Comprendre cet exemple.

Donné un générateur x dans X, et un sommet g € G, il y a une, et une seule,
aréte avec origine g, etiqueté x. Il y a aussi une, et une seule, aréte avec etiquete
x avec g comme sommet terminale. Cette derniere on peut la penser comme aréte
avec origine g, et etiquete x 1. Avec cette convention, donné un mot w € F(X), et
un sommet g € G, il y a un, et un seul chemin dans I'x (G) avec origine g, etiqueté
w.

Lemme 5.2. Le graphe de Cayley I'x (G) est connexe par arcs.
11 est locallement—fini si X est fini.

Définition 5.3. Le graphe de Cayley devient un espace métrique si on donne
longeur 1 a chaque aréte, et la distance entre deux somets x,y est la longeur min-
imale d’un chemin qui les relient Un tel chemin s’appelle un géodésique, et on le
note [x,y|. Attention: en générale il y a plus qu’un géodésique entre des paires des
points.

Le groupe G agit sur I'x (G):

pour essayer d’étre claire, notons le sommet aqui correspond a ’élément g € G
par s(g) (‘sommet de g).

Pour décrire I'action on définit

gos(g') = s(gg’). Pour que ca soit une action sur I'x (G) il faut noter que 'aréte
e entre ¢’ et g'x est envoyé naturellement a 'aréte entre gg’ et (gg’)x.
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Exercice: Montrer que cette action est par isometries.

Définition 5.4. Trois arcs géodésique [x,y|, |y,z] et [x,z] forment un triangle
géodésique.

Un triangle est géodésique si d—mince si chaque coté se trouve dans un 6—
voisinage des deux autres: c’est a dire:

[x,y] C N5([y7z] U [:L‘,Z]) [yvz] - N(S([Ivy] U [wvz]) et [xvz] - N5([.’L’,y] U [y,Z]),
ot N,.(Q) denote le r—voisinage du sousensemble Q.

Le graphe I'x(G) est j—hyperbolique si tout triangle géodésique est
d—mince.

Quelques autre définitions qui sont équivalents: bigskip

Définition 5.5. Soit xyz un triangle géodésique. Soient x’ € [y, 2|,y € [x,2],2' €
[x,y] des sommets. Le minsize du triangle est

minsize(zyz) = inf diam{z'y", 2’} = inf max{ d(2’,y),d(y’,2"),d(z',2")} ,

ot on prend linf sur tout triplet de points sur les trois cotés.
Si tout triangle géodésique est d—mince, alors tout triangle géodésique a
minsize < 26.

Une autre definition passe par les applications sur les tripodes.

Définition 5.6. Soit xyz un triangle géodésique dans T x (G).

Soit A" = 2'y'2" un triangle dans le plan euclidien dont les cotés ont les longeurs
corresponent aux longeurs des cotés de A = xyz. Soit S le cercle inscrit de A'. On
ecrasant ce cercle, on obtient une application de A’ sur un tripode, et composant
avec 'application naturelle de A sur A’, on obtient une application tao de A sur
son tripode.

Un triangle géodésique est d—fin si l'application sur les tripodes a des fibres de
diametre au plus 6.

Noter que si un triangle est 0—fin, il est )—mince.

Proposition 5.7. Dans un graphe ou tous les triangles sont d—minces, ils sont
aussi sont 40—fins.

Proposition 5.8. Un groupe hyperbolique a une présentation finie, et le probléme
des mots est résoluble.

On peut mettre une ‘foliation’ sur un triangle géodésique.

Corollaire 5.9. Il n’y a qu’ un nombre fini de classes de conjugation d’éléments
d’ordre finie.

Pour a € G, il existe une constante C, telle que les géodésiques pour les puis-
sances a* se trouvent dans une C, voisinage de l’ensemble des sommets {a™}.

Proposition 5.10. Un groupe hyperbolique n’a pas de sousgroupe Z X Z.

Définition 5.11. Soit (X | R) une présentation finie du groupe G. Soit w € F(X)
un mot réduit tel que W =g 1, c’est a dire, w € gpp(R). Il existe alors des mots
pi € F(X), et des éléments r; € R, et ¢, = +1 tels ques

N
w = H piriipst dans F(X).
i=1
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S’il y a une constante K telle que pour tout tel w, il y a un de ces produits avec N <
Kl(w), on dit que G satisfait une inégalité isopérimétrique linéaire. En générale,
sl y a une application f : N — R telle que N < f(l(w)), on dit que f est une
application isopérimétrique pour la présentation.

Le resultat étonnant de Gromov est:

Théoreme 5.12. Un groupe est hyperbolique si et seulement si il satisfait un
imégalité isopérimétrique linéaire.
Exercice difficile: un groupe hyperbolique a un algorithme de Dehn.

Proposition 5.13. Dans un groupe hyperbolique le probléme des mots est résoluble.
Dans un groupe hyperbolique le probleme de conjugation est résoluble.

Définition 5.14. Quasi—isométries et quasi—géodésiques

Soient A > 1 est € > 0 des constantes, et X,Y des espaces métriques.

Une application f : X — Y est une (A, €)—quasi—isométrie si pour tout paire de
points x,z' € X on a

%d(f(w), f@) — e <dx(2,2") < My (f(2), f(2')) + €.

S’il existe aussi une une constante C' telle que pour chaque y € Y, il existe un
sommet x(y) de Y tel que d(f(z(y)),y) < C (si f est ‘presque surjective’) alors on
dit que X et'Y sont quasi—isométriques.

Un chemin « : [a,b] — I's(G) est un (X, €)—quasigeodesic such that for all points
t,t" € la, b

%d(a(t), a(t)) — € < |t — #| < M(a(t), a(t)) + c.

Il est tres important de noter qu'une quasi—isométrie peut tres bien ne pas étre
continue:
Exemple essentielle: 'application f : R — Z ou f(r) = [r] (la partie entiere) est
une (1, 1)—quasi-isométrie. L’inclusion de Z dans R est une (1, 0)-quasi-isométrie.

Proposition 5.15. Si les ensembles finis X et'Y sont des parties génératrices pour
G, alors les graphes I'x (G) et I'y (G) sont quasi—isométriques.

Proposition 5.16. Un quasi—géodésique est proche a tout géodésique reliant les
points terminaur.

Théoreme 5.17. Etre hyperbolique est indépendant de la présentation finie choisie.

Lemme 5.18. Supposons que I'x (G) est §—hyperbolique.
Soit g € G minimal dans sa classe de conjugaison et de longeur au moins 26+ 1.
Alors £(g™) > n et tout géodésique representant une puissance g" est contenu
dans une 30—voisinage de ’ensemble {g* | i > 0}.

Corollaire 5.19. Pour chaque g € G, il existe une constante k > 0 tel que tout
géodésique pour g* se trouve dans une k-voisinage de l’ensemble {g* | i > 0}.

Corollaire 5.20. Soit a € G un élément d’ordre infini.
Si b € G commute avec a, alors il existe p,q > 0 avec ¢ # 0 t.q. aP = b1.
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Soit G un groupe uniformement d—hyperbolique.

Proposition 5.21. Un 49—géodésique local u est a distance au plus 30 du géodésique
v correspondant.

Lemme 5.22. Sir, s sont a distance 26 du fin de u,v, alors d(r,s) < 9.

Démonstration: Si les deux sont de longueur au plus 46, c’est vrai.
Supposant vrai pour tout 46 géodésique local u t.q. £(u) < N.
Soit u t.q. N < l(u) < N + 46.

s 29
v

Soit P le point sur u a distance 40 de la fin: alors d(P,r) = 2§ et choisir ¢
sur u a distance 26 avant P, t le point sur le géodésique a P a distance 26. Donc
d(t,q) < ¢ [ar hypothese de recurrence. Dans le triangle géodésique, si d(t,r) < §
on a d(q,r) < 26, contredisant la condition de 4§ géodésique local. Donc t est a
distance < § du géodésique v, et d(r,s) < 0. O

Maintenant on montre la proposition:

Soit z un point sur le géodésique local u a distance plus que 20 des buts, et soient
a, b points sur u a distance 2§ de u, de chaque coté. Soient v; ( v2) un géodésique
entre 1 (resp. U) et z.

Par le lemme, a et b sont & distance au plus ¢ des points a’,b" sur vi et vq, &
distance 20 de z. Si d(a’,b") < § alors d(a,b) < 30, contre le fait que nous avons un
44 géodésique local. Donc a’ et b’ sont a distance au plus ¢ de v, et 2z est a distance
au plus 36 de v.

Théoreme 5.23. G possede une presentation de Dehn: c’est a dire: soit R
lensemble de relations de longueur < 86 dans les générateurs X. Si w € F(X)
et w =1 dans G, alors soit w est le mot vide, soit il existe un relation r € R,
r=riry avec £(r1) < £(rqy) < 49, et w = wirsws comme mot réduit dans F(X).
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Démonstration: Un mot w non-trivial devient un mot 44 géodésique local quand
on remplace les sousmots type ry par des sousmots de type 7, 1 Un 46 géodésique
qui sort de la boule de rayon 36 ne revient pas au point 1, et donc represente un
élément non—trivial du groupe. 0

Proposition 5.24. Le langage des géodésiques est rationel.

Démonstration:
A=XUuX ' =A={a1,...,a,}
avec ag = €.

Soit By (1) la boule de rayon k dans I'x (G).

On trouve un automate qui n’accepte que les mots géodésiques:

L’ensemble d’états est la collection de tous les sous—ensembles de By(1), ainsi
qu’un état non—accepte V.

L’état initial est {1}.

Pour = € A, poser pour la fonction changement d’état:

7(S,x) =NsiTE€S.

Sinon, poser 7(S,x) = {z7lga | g € S,a € AU {ap}} N Bi(1). L’idée est que
I’ensemble S est I’ensemble de sommets du graphe de Cayley qui sont atteignable
par un géodésique qui fini a coté du géodésique étudié.

Tous les états sont des états acceptant, sauf N, et I’élément neutre 1 est dans
tous les états (sauf N).

Soit L le langage de cet automate.

T 1gb

Assertion 1 Aucun mot géodesique n’est rejeté

Soit w = 71 ...x, un mot rejeté.
Soit S; I'état de I’automate apres avoir lu les j premiers lettres de w.
Supposer que S,,, # N = Sp,4+1. Alors 41 € Sy

Mais ceci implique qu’on a by, ..., by, € AU {ag} tels que z,' ... 27 by ... by =
Tm41. Donec x1 ... xy+1 N’est pas géodesique, et w non plus.
Assertion 2 Tout mot accepté est géodesique.

Montrons par récurrence.

Le mot vide est accepté, et tous les mots de longueur 1 (sauf si un générateur
est égal a 1 dans G.

Hypothese de récurrence: Pour tout mot accepé, tout segment initial de longueur
< n est géodésique.

Soit w = way € L avec £(v) = n—1 et a € A. Supposer que va n’est pas
géodésique.

Il existe alors v’ € L tel que va = v/, et £(v') < £(va) = n. De plus, comme v
est geodesic, £(v') =n —1 ou £(v') = n — 2. Comme v et v' sont uniformement k
proches, pour chaque ¢t on a v(t)~!v'(t) € By(t).
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Sil(v') = ¢(v) = n—1, alors @ est dans 1’état (le sous—ensemble de By (1)) atteint
apres avoir lu les n — 1 premiers lettres de v, et donc le mot w n’est pas accepté.

Si £(v') =n —2, alors v € Br(1), et g = v, *ov!, o € Br(1). et g € S,,_o, I'état
de 'automate apres avoir lu les premiers n — 2 lettres de v. Soit b le dernier lettre

de v: donc g = v, 0!, = ba(a"'v™™’) = ba. Comme I’automate accepte le mot

va, b~1ga—1 = 1 est dans ’état suivant S,,_1. Donc b—lgay = @ est aussi dans 1’état
Sn_1, et w n’est pas accepté.
[

Théoreme 5.25. Dans un groupe hyperbolique le probleme de conjugaison est
résoluble.

Définition 5.26. Soit (X | R) une présentation finie. Soit R est fermé pour
les inverses et les conjugées cycliques (c’est a dire, r € R, alors r~' € RC et
r*l = uv = wvu e RY).

Un mot p € F(X) est un morceau si 3r1,ro € RY, ry # ro dans F(X), et
r1 = pri’,re = pro’ (comme des mots réduits dans F(X)).

On dit que la présentation satisfait la condition (de petite simplification) C’(%) si
pour tout morceau p et toute relation T qui commence avec le mot p, on a lx(p) <

lx(r)/n.

Exemple : Dans (a,b | a?, %) il n’y pas de morceau.
Dans (a,b | aba?b>a*b®), a, ab, aba, a®b® sont exemples de morceaux.
Groupes des surfaces:
{a,b,c,d | aba='b~tede=td~1) les uniques morceaux sont les lettres et leurs inverses.
(a,b,c,d,e, f||a,bllc,d][e, f]) égale.
Noter que C(+) = C(7+7) pour tout n > 1.

Proposition 5.27. Sea (X | R) une présentation finie qui satisfait la condition
C(3). Alors la presentation (X | RY) est une présentation de Dehn — c’est a dire,
tout mot non—vide qui est égal a 1 dans le groupe contient plus que la moitié d’une
relation.

Le groupe présenté est alors hyperbolique.
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