Chapter 7

Produits d’espaces mesurés

7.1 Motivation

Au chapitre 1, on a introduit la mesure de Lebesgue sur la tribu des boréliens de R (notée B(R)), ce
qui nous a permis d’exprimer la notion de longueur d’une partie (borélienne) de R. On peut se poser
la question de savoir s'il existe une mesure sur une tribu convenable de R? qui exprimerait la notion de
surface (et une mesure sur une tribu convenable de R® qui exprimerait la notion de volume. .. ).

La question est donc : existe-t-il une mesure Az sur une tribu de R? contenant B(R) x B(R), vérifiant :
A2(A x B) = A(A)A(B), YA,B € B(R) ? (7.1)

La tribu T3, sur laquelle on veut définir \a, doit donc contenir B(R) x B(R). On remarque tout d’abord
que B(R) x B(R) = {A x B, A € B(R), B € B(R)} n’est pas une tribu. En effet, B(R) x B(R) n’est pas
stable par passage au complémentaire ni par union (par contre, B(R) x B(R) est stable par intersection
dénombrable). On définit alors 75 comme la tribu engendrée par B(R) x B(R), qu’on note B(R) ® B(R).

On cherche alors une mesure Ay : To — R t.q. Aa(A x B) = A(A)A(B) pour tout 4, B € B(R). On
peut montrer I'existence et I'unicité de la mesure Ay (voir le théoréme 7.1). On peut aussi montrer que
la tribu T% est la tribu borélienne sur R2, c’est-a-dire la tribu engendrée par les ouverts de R? (voir la
proposition 7.1).

Une autre question qu’on abordera dans ce chapitre concerne l'intégration des fonctions a plusieurs
variables. Considérons par exemple une fonction f définie de R? dans R. Sous quelles hypotheses (faciles
a vérifier. ..) peut-on écrire :

/(/f(xvy)dy>dﬂc=/(/f(x,y)dx)dy ? (7.2)

Une réponse a cette question est apportée par le théoreme de Fubini, que nous verrons dans ce chapitre.

On introduira aussi le produit de convolution de deux fonctions, qui sera utile, par exemple, pour démon-
trer des théoremes de densité. Mais la convolution est un notion utile pour beaucoup d’autres raisons
(elle est utile, par exemple, en théorie du signal).
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7.2 Mesure produit

On rappelle ici qu'un espace mesuré (E,T,m) est o-fini (on dit aussi que m est o-finie) si il existe une
famille (Ap)neny C T t.q. E = UpenAy et m(A,) < 400, pour tout n € N. L’espace mesuré (R, B(R), \)
est o-fini (prendre, par exemple, A,, = [-n,n]). Il existe, par contre, des mesures non finies. L’exemple
le plus simple sur (R, B(R)) consiste & prendre m(A) = oo pour tout A € B(R), A # (). Un exemple plus
intéressant (intervenant pour certains problémes) consiste & se donner un borélien non vide B de R (B
peut étre, par exemple, réduit & un point) et a définir mp par mp(A) =cosi A € B(R) et ANB # et
mp(A)=0si Ae BR)et ANB = 0.

Définition 7.1 (Tribu produit) Soient (E1,T1) et (Eo,T3) des espaces mesurables. On pose E =
Ey X Ey. On appelle tribu produit la tribu sur E engendrée par Ty x To = {A1 X Ag, A1 € Th, As € Th}.
Cette tribu produit est notée Ty ® Ts.

Un exemple fondamental est (E1,71) = (E2,T2) = (R, B(R)). On va montrer que, dans ce cas, B(R) ®
B(R) = B(R?).

Proposition 7.1 (Tribu B(RY))
Pour tout N > 2, on a B(RN™1) ® B(R) = B(R").

DEMONSTRATION : La démonstration est faite pour N = 2 dans l'exercice 2.6 (corrigé 14). Elle s’adapte
facilement pour traiter aussi le cas N > 2 (exercice 7.1). n

Théoréme 7.1 (Mesure produit)
Soient (E1,T1,my) et (Fa,To, ma) deux espaces mesurés o-finis, E = E1 x By et T =T, ® Ty. Alors, il
eziste une et une seule mesure m sur T vérifiant :

m(A; X Ay) =mq(A1)ma(As) pour tout Ay € Ty, et As € Ty t.q. m1(A41) < 0o et m(Az) < oo. (7.3)
Cette mesure est notée m = my ® mo. De plus, m est o-finie.

DEMONSTRATION :
Existence de m. On va construire une mesure m sur 7' vérifiant (7.3).

Soit A € T. On va montrer, a I’étape 1, que, pour tout 1 € Ey, on a 14(21,) € M (Es,T2). On pourra
donc poser fa(z1) = [1a(z1, )dma, pour tout 1 € Ey. L’application f4 sera donc une application de
E; dans R;. On va montrer, & Pétape 2, que fa € M, (E;,T1). On posera alors m(A) = J fadm.
Enfin, il restera & 1’étape 3 & montrer que m est bien une mesure vérifiant (7.3) et que m est o-finie.

Etape 1. Pour A € P(E) et x1 € Eq, on note S(x1, A) = {x2 € Ea; (x1,22) € A} C Es, de sorte que
La(x1,) = Ls(a,,4)-

Soit 1 € Ey. On pose © = {A € P(E); S(z1,A) € Tz}

On remarque tout d’abord que © D T} x Ty. En effet, si A = Ay x Ay avec Ay € T et Ay € Ty, on a
S(x1,A) = As €Ty sizy € Ay et S(z1,A) =0 €Ty siz & Ar.

On remarque ensuite que © est une tribu. En effet :

o ) €O car S(z1,0) =0 € Ty,
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e O est stable par passage au complémentaire. En effet :

S(x1, A% = (S(x1,A))¢ (Cest-a-dire S(x1, E\ A) = E3 \ S(z1,A)). On a donc S(x1, A°) € Ty si
A € O, ce qui prouve que A€ € O.

e O est stable par union dénombrable. Il suffit de remarquer que :
S($1, Un€NA(n)) = UnENS(‘rlv A(n)) S T2 si (A(n))nGN C 0.

O est donc une tribu contenant 7; x Ts, ceci prouve que O contient 73 ® 7o = T'. On a donc S(z1, 4) € T
pour tout A € T.

Pour tout A € T, on peut donc définir une application f4 : E; — Ry en posant :
falxy) =ma(S(x1,A)) = /1S(z1,A)dm2 = /1A(x1,-)dm2 € R., pour tout z; € Ej. (7.4)

Etape 2. Dans cette étape, on démontre que f4 € M (E1,T1) pour tout A € T. Cette étape est plus
difficile que la précédente.

Onnote X ={A€T; fa € M (E1,T1)} et on va montrer que ¥ O T et donc que ¥ =T.

On suppose d’abord que mo est finie.

11 est facile de voir que ¥ contient Ty x Ts. En effet, si A = A; X Ay avec A1 € Ty et Ay € Ty, on a alors
fA = mg(Ag)].Al S 8+(E17T1) C M+(E1,T1).

On note maintenant A 1’ensemble des réunions finies disjointes d’éléments de Ty x Ty (A s’appelle 1'algebre
engendrée par 17 x Ty, voir l'exercice 7.2). Si A € A, il existe donc (A(p))pzlﬁ_w" c Ty xTy tq.
AP NAD = sip£qget A= U;}ZIA(”). On a alors fa(z1) = ma(S(z1,4)) =30, ma(S(x1, AP)) =
Z;zl faw € My(Ey,T) car AP e Ty x Ty € 3. On a donc A C X

On montre maintenant que 3 est une classe monotone, c’est-a-dire que :
(AM)en 2, A™ c AP D vyp e N= Upend™ € 3 (7.5)

et
(A™)en € 2, AM™ 5 AP+ vy € N = n,end™ € 3. (7.6)

Pour montrer (7.5), soit (A™),en € = t.q. AM™ C A+ pour tout n € N. On pose A = U,enA™.
Soit #; € Fy. On a alors (S(z1, A™)),en C Ty (par Pétape 1, car & C T), S(x1, A™) C S(xy, AHD)
pour tout n € N et S(z1,UpenA™) = UpenS(z1,A™). On en déduit, par continuité croissante de
ma, que ma(S(z1,A)) = sup, ey ma(S(z1, A™)) et donc que f4 = sup,cy fam. Ce qui prouve que
fa € My (E1,T1) car fam) € My (E1,Ty) pour tout n € N. On a donc A = U,enA™ € X.

La démonstration de (7.6) est similaire, il faut utiliser la continuité décroissante de mqy au lieu de la
continuité croissante. C’est pour utiliser la continuité décroissante de mo qu’on a besoin de mq finie.

On a ainsi montré que ¥ est une classe monotone contenant 1’algebre A. On peut en déduire, cela fait
lobjet de l'exercice 2.13 (corrigé 18), que X contient la tribu engendrée par A et donc aussi la tribu
engendrée par Ty x Ty (car Ty x Ty C A), c’est-a-dire que ¥ contient 7' = T; ® To. On a bien montré,
finalement, que ¥ =T

Il reste maintenant a montrer que > = T sans 'hypothese mso finie. Comme msy est o-finie, on peut
construire une suite (F,)pen C 1o t.q. F, C Fu41 et mo(F),) < oo pour tout n € N. Pour n € N, on

(n) (n)
2

définit alors la mesure my ~ par mé")(AQ) = mg(A2 N F,) pour tout Ay € Th. La mesure m, ~ est finie,
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I’étape 1 et la premiére partie de ’étape 2 donne donc que, pour tout A € T, fg") € M (Ey,T1) on 51")
est définie par 7.4 avec mén) au lieu de mg (c’est-a-dire fﬁxn)(ml) = mén)(S(xl,A)) pour tout z; € Ey).
On conclut alors en remarquant que fgn) 1 fa quand n — oo, ce qui donne que f4 € M, (E1,Th).

On a donc montré que fa € M (E;,T1) pour tout A € T. Ceci nous permet de définir m : T — Ry
par :

m(A) = /fAdml, pour tout A € T. (7.7

Etape 3. Dans cette étape, on montre que m, définie par (7.7), est une mesure sur 7' et que m vérifie
(7.3) et est o-finie.

On montre d’abord que m est bien une mesure sur 7" :
1. m(0) = 0 car fy(x1) = ma(S(z1,0)) = ma(d) = 0.

2. (o-additivité de m) Soit (A™),en € T t.q. AP N A = sin #m. On pose A = U,enA™.
Pour z; € Fh,on a:

S(x1,A) = UpenS(z1, A™) et Sz, A™) N S(z1, A™) =0 sin #m.

La o-additivité de my donne alors my(S(x1,4)) = >, oy my(S(z1, AM)), cest-a-dire fa(z;) =
> nen fam (z1). Le premier corollaire du théoréme de convergence monotone (corollaire 4.1) donne

alors:
m(4) = /fAdml = Z/fA(n)dml = Zm(A(”)),

neN neN

ce qui donne la o-additivité de m.

On montre maintenant que m vérifie (7.3). Soient A; € T1 et Ay € Th t.q. my(A41) < 0o et m(As) < oc.
On pose A= A; x As. On a alors f4 = ma(As)1a, et donc m(A) = [ fadmy = ma(A2)my(41).

Il reste a vérifier que m est o-finie. Comme m4 et my sont o-finies, il existe (BYZ))HEN Cc T et (Bén))neN C
T t.q. Ey = UneNBin), Ey = UneNBén) et, pour tout n € N, ml(Bgn)) < oo et mg(Bén)) < 00.
Pour (n,m) € N2, on pose Cp . = B%") X B§m>, de sorte que E = U myen2Cnm et m(Cpom) =

m1(B™) x my(B{™) < 0o. Comme N2 est dénombrable, on en déduit que m est o-finie.

Unicité de m.

La partie “existence” de la démonstration donne une mesure m sur 7" vérifiant (7.3). La partie “unicité”
du théoreme peut se montrer avec la proposition 2.5, nous développons cette méthode ci-apres, ou avec
le lemme des classes monotones (exercice 2.13) comme cela est expliqué dans la remarque 7.1.

Soit m et 1 deux mesures sur 7" vérifiant (7.3). Pour montrer que m = p, on va apliquer la proposition 2.5.

On pose :
C= {A1 X Ag, Ay € Ty, Ay €Ty, ml(Al) < 00, mg(Az) < OO}

Comme m et my sont o—finies, il est facile de montrer que tout élément de 77 X 715 est une réunion
dénombrable d’éléments de C. On en déduit que C engendre T'. 1l est clair que C est stable par intersection
finie et, par (7.3), on a m = p sur C. Puis, comme m; et my sont o—finies, il existe deux suites
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(E1n)neny C Th et (B2p)nen C T d’éléments de Ty et Th, disjoints deux a deux et t.q. E1 = UpenFi n,
Ey = UpenE2pn et mi(E; ) < oo pour tout ¢ € {1,2} et tout n € N. Pour n,m € N, on pose F,, ,,, =
Ey p X Ey . La famille (F), 1 )n,men est une famille dénombrable déléments de C, disjoints deux & deux et
t.q. E = UpmenFnm et m(Epym) = mi(Ey n)mae(Er ;) < 0o. On peut alors utiliser la Proposition 2.5.
Elle donne m = p sur T' et termine la démonstration du théoreme. n

Remarque 7.1 Comme cela a été dit, un autre moyen de montrer la partie “unicité” du théoréeme
précédent est d’utiliser le lemme des classes monotones (exercice 2.13). Supposons tout d’abord que my
et mq sont finies. On a alors (par (7.3)) :

m(E) = u(E) = my(E1)ma(E2) < .

La condition (7.3) donne également que m = p sur 73 X T5. On a alors aussi m = p sur 'algébre engendrée
par T1 x Ty, notée A (cette algebre a été définie dans la partie “existence” de la démonstration). En effet,
si A € A, il existe (A(p))pzlw.’n CTixTyt.q APNAD =0sip *qget A= U;leA(p). On a alors, par
additivité de m et p, m(A) =3, ym(AM) =3 w(AM)Y) = p(A).

On pose maintenant ¥ = {4 € T; m(A) = p(A)}. On vient de montrer que ¥ D A. 1l est d’autre
part facile de voir que ¥ est une classe monotone. En effet, les propriétés de continuité croissante et de
continuité décroissante appliquées & m et p permettent facilement de vérifier (7.5) et (7.6) (on utilise
ici, pour montrer (7.6), que m et u sont des mesures finies). Comme dans la partie “existence” de
la démonstration, I'exercice 2.13 donne alors que ¥ contient la tribu engendrée par A et donc que X
contient T'=T; ® T». Ce qui donne ¥ =T et donc m = p.

Dans le cas ott m; et ms ne sont pas finies, mais o-finies, il existe (BYL))%N Cc Ty et (Bé"))neN c Ty
t.q. By = uneNB§”), Ey = UneNBén) et, pour tout n € N, ml(BYl)) < o0 et mg(Bén)) < oco. On peut
également supposer que B%") C BYLH) et Bén) C Bé"'H) pour tout n € N (il suffit, par exemple, de
remplager Bgm par U’]’)LZOng )). Par un raisonnement analogue a celui fait dans le cas ot m; et my sont

finies, on peut montrer que m = p sur {A € T; A C B%n) X Bén)}. On conclut alors, en utilisant la
propriété de continuité croissante, que m = p sur 7. [

Remarque 7.2 Dans le théoréme précédente (théoreme 7.1), on peut aussi remarquer que :

1. m(A; x A2) = m1(A1)ma(As) = co si Ay € Ty et Ag € Ty avec m1(A1) # 0 et m(Asz) = oo (ou
avec m(A;) = oo et ma(A4s) # 0),

2. m(A; x A2) =0si A; € Ty et Ay € Ty avec my(Ay) = 0 et m(As) = oo (ou avec my(A;) = 0o et
mQ(AQ) = 0)

En effet, on suppose par exemple que mji(A;) = 0 et m(Az) = co. Comme my est o-finie, on peut
construire une suite (F,)pen C T t.q. F, C Fy41 et mo(F,) < oo pour tout n € N. On a alors, par
continuité croissante de m, m(A; x Az) = lim,, oo m(A; X (A2NF,)) = limy, 00 m1(A1)ma(42NF,) =0
(on a d’ailleurs aussi ma(A2 N F,) T 0o, ce qui permet de conclure si 0 < my(A4;) < oo que m(A; x Ag) =
00). Les autres cas se traitent de maniére analogue.

Définition 7.2 (Espace produit)
L’espace (E,T,m), construit dans le théoréme 7.1, s’appelle l'espace (mesuré) produit des espaces (E1,Ty,
ml) et (E27T27TTL2)‘

Un exemple fondamental d’espace produit est 'espace (R, B(RY), \x) pour N > 2 que nous verrons
dans la section 7.4.
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7.3 Théorémes de Fubini-Tonelli et Fubini

Théoréme 7.2 (Fubini-Tonelli) Soient (E1,T1,my) et (Fa,To,m2) des espaces mesurés o-finis. On
note (E,T,m) lespace produit (donc, T =Ty @ Ty et m = m; @ ma). Soit f : E — R4 une fonction
mesurable positive (i.e. T-mesurable positive). Alors :

1. f(x1,-) € M4 (E2,Ts) pour tout x1 € Eq,

on pose

ef(x1) = /f(x1,~)dm2 = /f(xl,xg)dmg(xg) pour tout x1 € Eq,

de sorte que ¢y : Ey — Ry,
2. pr € M+(E1,T1),

3. /fdm:/gofdml :/(/f($1,$2)dm2(9€2))dm1($1);

4. les mémes résultats sont vrais en inversant les roles de my et meo, de sorte que :

/(/f(wh$2)dm2($2))dm1($1) :/(/f(x17l'2)dm1(,rl))dm2(x2).

DEMONSTRATION : la démonstration se fait en plusieurs étapes.

Etape 1. Soit f =14, A € T. La partie “existence de m” de la démonstration du théoreme 7.1 donne
alors que [ fdm =m(A) = [ prdm;.

Plus précisément, on a, pour tout 21 € Ey, f(x1,-) = 1a(@1,-) = 1g(w,,4), avec S(x1, A) = {22 € Ey;
(x1,22) € A} C Ey (comme dans la démonstration du théoréme 7.1). L’étape 1 de la démonstration
(de la partie existence) du théoréme 7.1 donne que S(z1, A) € T pour tout 21 € Ey, et donc f(x1,) €
M, (E2,Ts). Ceci donne le premier item (pour f =14) de la conclusion du théoréme 7.2.

On pose ps(z1) = [ f(z1,)dma = ma(S(x1,A)) pour tout z; € E;. (Cette fonction ¢ était notée
fa dans la démonstration du théoréme 7.1). L’étape 2 de la démonstration du théoréme 7.1 donne que
wy € M4 (E1,T1). Ceci donne le deuxieme item (pour f = 14) de la conclusion du théoreme 7.2.

On a alors posé, dans la démonstration du théoréeme 7.1, m(A) = j ppdmy et I'étape 3 a montré que m
était une mesure sur 7' vérifiant (7.3) (et la seule mesure sur T vérifiant (7.3), d’apres la partie “unicité”
de la démonstration du théoréme 7.1). Ceci donne le troisieme item (pour f = 14) de la conclusion du
théoreme 7.2.

Pour avoir le quatriéme item (pour f = 14) de la conclusion du théoreme 7.2, il suffit de remarquer
que 'on peut inverser les roles de m; et mo dans la démonstration du théoreme 7.2. On obtient ainsi
que f(,x2) € M4 (E1,T1) pour tout z2 € Es. On pose alors t¢(z2) = [ f(-,x2)dm;. On obtient que
1y € M4 (Es,T>). Enfin, on pose m(A4) = [ dms et on obtient que 7 est une mesure sur T vérifiant
(7.3). La partie “unicité” de la démonstration du théoréme 7.1 donne alors que m = m, ce qui est
exactement le quatriéme item (pour f = 14) de la conclusion du théoreme 7.2.

Etape 2. On prend maintenant f € £, (&,T). Il existe donc ay,...,a, € R} et Ay,..., A, € T t.q.
f = Z:?:l a’ilAi'
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On a alors, pour tout z1 € Ey, f(z1,-) = Y.y aila,(z1,) € My (Es, Ts) car Pétape 1 donne 14, (21,-) €
M (E2,Ts) pour tout i. Ce qui donne le premier item de la conclusion du théoréme 7.2.

On pose @f(x1) = [ f(x1,-)dma pour tout 21 € Er. On a oy € My (E1,Th) car pp = Y1 aip1,, et
que p1, € My (E1,Ti) pour tout i (d’apres I'étape 1). Ce qui donne le deuxieme item de la conclusion
du théoreme 7.2.

Enfin, on utilise la linéarité de 'intégrale et ’étape 1 pour f = 14,, on obtient :

/fdm Zam Zaz/@u dmy = /(iaitﬂui)dm1
/ iat/lfl x1,-)dmy)dmy (1) = / /f x1,-)dma)dmy (1) = /gpfdml,

Ce qui donne le troisieme item de la conclusion du théoreme 7.2.

Pour avoir le quatrieme item de la conclusion du théoreme 7.2, il suffit de changer les roles de m; et ma.

Etape 3. On peut enfin prendre f € M (E,T). 1l existe une suite (fy)nen € E4(E,T) t.q. fn T f
quand n — oo.

On a donc, pour tout z1 € Ey, fr(x1,:) T f(21,-) quand n — co. On en déduit que f(z1,:) € M4 (Eq,T)
car (d’apres 1'étape 2) f,(z1,-) € M (B2, Ts) pour tout n € N (ce qui donne le premier item).

Le théoreme de convergence monotone (pour ms) donne que ¢y, (1) f frn(z1,)dma T f fzy,)dmg =
@f(x1) pour tout z1 € Ey. Donc, ¢y, T ¢y. Comme ¢y, € My(E;,Th) (d’apres 'étape 2), on en déduit
que ¢y € M (Eq,T1) (ce qui donne le deuxieme item).

On applique maintenant le théoreme de convergence monotone pour m; et pour m, ils donnent :

/gof"dml T /gofdml et /fndm T /fdm quand n — oo.

L’étape 2 donne [ fh,dm = [y, dmi, on en déduit donc que [ fdm = [@pdm;. Ce qui donne le
troisieme item de la conclusion du théoreme 7.2.

Enfin, ici encore, pour avoir le quatrieme item de la conclusion du théoreme 7.2, il suffit de changer les
roles de my et mo. n

Corollaire 7.1 Soient (E1,T1,m1) et (Ea,To,ma) des espaces mesurés o-finis. On note (E,T,m) les-
pace produit. Soit f : E — R une fonction T-mesurable. Alors :

f€LL(E,T,m) < / (/|f|dm2)dm1 < 400 = / (/|f|dm1)dm2 < 00. (7.8)

DEMONSTRATION : Le corollaire découle immédiatement du théoreme 7.2 appliqué a la fonction |f| €
M (E,T). Dans (7.8), la notation ([ |f|dmz)dm, signifie :

(/|f(3717$2)|dm2($2))dm1(x1).

La notation est similaire en inversant les roles de m; et mo. n

Voici une conséquence immédiate du théoreme 7.2 pour la mesurabilité :
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Proposition 7.2 Soient (E1,T1) et (E9,Ts) deuz espaces mesurables. On pose E = Ey; X Ey et T =
T, ®@Ty. Soit f € M(E,T) (c’est-a-dire f : E — R, T-mesurable). Alors :

1. f(z1,:) € M(E2,T3), pour tout x1 € Fy,
2. f(-,m3) € M(E1,Th), pour tout x5 € Es.

DEMONSTRATION : La démonstration est facile, il suffit de remarquer que f = f* — f~ et que f+,f~ ¢
M (E,T). Le premier item de la conclusion du théoréme 7.2 donne alors, pour tout z1 € Eq, f(x1,) €
My (Ea, T) et f~(z1,") € My(Ea,Tz). Comme f(x1,) = f*(z1,-) — f~(21,7), on en déduit que
f(z1,-) € M(E2,T5). En changeant les roles de (Eq,T1) et (Ea,T3), on montre aussi que f(-,x2) €
M(Ey,Ty), pour tout zo € Es. n

Remarque 7.3 La réciproque de la proposition précédente est fausse. Soient (F1,Ty) et (Eq,T3) deux
espaces mesurables, £ = E; X Es et T =Ty ® Ts. Soit f : F — R t.q.

1. f(z1,+) € M(E9,Ty), pour tout z; € Ej,
2. f(-,z2) € M(E1,T}), pour tout zo € Es.

Alors, f n’est pas forcément T-mesurable. Un exemple est donné dans ’exercice 7.4. Un cas particulier
intéressant pour laquelle cette réciproque est vraie est donné par la proposition 7.3.

Proposition 7.3 Soient (E1,T1) et (E2,Ts) deuz espaces mesurables. On pose E = Ey X Ey et T =
Ty ®Ty. Soient Fy € M(Eth) et Fy € M(E27T2). On déﬁmt f : F—R par f(;rl,xg) = Fl(iL'l)FQ(:CQ)
pour tout (x1,x2) € E. Alors f est T-mesurable (c’est-a-dire f € M(E,T)).

DEMONSTRATION : On procéde en 3 étapes.

Etape 1. On prend d’abord Fy = 14, et Fo =14, avec A; € T1 et As € To. On a alors f = 14,4, €
M(E,T) car Al XA2 €T1 XTQ CT1®T2 =T.

Etape 2. On prend maintenant Fy; € E(E1,Th) et Fy € E(Ey,Tz). 11 existe alors a(ll), .. .,ag) € R,
Agl),.,.,AS}) e T, agz), .. .,asq%) ceRet Agz), e ,Aﬁi) €T, t.q.:

Fr=Y aPAM et AV n AP =0sii #k,

i=1

m
Fr=>a? AP et AP N A = 0sij#k.

=1

Onaalors f =31, Z;nzl az(-l)a?)lAEl)XA;Q) € &(E,T) c M(E,T).
Etape 3. On prend enfin Fy, € M(E;,T}) et Fy € M(Ey,Ty). T existe (F\")neny C E(E1,Ty) et
(Ff))neN C E(Eq,Ts) t.q. Fél)(m) — Fi(z1) pour tout x; € Ey et F£2)(5172) — Fy(z2) pour tout
xo € Ey. On en déduit que f,(z1,22) = Frgl)(xl)F,EQ)(;rg) — f(x1,22) pour tout (x1,22) € E et donc
que f € M(E,T) car f, € M(E,T) pour tout n € N (étape 2). L]

202



Théoréme 7.3 (Fubini)

Soient (E1,T1,my) et (Fa,Ta, ma) des espaces mesurés o-finis. On note (E,T,m) 'espace produit. Soit
f + E — R une fonction T-mesurable (c’est-a-dire f € M(E,T)) et intégrable pour la mesure m,
c’est-a-dire f € LL(E, T, m). Alors :

1. f(x1,-) € Lk(Fa, Tz, ma) pour presque tout x1 € Ey,

on pose ps(x1) = [ f(z1,-)dma pour x1 € Ey t.q. f(z1,-) € Lk (Eo,To,m2). La fonction py est
donc définie p.p. sur Ey (et a valeurs dans R).

2. ¢y € Ly(E1,Ti,m1) (au sens : il existe g € Ly(E1,Th,m1) t.q. f=g p.p.).

3. /fdm:/wfdml :/(/f(I17$2)dm2($2))dm1(I1),

4. les mémes résultats sont vrais en inversant les réles de my et mo, de sorte que :

//fxl,mg)dmg(mz))dml(xl //fxl,xg)dml(xl))dmz(xg)

DEMONSTRATION : Comme f € M(E,T),ona f*, f~ € M, (E,T). On peut donc appliquer le théoréme
de Fubini-Tonelli (théoréme 7.2) & f™ et f~. 1l donne :

1. fH(x1,), [ (21,") € My (FEs,T»), pour tout z; € Ey,

2. o+, - € M, (E1,Th) avec cpfi x1) ff x1,-)dms pour tout z; € Ej.

3. ffidm:fgafidml.
Le premier item donne que f(z1,:) = fT(z1,-) — [~ (x1,) € M(Ea,T) (noter que f, fT et f~ sont &
valeurs dans R).

Comme [ fTdm < oo et [ f~dm < oo (car f € LL(E,T,m)), le troisitme item donne que ¢+ < 0o
p.p. (sur E1) et que pp- < oo p.p. (sur Ey). On a donc ft(z1,:) € LE(Ea,To,ma) et f~(21,-) €
LL(F, Ty, ma) pour presque tout 1 € E;. On en déduit donc que f(z1,) = fH(z1,-) — f(21,") €
L (Ea, Tz, mz) pour presque tout x; € E;. Ce qui donne le premier item de la conclusion.

La fonction ¢y est donc définie p.p. sur Ey et ona oy = @+ —@p- p.p. (ona ps(z1) = @+ (1) —ps- (1)
en tout point 1 t.q. @+ (x1) < 0o et gy (1) < 00). Comme @y < 00 et Y- < 00 p.p, on peut trouver
AcTtq mi(A) =0et pp+ < 00et pp- < oosur A° = E1 \ A. En posant g = s+ — @p- sur
A% et g = 0sur A, on adonc g € M(E1,T1), g = ¢y pp. et g € LL(E1, Ty, mq) car f\g|dm1 <
e grdmy + S @g-dmy < oco. Ceci donne le deuxieme item de la conclusion (le fait que ¢ appartienne
a L (F1,T1,m1)) et donne aussi le troisiéme item car :

/‘Pfdml I/gdml I/Sﬁﬁdml _/Qof*dml =/f+dm—/f_dm:/fdm.

Enfin, comme pour le théoreme de Fubini-Tonelli, le quatrieme item de la conclusion s’obtient en
changeant les roles de my et mo. n

Le théoreme de Fubini est souvent utilisé sous la forme du corollaire suivant :
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Corollaire 7.2 Soient (E1,T1,m1) et (E2,To,ma) des espaces mesurés o-finis, (E,T,m) 'espace produit
et f: E — R une fonction T-mesurable t.q. :

/(/‘f(xl’x2)‘dm2(l’2))dm1(w1) < 400
. / (/|f(-T1,I2)|dm1(m1))dm2(m2) < +o0.
Alors : /(/f($1,1:2)dm2(:172))dm1(.761) :/(/f(ml,mz)dml(zl))dmg(mg). (7.9)
(Toutes les intégrales ayant bien un sens.)

DEMONSTRATION : Le corollaire est une conséquence immédiate du théoréme 7.3 et de I’équivalence
(7.8). "

Remarque 7.4 (contre-exemple lié au théoréme de Fubini) On cherche ici & construire une fonc-
tion pour laquelle la conclusion du théoréme de Fubini n’est pas vérifiée : soient a une fonction (continue)
de R dans R et f : R? — R définie par f(z,y) =a(z) siz >0et x <y < 2z, f(z,y) = —a(z) siz >0 et
2r <y <3z, f(r,y) =0siz <O0ouxz >0ety¢ [r,3z]. On pose b(z) = xa(x). On peut montrer que
les hypotheses du théoréme de Fubini ne sont vérifiées que si b € L} (R, B(R), A). En prenant par exemple

a(x) = ﬁ, on montre que : /(/f(x,y)dy) dz # /(/ f(x,y)dz:)dy (voir lexercice 7.5).

7.4 Mesure de Lebesgue sur la tribu des boréliens de RV

On a déja vu que B(RY) = B(RV~1) ® B(R) pour tout N > 1 (exercice 2.6 pour N = 2 et exercice
7.1). Le paragraphe précédent permet alors de définir la mesure de Lebesgue sur les boréliens de RV
(c’est-a-dire sur la tribu B(RY), engendrée par les ouverts de RY) pour tout N > 1.

Définition 7.3 (Mesure de Lebesgue sur B(RY))

1. La mesure de Lebesgue sur B(R?) est la mesure A ® A, on la note Ag.

2. Par récurrence sur N, la mesure de Lebesque sur B(RN), N > 3, est la mesure Ay_1 ® A, on la
note \y.

On note LY(RY) = LL(RN, B(RY), A\y), et pour f € LY(RY), on note /f(a:)d)\N(:z:) = /f(:r)dx

On donne maintenant quelques propriétés de la mesure de Lebesgue sur B(R™). Il s’agit de propriétés
élémentaires ou de généralisations simples de propriétés vues pour la mesure de Lebesgue sur B(R). Les
démonstrations seront proposées en exercices.

Proposition 7.4 (Propriétés élémentaires de \y)
Soit N > 2. On rappelle que Ay est la mesure de Lebesgue sur B(RY).

1. La mesure Ay est o-finie.

2. Soit Ay,..., Ay € B(R). Alors, T[N, A; € BRN) et An ([T, Ai) = T[T, MAd).
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3. Soient ay,...,any ER et f1,...,0n €ER t.q. ; < B; pour touti € {1,...,N}. Alors :

N N N

Av([Jles 8:D) = [ A, Bi) = T[(8: = )

i=1 i=1 i=1
4. Soit K un compact de RN (noter que K € B(RN)). Alors, An(K) < +o0.
5. Soit O un ouvert non vide de RN . Alors, An(O) > 0.

6. Soit f,g € C(RM,R). Alors f = g p.p. (c’est-a-dire Any-p.p.) implique f(x) = g(z) pour tout
z € RN,

7. C.(RN,R) C LERN,BRN),An). (En confondant f avec sa classe, on écrira donc souvent
C.(RN,R) € LL(RY).)

DEMONSTRATION : Comme Ay est une mesure produit, le fait que Ay est o-finie est (par récurrence sur
N) une conséquence du théoréme donnant l’existence (et 'unicité) de la mesure produit (théoréeme 7.1)
car ce théoreme donne que le produit de mesures o-finies est o-finie.

La démonstration des autres propriétés fait ’objet de ’exercice 7.10. [

Une propriété trés importante de Ay est sa “régularité”, c’est-a-dire que pour tout élément A de B(R™N)
et pour tout € > 0, il existe O ouvert de RN et F fermé de RY tels que

FCACOet AN(O\F)<e.

Cette propriété est une conséquence du fait que toute mesure sur B(RY), finie sur les compacts, est
réguliere (proposition 7.5).

Proposition 7.5 (Régularité d’une mesure sur B(RY), finie sur les compacts)
Soit m une mesure sur BRN) t.q. m(K) < oo pour tout compact K de RN. (Noter que ceci est vrai
pour m = Ay.) Alors :

1. Pour tout A € B(RN) et pour tout € > 0, il existe O ouvert de RN et F fermé de RV tels que :

FCACO etm(O\F)<e. (7.10)

2. Pour tout A € B(RY), on a m(A) = inf{m(0), O ouvert t.q. AC O}.
DEMONSTRATION : Cette proposition fait I'objet de I’exercice 7.11. [
On donne maintenant des généralisations au cas de Ay de propriétés déja vues pour A.

Proposition 7.6 (Densité de C. dans L'(RY)) Pour tout N > 1, ’espace C.(RY | R) est dense dans
LY(RN) (c’est-a-dire que, pour tout f € LY (RN) et tout € > 0, il existe p € Co(RN.R) t.q. ||f—ol1 < e).

DEMONSTRATION : La démonstration de cette proposition fait I'objet de l’exercice 7.12, elle découle
essentiellement de la régularité de Ay. Cette démonstration est trés voisine de celle faite pour le cas
N =1, théoreme 5.5. L]

Comme cela a déja été dit apres le théoreme 5.5, le résultat de densité que nous venons d’énoncer n’est
pas limité & la mesure de Lebesgue. 11 est vrai pour toute mesure sur B(RY), finie sur les compacts. 11
est aussi vrai en remplagant C, par CZ°. On obtient donc le théoréme suivant :
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Théoréme 7.4 (Densité de C® dans L'(RY)) Soit N > 1 et ji sur une mesure sur B(RY), finie sur
les compacts. Alors, lespace C° (RN R) est dense dans L*(RY, B(RY),u) (c’est-a-dire que, pour tout
f e LY RN, B(RN), n) et tout ¢ > 0, il eviste p € Co(RV,R) t.q. ||f — |1 < &)

DEMONSTRATION : La démonstration de ce théoreéme fait 1'objet de 1’exercice 7.13. [

Proposition 7.7 (Invariance par translation)

Soient N > 1, aq,...,any € R* et B1,...,8y € R. Pour x = (x1,...,z5)" € RY. On pose p(x) =
(@121 + B, ..., anzy + BN)! (de sorte que o est une bijection de RY dans RN ). Pour tout A € B(RN),
on a alors (A) = {p(x), z € A} € BRY) et An(p(A)) = Hi\il lai | AN (A).

Pour a; = 1 pour tout i, cette propriété s’appelle “invariance par translation de Ay ”.

DEMONSTRATION : Cette proposition a déja été vue pour N = 1, proposition 2.9. La démonstration de la
proposition 2.9 utilisait , par exemple, le fait que tout ouvert est réunion dénombrable d’intervalles ouverts
disjoints 2 & 2 (et la régularité de A\). La démonstration proposée ici pour N > 1 utilise une récurrence
sur N et la partie “unicité” du théoreme 7.1 sur la mesure produit. Elle fait ’objet de 'exercice 7.14.
On peut aussi noter que la partie “unicité” du théoréme 7.1 peut étre faite (voir la remarque 7.1) avec
le lemme des classes monotones (exercice 2.13). Ce lemme pourrait aussi étre utilisé pour démontrer la
proposition 2.9 (au lieu du théoréme de régularité et du fait que tout ouvert est réunion dénombrable
d’intervalles ouverts disjoints 2 & 2). (]

Proposition 7.8 (Changement de variables simple)
Soient N > 1, a1,...,any € R* et B1,...,8y € R. Pour x = (x1,...,zx)" € RY. On pose p(x) =
(a12y + Bi,...,anzy + Bn)F (de sorte que ¢ est une bijection de RY dans RY ). Alors :

1. Pour tout f € My = M (RN, BRN)), ona fop e M, et:
N
s =TTlai [ o @i,
i=1

2. Pour tout f € L1 = LL(RYN BRY),\y), ona fop € L et :

/fd)\N = ﬁl \Oéil/(foso)dAN.

DEMONSTRATION : La démonstration est une conséquence simple de la proposition 7.7. Elle fait 1'objet
de l'exercice 7.15.

Noter aussi que Hf\il |a;| est la valeur absolue du déterminant de la matrice jacobienne de ¢ au point
z. Cette matrice est notée Dy(x), elle ne dépend pas de x pour les applications considérées dans cette
proposition. Cette proposition sera généralisée au théoreme 7.5. [
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7.5 Convolution

On rappelle que L'(RY) = LL (RN, B(RY), An) et que, pour f € LYRY), [ fd\y = [ f(z)d\n(z) =
| f(z)dz (cest-a-dire que dz signifie toujours dAn (z)).

On note aussi LH(RY) = LL(RY, B(RY), Ay).

Soient f,g € L*(RY). On souhaite définir la fonction “convoluée” de f et g, c’est-a-dire définir f+ g par :

fxglx / f@®)g(x —t)d (7.11)
La définition de cette fonction nécessite les deux conditions suivantes :
1. 11 faut que la définition ne dépende pas des représentants choisis pour f et g.

2. 1l faut que, ayant choisi des représentants pour f et g, encore notés f et g, la fonction g(z — ) f(+)
appartienne & L'(RY) (au sens “il existe h € L}(RY) t.q. g(x —)f(:) = h p.p.”). Ceci n’est pas
immédiat car, en général, le produit deux fonctions intégrables n’est pas une fonction intégrable.

La condition 1 est satisfaite, car, pour z € R, si f, f1, g et g1 sont des fonctions de RY dans R, on a :

f=fpp, 9=gpp = f()9x—-)=fi(-)gi(z —") p.p.. (7.12)

(p.p. signifiant ici Ay-p.p..) En effet, il suffit de remarquer que si f = f1 p.p. et ¢ = g1 p.p., il existe
A,B € BRV) t.q. An(A) = An(B) =0, f = f1 sur A° et g = g; sur B¢. Pour x € RY, on a alors
fOglz =) = fil)gr(x — ) sur AN BE = (AU B,)° avec B, = {z — 2, z € B}. On en déduit bien
fOglx =)= fi(-)gi(x — ) p.p. car AN(AU B,) < An(A) + An(Bz) = An(A) + An(B) = 0 (on utilise
ici la propriété d’invariance par translation donnée dans la proposition 7.7).

On en déduit que, si Si f et f; [resp. g et g1] sont des représentants d'un méme élément de L'(RV), on
a f()glz—.) € Ll(RN) si et seulement si fi(.)g1(z —.) € LY(RN) et, si f(.)g(x —.) € LY(RY), on a
Jr®)g(z —t)dt = [ f1(t)g1(x — t)dt.

On montre dans la proposition suivante que la condition 2 est satisfaite pour presque tout z € RV.

Proposition 7.9 (Convolution) Soient f,g € L'(RN) (que I’on confond avec l’un de leurs représen-
tants). Alors :

o Pour presque tout x € RN, la fonction g(x — -)f(-) appartient & L*(RYN) (en la confondant avec sa
classe). On pose donc : fxg(x) = /f(t)g(;r —t)dt. La fonction f g est donc définie p.p. sur
RY.

o fxge LYRY) (au sens “il existe h € LYRN) t.q. fxg=h p.p.”).

o [If gl < NI lxllglls-

DEMONSTRATION : On donne la démonstration pour N =1 (le cas N > 1 est similaire, en ayant d’abord
montré que Aoy = Ay @ A\y).

On choisit des représentants de f et g, de sorte que f,g € LY(R) = L(R, B(R), \). On souhaite appliquer
le théoreme de Fubini (théoreme 7.3) & H : R? — R, définie par H(x,y) = f(y)g(z — y), avec les espaces
mesurés (E;, T;,m;) = (R, B(R),\) pour ¢ = 1,2.
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Comme ) est o-finie, pour appliquer le théoréme de Fubini, il suffit de vérifier que H est B(IR?)-mesurable
et que [([|H(z,y)|dz)dy < co.
On montre d’abord que H est B(R?)-mesurable. On a H = Hj o) avec :

Hy 2 (z,y) = f(2)gy), ¢ (2,9) — (g, —y).

La fonction H; est mesurable de R? dans R (car f et g sont mesurables de R dans R, on applique ici la
proposition 7.3) et 1 est mesurable de R? dans R? car continue (R et R? sont toujours munis de leur tribu
borélienne). La fonction H est donc mesurable de R? dans R comme composée de fonctions mesurables.
On peut maintenant calculer I'intégrale de |H| :

[ 1@ ldnds= [ ([ 15w - iy = [ 1761 [ 9t - plddy

La proposition 7.8 donne [ |g(z — y)|dz = [ |g(z)|dz = ||g||1, Donc :

[ 1@ iy =lal [ 17wy =gl < .

Le théoréme de Fubini peut donc s’appliquer. Il donne que H(x,-) € £'(R) pour presque tout z € R.
Donc, g(x — -)f(:) € LY(R) pour presque tout z € R. Ceci montre bien que f x g est définie p.p.. Le
théoreme de Fubini donne alors aussi que fxg € L'(R) (au sens “il existe h € L(R) t.q. fxg =h p.p.”).
Enfin pour montrer que ||f x¢gll1 < || fll1llgll1, il suffit de remarquer que :

Hf*glh—//f (@—y dy\dz<//leyldx)dy—llgH 11l

Remarque 7.5 On a vu précédemment que L'(RY) muni de I’addition (loi de composition interne),
de la multiplication par un scalaire (loi de composition externe) et de la norme || - ||; est un espace de
Banach. L’ajout de la convolution (loi de composition interne) confere & L'(RY) la structure d’algebre
de Banach.

On sait aussi que Cp(R,R) muni de 'addition, de la multiplication interne, de la multiplication par un
scalaire et de la norme de la convergence uniforme || - ||, est aussi une algeébre de Banach. En fait, nous
montrerons par la suite qu’il existe un isomorphisme d’algebre, appelé transformation de Fourier, entre
L'(RN) et son image (par cette transformation) dans C,(RY,R).

Remarque 7.6 On donne ici quelques propriétés supplémentaires de la convolution.
Soit N > 1. Pour p € [1,00], on pose LP(RY) = LE (RN, B(RY), \).

1. Soit f,g € L*(RY). On a alors fxg = g* f p.p.. Ceci découle de I'invariance par translation de la
mesure de Lebesgue (propositions 7.7 et 7.8) et est démontré dans lexercice 7.19.

2. Soitl < p < oo. Soient f € LP(RN) et g € LY(RN). Alors, f x g est définie p.p. sur RV,
frge LP(RN) et ||f*gll, < | fllpllglli- Cette propriété fait I'objet de I'exercice 7.21.

3. Soit p,q € [1,00] t.q. (1/p) + (1/q) = 1. Soient f € LP(RY) et g € L9(RY). Alors, f % g est définie
partout sur RY et f g € C,(RY,R), voir I'exercice 8.6.
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4. Soit p € [1,00]. Soient f € LP(RY) et g € C(RM,R). Alors, f * g est définie partout sur RV et
f*g € Cxo (RN, R), voir I'exercice 7.20.

5. (Régularisation par convolution) Soit f : RY — R. Ondit que f € L}, (RY)si f1x € LY(RY) pour
tout compact K de RN. On suppose que f € L}, (RY). Soit k € N et g € CF(RY,R). Alors, fxg

loc

est définie partout sur RY et fxg € C*(RY,R) (voir I'exercice 7.20, noter que LP(RY) C L} (RY)).

6. Soit f,g € L*(RY). On suppose que f et g sont & support compact (f & support compact signifie
quil existe K, compact de RY t.q. f =0 p.p. sur K°¢). Alors, la fonction f % g est aussi & support
compact. Ceci fait partie de I'exercice 7.19.

La convolution est un outil tres utile pour “régulariser” des fonctions. Elle est a la base de résultats de
densité fondamentaux que nous verrons dans le chapitre suivant (densité de C°(RY,R) dans LP(RY)
pour p < 00, par exemple).

Il est aussi intéressant de généraliser la convolution de fonctions en convolution de mesures. On com-
mence par remarquer qu'un fonction f dans Li, (RY, B(RN), A\y) (voir la remarque 7.6) est entiérement
déterminée par la mesure qu’elle induit sur B(RY), c’est-a-dire par la mesure m définie par m = fAy.

Ceci est précisé dans le lemme suivant (en remarquant que [ pdm = [ pfdAy pour tout ¢ € C.(RY,R)).

Lemme 7.1 Soit N > 1 et f,g € LI (RN, BRN),An) t.q. [ fed\n = [gpdin, pour tout ¢ €
C.(RN R). Alors, f =g p.p..

DEMONSTRATION @ Soit M € N*. On note By la boule (fermée) de centre 0 et rayon M dans RV et
has la fonction défnie par :

ha(z) = f(z) — g(z) siz € By et [f(x) —g(x)] < M,
ha(x) =0six € By ou |f(z) — g(x)| > M,
h]u(l‘) =0six € B]\/[.

On a hyr € LY RN, B(RN), \y) (car Bys est un compact de RY). Comme C.(RY,R) est dense dans
LYRYN B(RM), Ax) (théoreme 5.5 pour d = 1 et théoréme 7.6 pour N > 1), il existe une suite (¢n, )nen
t.q. on — har dans LY (RN, B(RY), Ax) quand n — co. On peut aussi supposer (quitte & extraire une
sous suite) que ¢, — has p.p. (théoréme 6.2). Enfin, en remplagant ¢, par max(min(y,, M), —M) on
obtient :

©n € C.(RY,R) pour tout n € N,

n — ha DD,

lon| < M pour tout n € N.

Comme ¢, € C.(RV,R), on a [(f — g)¢ndAn = 0. Le théoréme de convergence dominée (la domination
est par M1g,,|f — g|) donne alors [ hp(f — g)dAy = 0. En faisant maintenant tendre M vers I'infini, le
théoréme de convergence monotone donne [ |f — g|dA\y =0, et donc f = g p.p. L]

Pour que la convolution de mesures soit une généralisation de la convolution de fonctions, on souhaite
que m* i = (f xg)An, lorsque m = fAy et g = gAy avec f,g € L*( RN, B(RY),An) (et donc fxg €
LY(RYN B(RM), Ay)). Noter que m, p et m * i sont des mesures signées.

Soit f,g € LYRY,B(RY), Ax). On pose m = fAy et g = gAny. On a, pour tout ¢ borélienne bornée de
R dans R (par exemple, ¢ € Cp(RY R)),

/(f*g)wd/\fv = /Rd < » flz— y)g(y)dy> p(z)dz.
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(On rapelle que dx désigne dAy(z)). En utilisant le théoréme de Fubini (qui s’applique bien ici car

J (1@ —y)gy)e(@)|dzdy < |l@llllfll1llgll1), puis avec le changement de variable z = z — y (pour y
fixé) on obtient :

Jureapin = [ ([ ste-newic) st = [ ([ 16+ st

On a donc :

/(f * g)pdAn = /RN </RN e(z+ y)dm(Z)) du(y) = /RZN ey + 2)d(m @ p)(z,y), (7.13)

ol la derniere égalité découle de la définition de m ® u. Plus précisément, si m et p sont des mesures
finies (c’est-a-dire des applications o-additives de B(R™) dans R*), la derniére égalité de 7.13 est donnée
par le troisitme item du théoréme de Fubini (théoréme 7.3). Si m et u sont des mesures signées, on se
rameéne au cas précédent avec la décomposition de Hahn (proposition 2.6) qui donne m = m* — m™ et
pu=p* —p~. La mesure m ® yu est alors définie & partir de m* ® p*.

On est ainsi amené & définir m * p en utilisant le deuxieme membre de (7.13) pour définir [ pd(m * u).
Définition 7.4 Soit N > 1 et m, u des mesures signées sur B(RY). On définit la mesure signée px v
sur BRY) par :
mxu(A) = / La(z +y)d(m @ p)(x,y) pour tout A € B(RY).
B(R2N)
oum@r=mtout+m @u —m - @ut —mT@u~ et mT u* sont données par la décomposition
de Hahn de m et p (proposition 2.6).

Le fait que m*u est une mesure signée sur B(RYV) est facile (la o-additivité de mxp découle, par exemple,
du théoréme de convergence dominée). On déduit de cette définition la proposition suivante.

Proposition 7.10 Soit N > 1 et m, p des mesures signées sur B(RN).

1. On a alors, pour tout ¢ borélienne bornée de RN dans R (par exemple, ¢ € Cy(RY,R)) :

/ WW*W=/ (@ + y)d(m ® p)(z,3).
RN

B(RQN)

2. Sim et p sont des probabilités, la mesure m  p est aussi une probabilité.
3. 8 f7g € Ll(RNvB(RN)7)‘N)7 m = f)\N Et}L:g)\N, on am* | = (f*g)AN

DEMONSTRATION : Le premier item se démontre, comme souvent, en considérant des fonctions étagées,
puis en écrivant ¢ comme limite de fonctions étagées (bornées par la borne supérieure de |p|, exercice 7.23).
Le deuxiéme item est immédiat en remarquant que m x 1(A) > 0 si m et pu sont des mesures (positives)
et mx u(RY) = m(RY)u(RY). Enfin, le troisieme item a été vu avant la proposition 7.10. L]

Remarque 7.7 Il aurait aussi été possible de définir m  u grace au théoreme de Riesz dans Co(RY,R)
(théoreme 5.4 pour N > 1). Si m, u sont des mesures signées sur B(R™) (ou, directement, des formes
linéaires continues sur Co(RY,R)). On définit, I'application L de Co(R™,R) dans R par :
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o= [ [ e+ nam@int).ve € Co®".R). (7.14)

L’application L est une forme linéaire continue sur Co(RY,R). Par le théoreme de Riesz, il existe donc
une unique mesure de Radon, notée 7 (c’est la mesure convoluée de m et u) t.q. :

Lie) = [ ts)dr(s). (7.15)

7.6 Formules de changement de variables

La proposition 7.8 donne un résultat sur les changements de variables “simples”. On donne maintenant
une généralisation dans le cas ot les intégrales portent sur des ouverts bornés de RY.

Théoréme 7.5 (Formules de changement de variables)

Soient N > 1, U et V des ouverts bornés de RN et ¢ un C'-difféomorphisme de U dans V (i.e. ¢ est
une bijection de U dans V, o € CH(U,V) et o= € CY(V,U)). On note Dp(y) la matrice jacobienne de
¢ eny et Det(Dy) la fonction y — Det(Dy(y)).

1. Soit f € My = M4 (RN, BRYN)). Alors, (f o )| Det(Dg)|1ly € My et :
| @iz = [ rewypetetula.

2. Soit f € M(RN,B(R)) t.q. fly € £} = LL(RN, B(RN)). Alors, (f o ¢)|Det(Dy)|ly € LY et :
| f@ae = [ stetunien Dol

DEMONSTRATION : Comme ¢ est de classe C1, il est facile de voir que (foy)|Det(Dy)|1y est mesurable si
f est mesurable. La démonstration de I'item 1 du théoréeme n’est pas faite ici. Elle consiste a se ramener
par un procédé de localisation au cas de changements de variables affines.

Le deuxiéme item du théoréme est une conséquence facile du premier. En effet, soit f € M(RY, B(RY))
t.q. fly € £!. En appliquant le premier item & la fonction | f| € M.y, on obtient que (foy)|Det(Dyp)|1ly €
L'. Puis en appliquant le premier item & fT et f~ et en faisant la différence, on obtient bien que

Jv f@)dz = [}, fe(y))|Det(Dp(y))|dy. n

Un exemple de changement de variables

On conclut cette section en donnant ’exemple des coordonnées polaires pour N = 2.

La fonction f appartient & M4 (R?, B(R?)) (ou & L£L(R?, B(R?), A3)) et on veut calculer (par exemple)
/ B, [(@)dz, olt By est la boule unité (ouverte) de R2 en passant en coordonnée polaires.

On a donc By = {x € R?; |z| < 1}, ot1 | - | est la norme euclidienne dans R?, c’est-a-dire |z|? = 22 + 22 si
x = (z1,72)" € R2.

On pose L = {(z1,0)!, z1 € [0,1[} et on remarque que A2(L) = A([0, 1[) x A({0}) = 0. Donc, en posant

V=B \L,ona:
. f(m)dx:/Bl\L f(:p)dx:/vf(m)dx(:/vfd)\g).
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On pose aussi U =]0,1[x]0,27[, de sorte que U et V sont de ouverts bornés de R%. L’application
0 (r,0)" — (rcosf,rsind)t est alors une bijection de U dans V. Elle est de classe C! et son inverse
est de classe C! (¢ et ¢! sont méme de classe C°°). On peut calculer la matrice jacobienne de ¢ et son

déterminant :
cosf) —rsinf

sinf  rcosf

Dop(r,0) = (

On peut donc appliquer le théoreme 7.5, il donne :

> , |Det(Dp(r,0))| =r.

. f(x)da::/Vf(x)dm:/{Jf(rcos@,rsin&)rd/\z(rﬁ):/ f(rcos,rsin@)rdis(r,0)

10,1[x]0,27[

En appliquant maintenant le théoréme de Fubini-Tonelli pour évaluer la derniére intégrale (si f € £! au
lieu de f € M, on raisonne d’abord sur |f| puis on utilise le théoréme de Fubini), on obtient :

27 1
f(x)dz = / (/ f(rcosf,rsin@)rdr)dd.
By o Jo
Si f(x) ne dépend que de |z|, c’est-a-dire si il existe ¢ t.q. f(x) = 1(|x|), on obtient alors :
1
f(z)dx = 271/ P(r)rdr.
By 0
En particulier, on voit que flp, € L}(R?) si et seulement si g € £1(]0,1[, B(R), ), avec g définie par
g(r) = ry(r) pour r €]0,1][.

Prenons toujours f € M4 (R2, B(R?)) (ou bien f € £&(R?, B(R?), \2)). Le raisonnement que nous venons
de faire pour B; peut étre fait pour B, = {r € R?; |z| < a} avec a > 0. On obtient alors, pour tout
a>0:

/B RECS /0 " /O " F(rcos 6, rsin B)rdr)do. (7.16)

En prenant a = n, n € N*, dans (7.16), on obtient aussi, quand n — oo (avec le théoréme de convergence
monotone si f € M et en raisonnement avec f* si f € £1) :

/f(m)dx = /0277(/000 flrcos,rsin@)rdr)ds. (7.17)

7.7 Exercices

7.7.1 Mesure produit

Exercice 7.1 Corrigé 138 page 448
Montrer que, pour tout n > 2, on a B(R™) = B(R" 1) ® B(R). [S’inspirer de la démonstration faite pour
n = 2 dans l'exercice 2.6.]

Exercice 7.2 Corrigé 139 page 449
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Soient E4, Fs deux ensembles, T} une tribu sur E; et T une tribu sur E5. On note £ = E; X Fs et on
rappelle que T1 X T2 = {Al X A27 Al S Tl, A2 S T2}

Montrer que I’algebre engendrée par T1 x Ts est égale a I’ensemble des réunions finies disjointes d’éléments
de Ty x Ty c'est-a-dire que, pour tout A € P(FE), A appartient & l’algebre engendrée par T x T si et
seulement si il existe (A(p))pzlw,n CTy xTht.q AP NAD =psip *qget A= U;‘ZlA(p).

Exercice 7.3 (Exemple de mesure produit) Corrigé 140 page 450

Soit m; et my des mesures o—finies, non nulles, sur (R, B(R)) et t.q. m; ® ma(R%\ D) = 0, ou D =
{(z,z),z € R}. Montrer qu’il existe a, «, 8 € R t.q. m1 = ad, et ma = 36,, out §, est la mesure de Dirac
en a.

Exercice 7.4 (Fonction non borélienne dont les traces sont boréliennes) Corrigé 141 page 451
Pour B C R?, on note ¢(B) 'ensemble des 71 € R t.q. (z1,0) € B. Onpose T = {B C R?; t(B) € B(R)}.

Soit 6 €]0, Z[. Pour z = (x1,22)" € R?, on pose g(x) = (z1cos0 — xosinf, x1 sinf + x5 cos 0)".
1. Montrer que T est une tribu contenant B(R?).
2. Soit ACR t.q. A& B(R). On pose B = A x {0}.
(a) Montrer que B ¢ B(R?).

(b) On pose f = 1z 0g. Montrer que la fonction f n’est pas une fonction borélienne de R? dans R
mais que les fonctions f(z1,-) et f(-; 22) sont boréliennes de R dans R, pour tout z1, 25 € R.

7.7.2 Fubini-Tonelli et Fubini

Exercice 7.5 (Contre-exemple au théoréme de Fubini) Corrigé 142 page 451
Soit L' = Li (R, B(R), A). Pour (z,y) € R%, on pose :

. — siz>0etz<y<2x

(ﬂH-%)2
N S i <
Fla,y) = CESNE s%:c>Oet 2r <y < 3x (7.18)
0 six >0 ety ¢z, 3]
0 six <O0.

1. Montrer que f : R? — R est B(R?)- mesurable.
2. Montrer que pour tout y € R, f(.,y) € L' ; on pose ¢(y) = [ f(x,y)d\(z). Montrer que ¢ € L'.
Montrer que pour tout z € R, f(z,.) € L' ; on pose (z) = [ f(z,y)dA(y). Montrer que ¢ € L.

Montrer que [ ¢dX # [ 1d) (¢ et ¢ sont définies dans les questions précédentes).

AN

Pourquoi le théoreme de Fubini ne s’applique-t-il pas ici ?

Exercice 7.6 (Intégrale d’une fonction positive) Corrigé 143 page 453

Soit (E,T,m) un espace mesuré o-fini, et f : E — Ry une application mesurable. On pose F = 14
avec A ={(t,z) e Rx E; 0 <t < f(x)}.

1. Montrer que F' est B(R) ® T- mesurable
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2. Montrer que [ fdm = fOJrOO m({z € E; f(z) > t})dt et que [ fdm = f;oo m({z € E; f(z) > t})dt.
[Utiliser le théoréme de Fubini-Tonelli.]

Exercice 7.7 (Une caractérisation de LP) Corrigé 144 page 45/

On munit R [resp. R?] de sa tribu borélienne, notée B(R) [resp. B(R?)].

Soit f une application mesurable de R dans R. Pour tout y € Ry, on pose 4, = {z € R; |f(z)| > y}.
Pour tout y € R, on pose 4, =

1. Montrer que 'application (z,y)" — 14,(x) est mesurable de R? dans R. [On pourra commencer
par montrer que {(z,y)' € R?; |f(z)| > y} est un borélien de R2.]
Soit p € [1,00[. Pour y € R, on pose g,(y) = |y|P"*A(A4,) (en convenant que g,(0) = 0 si A\(Ag) =
00).

2. (a) Montrer que I'application (z,y)" — [y[P~*14, () est mesurable positive de R? dans R.
(b) Montrer que g, est intégrable sur R si et seulement si f € LE(R,B(R),\). [On pourra, par

exemple, utiliser le théoréme de Fubini-Tonelli.]

Exercice 7.8 (Mesure de boules de R?)
On considere ici espace mesuré (R2, B(R?), \y). Montrer que A2({z € R?;|z| < R}) = 7R? pour tout
R > 0.

Exercice 7.9 (A propos de Fubini)
Soit, pour n > 1, I, = [1 = 1/n,1 = 1/(n + 1)[; on pose ¢, = n(n+ 1)xr, et f(z,y) = 3,5 (on(z) —
Pn+1(2))en(y)-

1. Montrer que f : [0,1]2 — R est bien définie et mesurable,

2. Montrer que, pour tout z € [0,1], y — f(x,y) est intégrable sur [0, 1]et que, pour tout y € [0, 1],
x +— f(z,y) est intégrable sur [0,1],

3. Montrer que F : x +— f[o 1 flz,y)dy et G:y— f[0_1] f(z,y) dr sont intégrables sur [0, 1]. Calculer
alors f[m] F(z)dz et f[o 1 G(y) dy. Peut on appliquer a f le théoréeme de Fubini 7

7.7.3 Mesure de Lebesgue sur B(R")

Exercice 7.10 (Propriétés élémentaires de \y) Corrigé 145 page 455
Soit N > 2. On rappelle que Ay est la mesure de Lebesgue sur B(RY).

1. Soit Ay, ..., Ay € B(R). Montrer que [T, 4; € BRN) et An(TT0, A:) = [T, MA).

i=1
2. Soient ai,...,ay € Ret B1,...,08 € R t.q. a; < f; pour tout ¢ € {1,...,N}. Montrer que
N N
An (2], Bi) =TTy Aew, Bi])-
3. Soit K est un compact de RY (noter que K € B(RY). Montrer que Ay (K) < +o0.
4. Soit O un ouvert non vide de RY. Montrer que Ay (O) > 0.
5. Soit f,g € C(RY,R). Montrer que f = g p.p. (c’est-a-dire Ay-p.p.) implique f(z) = g(z) pour
tout « € RV,

214



6. Montrer que C.(RV,R) C L& (RN, B(RY), An).

Exercice 7.11 (Régularité de \y) Corrigé 146 page 457
Soit m une mesure sur B(RY) t.q. m(K) < oo pour tout compact K de RY. (noter que ceci est vrai
pour m = An.)

1. SoientA € B(RN) et ¢ > 0. Montrer qu’il existe O ouvert de R et F' fermé de R tels que :

FCcACOetm(O\F)<e.

2. Soit A € B(R¥Y). Déduire de la question précédente que m(A) = inf{m(0), O ouvert t.q. A C O}.

[On pourra s’inspirer de la démonstration de la régularité d’une mesure sur B(R), finie sur les compacts
(théoreme 2.3).]

Exercice 7.12 (Densité de C, dans L'(RY))

Soit N > 1. Montrer que I'espace C.(RY,R) est dense dans L'(RY) (c’est-a-dire que, pour tout f €
LYRN) et tout ¢ > 0, il existe ¢ € C.(RN) t.q. ||f —¢|l1 < ¢). [S’inspirer de la démonstration faite pour
le cas N = 1, théoréme 5.5.]

Exercice 7.13 (Densité de C, et C° dans L') Corrigé 147 page 459
Soit d > 1 et y une mesure sur les boréliens de R?. On suppose que j vérifie les deux propriétés suivantes :

(pl) p est est finie sur les compacts de RY, c’est-a-dire que p(K) < +oo si K est un compact de R%,

(p2) w est régulicre, c’est-a-dire que pour tout A € B(R?) et tout € > 0, il existe O ouvert et F' fermé
t.q. FCACOet u(O\F)<e.

En fait, la propriété (pl) entraine la propriété (p2) (voir la proposition 7.5) mais cette démonstration
n’est pas demandée ici.

On note L}, I'espace Li(R?, B(R?), ). Pour f € L}, on note ||f[y = [|f|dp. Enfin, pour z € R?, on
note |z| la norme euclidienne de x.

1. Soit ¢ € C.(RY R) (c’est-a-dire ¢ continue de R? dans R et & support compact). Montrer que
peLl,.

2. Soit K un compact de R? et > 0. Pour z € R%, on pose ¢(z) = M avec d(z, K) =
inf{|z — y|, y € K}. Montrer que ¢ € C.(R% R) et que p(z) =1siz € K.
3. Soit A € B(RY) t.q. pu(A) < +o0.

(a) Soit € > 0, montrer qu'il existe O ouvert et K compact t.q. K C AC O et p(O\ K) <e.
(b) Soit & > 0. Montrer qu'il existe ¢ € C.(R%R) t.q. |l¢ — 1a|1 < e.

4. Soit f une fonction borélienne positive de R* dans R. On suppose que f € ﬁ}l. Soit € > 0. Montrer
qu’il existe ¢ € C.(R4,R) t.q. ||f — ¢|l1 < e. [On pourra approcher f par une fonction étagée.]

5. (Densité.) Soit f € L}, et & > 0.

(a) Montrer qu’il existe p € C.(R4L,R) t.q. || f — ¢l <e.
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(b) Montrer quil existe 9 € C(R%4R) t.q. ||f — ¥|l1 < e. [On pourra montrer que, si ¢ €

C.(R%R), on a |l¢ — @nlli — 0, quand n — oo, avec @, = @ * pp et (pn)nen- une famille
régularisante, voir la définition 8.4.]

6. (Continuité en moyenne ?7)

(a) Soit p € C.(R% R). Montrer que ||¢(- + h) — ¢|j1 — 0 quand h — 0.

(b) Montrer, en donnant un exemple (c’est-a-dire en choisissant convenablement f et p) qu’on
peut avoir f € L), et [|f(-+h) — fll1 # 0 quand h — 0.

7. On suppose maintenant que § est un ouvert de R¢ et que p est une mesure sur les boréliens de
Q, finie sur les sous ensembles compacts de 2. Indiquer brievement comment on peut montrer la
densité de C.(Q,R) et C°(Q,R) dans Lk (Q, B(Q), w).

Exercice 7.14 (Invariance par translation de Ay) Corrigé 148 page 460
Soient N > 1, ay,...,axy € R* et B,...,8y € R. Pour 2 = (x1,...,2x5)t € RY, on pose ¢(z) =
(a1z1 + Bi,. .., anzy + Bn)t, de sorte que ¢ est une bijection de RN dans RV.

1. Soit A € B(RY), montrer que p(A) = {¢(x), z € A} € B(RY).

2. Montrer que Ay (p(A)) = Hfil |ei| A (A) pour tout A € B(RY). [On pourra faire une récurrence
sur N : La proposition 2.9 donne le résultat pour la mesure de Lebesgue sur B(R), notée A. On
suppose que le résultat est vrai pour Ay_1 (et pour toute famille vy, ...,an_1 € R*, fB1,...,0n-1 €
R). On le démontre alors pour Ay en posant m(A4) = (Hi\;l loi]) "t An (9(A)) et en montrant que
m est une mesure sur B(RY) égale & Ay sur B(RV~!) ® B(R). On utilise pour conclure la partie
“unicité” du théoreme 7.1 sur la mesure produit.]

Exercice 7.15 (Changement de variables simple) Corrigé 149 page 462
Soient N > 1, ay,...,ay € R* et B1,...,8xy € R. Pour 2 = (z1,...,zn5)" € RY. On pose p(z) =
(@121 + Ba, ..., anzy + By)t (de sorte que ¢ est une bijection de RY dans RY).

1. Soit f € & = & (RN, B(RYN)), montrer que fop € & et que [ fdy = [T, || [(f o p)dAn.
[Utiliser 'exercice 7.14.]

2. Soit f € My = M (RN, B(RY)), montrer que fop € My et que [ fdAy = Hf\il loi| [(fop)dn.
3. Soit f € £ = LLRY, B(RN), Ay ), montrer que fop € L et que [ fdhy = [, |ai| [(fop)dAn.

Exercice 7.16 (Primitives de fonctions LP) Corrigé 150 page 463
Soit p € [1,00[. On note L = L% (]0,1[, B(]0,1[),A). Soit f,g € LP. On définit F et G de [0,1] dans R
par :

F(z) :/0 ftydt (= ]o,z[fd/\)7 G(z) :/0 g(t)dt (= /]O’I[gd/\), pour tout x € [0, 1].

1. Montrer que F' et G sont des fonctions continues et qu’il existe C € R t.q. |F(y) — F(z)| <
Cly —['™7 et |G(y) = G(x)| < Cly —['~7, pour tous #,y € [0,1], « < y.

2. On suppose p > 1. Soit n € N* et k € {0,...,n — 1}. Montrer que, pour tout z € [%, %], on a

(F(z),G(x)) € Ank X Bk, oit Ay et By, i, sont des intervalles de R (indépendants de z) dont les

longueurs tendent vers 0 quand n — oo. [Utiliser la question 1.]
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3. On suppose p > 2. Montrer que E = {(F(x),G(z)); = € [0,1]} est une partie négligeable de R?
(muni de la mesure de Lebesgue sur les boréliens de R?). [En utilisant une majoration convenable
des longueurs de A, i, et By, i, inclure E (pour tout n € N) dans une partie de R? dont la mesure
de Lebesgue tend vers 0 quand n — 00.]

Exercice 7.17 (Lemme de Comparaison)
Soit ¢ une fonction décroissante de R% dans R, on définit 'application de B(R) x B(R) dans R, par:

o(4,8) = [ /A ollo—ydady.

Soient A, B € B(R), a = A(A), b = A(B) (X est la mesure de Lebesgue) et a, 8 € R, < b tels que
A C [a, 0] et B C [a, 8]. Montrer que

®(A, B) > ®([a,a + a], |8 — b, b]).

Exercice 7.18
Soit ¢ : R? — R B(R?)-mesurable. Pour z € R, on pose : f,(z) = ¢(z, ).

1. Montrer que f, est B(R)-mesurable.

2. Soient ¢ et ¢ : R? — R B(R?)-mesurables. Montrer que ¢ = ¢ Ao-p.p. % fo = fy A-p.p.. (A2 est
la mesure de Lebesgue sur B(R?) dont on suppose I'existence).

3. Soient ¢ et 1 : R — R B(R?)-mesurables t.q. :

(a) o(z,.) et ¥(z,.) sont continues p.p. en x € R
(b) ¢(,.y) et ¥(.,y) sont mesurables pour tout y € R

(Ces fonctions sont dites de “Carathéodory”.)

(a) Montrer que ¢ et 1 sont B(R?)-mesurables.

(b) Montrer que ¢ = ¥ Xo-p.p. = ¢(z,.) = ¥(z,.) partout, p.p. en z € R. En déduire que si
@ =1 Ao-p.p, alors f, = fy A-p.p..

7.7.4 Convolution
Exercice 7.19 (Propriétés élémentaires de la convolution) Corrigé 151 page 46/
Soit f,g € L'(RN) = LL(RY, B(RN), Ay).

1. Montrer que f*g = g* f p.p.. [Utiliser 'invariance par translation de la mesure de Lebesgue et sa
conséquence pour les changements de variables simples (propositions 7.7 et 7.8).]

2. On suppose que f et g sont & support compact (f & support compact signifie qu’il existe K, compact
de RY, t.q. f =0 p.p. sur K¢). Montrer que la fonction f % g est alors aussi & support compact.
[On désigne par B(0,«) la boule ouverte de centre 0 et de rayon . Comme f et g sont & support
compact, il existe a et b € Ry tels que f = 0 p.p. sur B(0,a)¢ et g = 0 p.p. sur B(0,b)¢. Montrer
que f*g =0 p.p. sur B(0,a+ b)°.]

Exercice 7.20 (Convolution L — C2°) Corrigé 152 page 466
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Soit 1 < p < co. Soit f € LP(RY) = LE(RN, BRY),\y) (ou f € L} (RN)) et p € C(RY,R). On
pourra se limiter au cas N = 1.

1. Montrer que pour tout x € RV, la fonction f(-)p(x — -) appartient & £!(RY). On pose alors
frp@) = [ 10— I,

2. Montrer que f * p € C°(RY R).

3. On suppose maintenant que f est a support compact, c’est a dire qu’il existe un compact de R,
noté K, t.q. f =0 p.p. sur K¢, montrer que f % p est aussi & support compact.

Exercice 7.21 (Inégalité de Young) Corrigé 153 page 467

Soient 1 < p < o0, f € LL(RN,BRN),Ay) et g € LE(RN,B(RY),Ay). Montrer que f x g est
définie p.p., fx g € Ly(RY, BRY),An) et ||f * gll, < [Ifll1llgllp- [Ecrire [([|f(z — y)g(y)ldy)Pdz =
J([1f(z - y)|lz|f(z — y)|%|g(y)|dy)pdx, avec q = z%' Appliquer I'inégalité de Holder puis le théoreme
de Fubini-Tonelli].

Exercice 7.22 (Itérations de convolution)
Soient L' = LL(R,B(R),\) et f € L' t.q. f =0 p.p. sur R_. On définit, pour n € N*, f** par : f*! = f

+o0
et f** = (=1 5 f pour n > 1. Pour A > 0, on pose : g(a) = / e~ f(t)|dt.
0

1. (a) Montrer que f*" est bien définie pour tout n € N*, et que f*" =0 sur R_.

(b) Montrer, par récurrence sur n, que f0+oo e~ (t)|dt < (g(a))™, pour tout a > 0 et tout
n > 1.

(¢) En déduire que fOT [f(t)]dt < e**(g(a))™, pour tout o > 0 tout n > 1 et tout x > 0.

2. Soit h € Cy(R,R). Montrer que h * f(x) est définie pour tout x € R et que hx f € Cp(R,R).
Remarquer de méme que h * f*" € Cp(R,R). On suppose maintenant que, h = 0 sur R_; montrer
que, pour tout x € R, hx f*"(x) — 0 quand n — +o0.

Exercice 7.23  Soient p et v des mesures sur l'espace mesurable (R, B(R)). On définit u * v par :
pxv(A) = [po La(z +y)du(z)dv(y).

1. Montrer que p * v est une mesure.
2. Montrer que si p et v sont des probabilités, alors pu x v est une probabilité.
3. Montrer que si p et v sont des mesures de densités respectives f et g (par rapport & Lebesgue),

alors p % v est une mesure de densité f x g.

7.7.5 Changement de variables
Exercice 7.24 (Fonction Gamma)

oo
Pour tout z > 0, on pose I'(x) = / t*Le~tat.
0
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1. Montrer que I'(z + 1) = zI'(z) pour tout > 0. En déduire que I'(n) = (n — 1)! pour tout entier
n>1.

2. Calculer I'(

o0
%) On pourra utiliser /0 e dy = Y .

3. Montrer que T est de classe C* sur |0, 00[ et que ') (z) = / (Int)"t*~Le~tdt, pour tout n > 1.
0

Exercice 7.25 (Calcul d’un volume)
Calculer le volume de E ot E = {(x,y,2) € [0,1]%; z > 4ay}.

Exercice 7.26 Corrigé 154 page 468

" sinx noree
1. Vérifier que sin > 1 / dz = / (/ e tdt) sin wdzx.
o T o Jo

2. Calculer F,(t) = / e *tsinzdz (t > 0).
0

oo
3. Calculer lirf F,(t)dt. (F,, est définie & la question précédente.)
n—+0oo 0
" sinax T
4. En déduire que lim / dr = —.
n—+oo [q x 2

Exercice 7.27 (Coordonnées polaires) Corrigé 155 page 470

1. Calculer f(RﬂQ e~ @ +") 4y dy (on rappelle que dzdy désigne dia(x,y)). [On pourra utiliser le
passage en coordonnées polaires.]

2. Calculer/ e~ da.
R+
Exercice 7.28
Soient Q = {(z,y) |1 <2?+4y2 <4, 2>0,y>0}, G={(z,y) €Q|y<z}, ¥ ={,y)]1<2' <
4,0<ytet G =0Nn{y <1}.

1. Montrer qu’il existe un difféomorphisme 7" : Q — Q' tel que T(G) = G'.

2. Soit f(z,y) = i T # 0 et f(0,y) = 0. Montrer que f est borélienne sur R?, intégrable sur

422
G et calculer son intégrale. f est-elle intégrable sur Q7

Exercice 7.29 (Sur volume de la boule unité dans R")

On note Cy le volume de la boule unité dans RY. Montrer que, si p > 0 et B™(p) désigne la boule de
centre 0 et de rayon p dans R, on a Ay (BY(p)) = pCy. En déduire la relation de récurrence suivante:
Cns1=Cn [ (1 — w)N2u=1/2 du,

Exercice 7.30 (Sur volume de la boule unité dans R", suite)
On appelle fonction eulérienne de premiére espece la fonction B :]0,00[2— R définie par B(p,q) =
Jy P (1 —6)e "t dt.
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1. Montrer que B est bien définie et C* sur ]0, oo[%.

2. Montrer que B(p,q) = 2 fOW/Q sin(p) %=L cos(p)2~ L dp = fooo (m‘i du. En déduire B(1/2,1/2).

1+u2)1-v+q

3. Montrer que B(p,q) = Fr((p;-l;g) [on pourra calculer T'(p)I'(g) en introduisant le difféomorphisme

o(t,v) = (tv,t(1 —v))]. En déduire I'(1/2).

4. Calculer, en fonction de T, les constantes Cy de I'exercice précédent.

Exercice 7.31 (Cordonnées polaires dans RY) Corrigé 156 page 471
On note S™V~! la sphere de centre 0 et rayon 1 dans RY (ie. SV~ = {z € RV | |z| = 1}, ot |.| désigne

la norme euclidienne usuelle). Pour A C SV~ on pose A = {tx, t €[0,1], x € A}.

Montrer que si A est un borélien de SN—1, alors A est un borélien de RY.

On définit alors, quand A est un borélien de SV~1 o(A4) = NAy(A). Montrer que o définit une mesure
sur les borélien de SN—1,

Montrer que, pour tout f : RV — R mesurable positive ou intégrable on a

o T = /Ooo ( /S _F) da(&)) PN dp.

Trouver alors les o € R tels que  — || soit intégrable sur RV\B; ou sur By, avec By = {x € RY;
|z| < 1}.

Exercice 7.32 (Changement de variables W' croissant) Corrigé 157 page 473
Soit f € LL(R,B(R),\) t.q. f > 0 p.p.. Pour x € R, on pose p(z) = ffoo f()dt. (On rappelle que, pour
a <b, [0 f(t)dt désigne [ 1), 4 fdA.)

1. Montrer que ¢ € C(R,R) et que ¢ est strictement croissante.

On note I,,, I'image de ¢ (I, est donc un intervalle dont les bornes sont 0 et j fd)\) et on note
¥ : I, — R la fonction inverse de ¢ (¢ est donc continue de I,,, dans R).

On rappelle que si I est un intervalle de R et B(I) est sa tribu borélienne, on a B(I) = P(I)NB(R).
Pour A C R, on note ¢(A) = {p(z), x € A}. Pour A C I,,,, on note (A) = {¢(x), z € A}.

2. Montrer que {¢(A4), A € B(R)} = B(I,,) et que {¢(A4), A € B(I,)} = B(R).

3. Soit I un intervalle de R. Montrer que A(p(I)) = [; fdA.

4. Soit O un ouvert de R. Montrer que A(¢(0)) = fo fdA. En déduire que, pour tout € > 0 il existe
6>0t.q.:
O ouvert, A(O) < d = Ap(0)) <e.

5. Soit A € B(R). Montrer que A(p(A)) = [, fdX. [On pourra, par exemple, utiliser la régularité de
A et la question précédente.]

6. Soit a,b € R t.q. a < b.
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(a) Soit B € B(R). On pose g = 15. Montrer que :

»(b) b
/ olt)dt = / 9((5)) £ (s)ds. (7.19)
p(a) a

[Prendre A = ¢(B N I;,)N]a, b] et utiliser la question précédente.|

(b) Montrer que (7.19) est encore vraie pour g € £+ (R, B(R)), puis pour g € M, (R, B(R)).

(c) Soit g : R — R mesurable. On suppose que gljo(ay,o) € L (R, B(R),\). Montrer g o
©fLap € Ly (R, B(R), \) et que (7.19) est vraie.

NB: On peut montrer que ¢ est dérivable p.p. et que ¢’ = f p.p.. La formule (7.19) est alors la
formule habituelle de changement de variable. Noter aussi que la fonction ¢, restreinte a Uintervalle ]a, b],
appartient & un espace appelé Wh1(]a, b]) (ce qui explique le titre de I'exercice).

221



Chapter 8

Densité, séparabilité, et compacité
dans les espaces LP(()

Tout ce chapitre est consacré aux espaces L (Q,B(Q), An) ot 2 un ouvert de RV, N > 1, B(f) est la
tribu borélienne de 2, Ay désigne la restriction & B(£2) de la mesure de Lebesgue sur B(RY) (aussi notée
An) et 1 <p<oo.

On notera toujours LP(Q2) = LE(Q, B(Q), An).

8.1 Théoréemes de densité pour les espaces LP(f2)

8.1.1 Densité des fonctions C.(2,R) dans L?(Q)

Définition 8.1 Soient N > 1, Q un ouvert de RN et f une fonction définie de Q dans R. On dit que f
est a support compact (dans ) si il existe un compact K C Q tel que f =0 sur Q\ K.

On note souvent supp(f) Padhérence dans 2 de l'ensemble des z € Q t.q. f(z) # 0. On peut montrer
que f est & support compact si et seulement si supp(f) est compact.

Définition 8.2 Soient N > 1, Q un ouvert de RY et f une fonction définie de Q dans R. On dit que
feCP(R) si

1. f est de classe C*> (de Q2 dans R).
2. f est & support compact (dans Q).
On note aussi D(Q) = C(Q,R).

Remarque 8.1 Si N =1 et 2 =]0, 1], la fonction f définie par f(z) = z(z — 1) est de classe C™ sur (,
mais elle n’est pas a support compact. En effet, il n’existe pas de compact inclus dans ]0,1[ t.q. f soit
nulle en dehors de ce compact.

Par contre, si f est de classe C* sur |0, 1] et si il existe € > 0 tel que f(z) = 0 pour z €]0,¢[ et pour
x €]1 — ¢, 1], alors f € C°(Q,R).
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Théoréme 8.1 (Densité de C.(2,R) dans L?(Q)) Soient N > 1, p € [1,+oc[ et Q un ouvert de RN
(par exemple, 2 = RY ). Alors :

C.(,R) est dense dans LP(Q) c’est-a-dire :

VfeLP(Q), Ve >0, 3p € C.({R) tg. ||f—oll, e (8.1)

DEMONSTRATION : La démonstration de ce résultat est faite dans I’exercice 6.4 pour le cas Q@ = R. La
généralisation donnée ici se démontre de maniére trés voisine (grace au résultat de régularité, proposition
7.5), voir lexercice 8.1. n

Une conséquence importante du théoreme 8.1 est la “continuité en moyenne” que I’on donne maintenant.

Théoréme 8.2 (Continuité en moyenne) Soient N > 1, p € [1, +oo[,et f € LP(RN). Alors, || f(- +
h) = fllp — 0 quand h — 0, c’est-a-dire :

/|f(:c+h)ff(x)|pdmﬂo, quand h — 0.

DEMONSTRATION : La démonstration est ici encore trés similaire & la démonstration vue pour N = 1
dans l'exercice 6.4, elle est proposée dans l'exercice 8.2. [

Remarque 8.2 (Attention & L !) Les deux résultats précédents sont faux dans L>°. Considérer par
exemple le cas N =1 et la fonction f = 1g, (qui appartient & L>°(R), en confondant f avec sa classe).
On peut montrer que (voir ’exercice 8.3) :

1
L Yo e CR,R), |If — ¢l 2 5

2.¥h>0, [f(-+h)— fllo =1.

8.1.2 Reégularisation par convolution

Si a € Ry, on note B, la boule fermée de centre 0 et de rayon a de RY.

Définition 8.3 (L1 )

loc

Soient N > 1 et Q un owvert de RN. Soit f : Q — R. On définit que f est “localement intégrable sur
07 si flg € LY(Q) (au sens “il existe g € LY(Q) t.q. f =g p.p. sur K”) pour tout compact K € Q.

On note L}, .(Q)(= L},.(Q2,B(22),\n)) Uensemble des fonctions localement intégrables sur Q.

Remarque 8.3 Soient N > 1 et  un ouvert de RY. Pour tout p tel que 1 < p < 400, on a LP(Q) C

L}OC(Q) (ceci est une conséquence immédiate du résultat d’inclusion entre les espaces LP, proposition 6.8).

Définition 8.4 (Famille régularisante) Soit N > 1 et soit p € CX(RY R) t.q. p > 0, {x € RY;
p(z) # 0} C By et [ p(z)dz = 1. On appelle famille régularisante (ou famille de noyauz régularisants)
la famille de fonctions (pn)nen- C C2 (RN, R) définie par : pn(x) = n™¥p(nz),r € RN, n € N*.

Remarque 8.4 Dans la définition précédente, il est facile de vérifier que {z € RY; p,(z) #0} C B 1et
S pn(@)dz =1

1l existe bien des fonctions vérifiant les propriétés demandées pour p dans la définition 8.4. Pour N =1,
par exemple, il suffit de prendre p(z) = aexp(=z-5) pour = €] — 1,1[ et p(z) = 0 pour x ¢] — 1, 1], avec
o > 0 choisi pour avoir [ p(z)dz = 1.
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Lemme 8.1 Soient N > 1, (pp)nen+ une famille réqularisante et f € L} (RN). Alors, fxp, est définie
partout sur RN et f % p, € C®RN R). De plus, si il exviste a > 0 t.q. f =0 p.p. sur BS, on a alors
fHpn=0sur By . (f * pn est donc a support compact).

DEMONSTRATION : La démonstration du fait que fxp, € C(R™,R) est donnée dans 'exercice 7.20. La
seconde partie est donnée dans les exercices 7.20 et 7.19. L’indication de la seconde question de I'exercice
7.19 donne le support indiqué ici pour f * p,. =

Proposition 8.1 Soient N > 1, (p,)nen+ une famille régularisante. Soient p € [1,+oo] et f € LP(RV).
Alors, f*pn — f dans LP(RN) lorsque n — +oo.

DEMONSTRATION : La démonstration est une conséquence du théoréme de continuité en moyenne (théo
réme 8.2).

On choisit un représentant de f, encore noté f. Pour n € N*, on pose f,, = f * pn. Pour z € RV, on a :

fule) — f(2) = / F(& = y)oulv)dy — f() / puly))dy = / (& — ) — F(2))pu(w)dy,

et donc :

fula) — F@)P < ( / (@ =) — F(@)|on (y)dy)?.

Pour p > 1, on utilise I'inégalité de Holder en écrivant p,, = pn pn (avec ¢ = p/(p — 1)) et on obtient (ce
qui est aussi immédiatement vrai pour p =1) :

fule) = f@)P < / (@ — ) — @) puly)dy( / pu()dy)s = / F@—y) — f@Ppulr)dy.  (3.2)

On remarque maintenant que I’application (z,y)* — (f(y) — f(z)) est mesurable de R? dans R (munis de
leur tribu borélienne), ceci est une conséquence (par exemple) de la proposition 7.3 et de la mesurabilité
de la somme d’applications mesurables. L’application (z,y)! + (z,7 — y) est mesurable de R? dans R?
(car continue). Par composition, 'application (z,y)! — (f(z —y) — f(z)) est donc mesurable de R? dans
R. On en déduit, en utilisant une nouvelle fois la mesurabilité de la composée d’applications mesurables
(et du produit d’applications mesurables), que (z,y)! — |f(x —y) — f(x)[Ppn(y) est mesurable (positive)
de R? dans R.

On peut donc appliquer le théoreme de Fubini-Tonelli pour déduire de (8.2) que :

[10a@) = s@pas < [([ 11 =0 - s@mtianas = [([ 15 -) = @Pou @)y -

/B 1FC =) — FI2pn(y)dy

' (8.3)
On utilise maintenant le théoreme 8.2. Soit € > 0. 1l existe n > 0 t.q. :

heRY, bl <n = |f(—h) = fl,<e.

On déduit donc de (8.3) que :
1

S fa—flp <=
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Ce qui termine la démonstration. [

Le deux résultats précédents permettent de démontrer le théoreme de densité suivant :
Théoréme 8.3 Soient N > 1 et p € [1,+o0[, C (RN, R) est dense dans LP(RN).

DEMONSTRATION : La démonstration proposée ici utilise une méthode dite de “troncature et régularisa-
tion”.

Pour f € LP(RY), on dit que f est “4 support compact” si il existe K compact de R t.q. f =0 p.p. sur
K*°. On note A 'ensemble des f € LP(R™) & support compact.

Etape 1. On montre dans cette étape que A est dense dans LP(RY). Soit f € LP(RN). Pour n € N,
on pose f, = flp,. Comme f,, — f p.p. quand n — oo et |f,| < |f| p.p. (pour tout n € N), on peut
appliquer le théoreme de convergence dominée dans LP (on utilise ici le fait que p < o0). Il donne que
fn — f dans LP(RY) quand n — co. Comme (f,)nen C A, on a bien montré la densité de A dans
LP(RN).

Etape 2. Soit maintenant f € A. Pour conclure la démonstration, il suffit de montrer qu’il existe une
suite (f)nenr C CX(RY,R) t.q. f, — f dans LP(RY) quand n — oco. Or cette suite est donné avec
fn = [ *pn ol (pn)nen+ est une famille régularisante. En effet, le lemme 8.1 donne que (fy,)nens C
C(RYN,R) et la proposition 8.1 donne que f,, — f dans LP(R") quand n — oo. L]

On rappelle (remarque 8.2) que C.(RY,R) (et donc aussi C°(RY,R)) n’est pas dense dans L= (RY). 1l
est intéressant aussi de remarquer que le théoréme précédent (théoréme 8.3) est encore vrai si on remplace
la mesure de Lebesgue par une mesure sur les boréliens de RY (N > 1), finie sur les compacts. Toutefois
la démonstration donnée ici doit alors étre modifiée. Ceci est fait dans l’exercice 7.13 pour p =1 (et la
généralisation pour traiter tous les cas p € [1, 00| est assez simple).

8.1.3 Densité de C°(Q2,R) dans LP(Q)

On a aussi un résultat de densité pour les fonctions définies sur un ouvert de RY.

Théoréme 8.4 (Densité de D(Q2) dans LP(Q2)) Soient N > 1, p € [1,+o00[ et Q un ouvert de RN.
Alors, D(Q) = C°(Q,R) est dense dans LP(Q).

DEMONSTRATION : Pour Q # R, on pose K, = {z € RY; d(2,Q°) > 1} N B, si n € N*.

Soient f € LP(Q) et € > 0. On remarque d’abord (en utilisant, comme pour le théoréme précédent, le
théoréme de convergence dominée dans LP) que flg, — f dans LP(Q) quand n — co. On peut donc
choisir ng € N* t.q. || f — faollp < e.

On pose maintenant g = f,,. On peut considérer que g € LP(RY) et on a g = 0 p.p. sur K¢ avec

K = K,,. En prenant une famille régularisante, (p,)nen+, le lemme 8.1 et la proposition 8.1 donnent que

g% pn — g dans LP(RY) quand n — oo et (g% pp)nene C CX (RN, R). 11 suffit alors de remarquer que la

restriction de g x p, & § est a support compact dans 2 dés que n > ng pour conclure la démonstration.
L]

Ici aussi, le théoreme 8.4 est encore vrai si on remplace la mesure de Lebesgue par une mesure sur
les boréliens de €, finie sur les compacts. La démonstration donnée ici doit alors étre modifiée (voir
Pexercice 7.13).
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8.2 Séparabilité de L’(Q2)

Proposition 8.2 Soient N > 1, Q un ouvert de RY et p tel que 1 < p < 4o0. Alors, lespace LP(Q) est
séparable.

DEMONSTRATION : La démonstration est 'objet de I’exercice 8.4 (et de 6.5 pour le car Q = R). "

Les espaces du type L ne sont, en général, pas séparables. L’exercice 8.5 montre que, par exemple,
LY (R, B(R), A\) n’est pas séparable.

8.3 Compacité dans les espaces L?({2)

Soit E un espace vectoriel normé et A une partie de F ; on rappelle que A est (séquentiellement) compact
si de toute suite d’éléments de A on peut extraire une sous-suite qui converge. Notons que cette notion
de compacité “séquentielle” est équivalente a la notion ce compacité “de Borel -Lebesgue” (i.e. de tout
recouvrement de A par des ouverts on peut extraire un sous-recouvrement fini) dés que E est un espace
métrique (ce qui est notre cas, car F est un espace vectoriel normé).

Une partie A de E est dite relativement compacte si son adhérence est compacte (ou encore si il existe
un compact K de E tel que A C K).

Dans le cas ou E est un espace de dimension finie, A est compacte si et seulement si A est fermée bornée,
et A est relativement compacte si et seulement si A est bornée.

Ces deux caractérisations sont fausses si dim(F) = 4o00. On sait par le théoréme de Riesz que la boule
unité fermée d’'un evn E est compacte si et seulement si la dimension de E est finie.

On s’intéresse ici au cas E = LP(Q) (2 ouvert non vide de RY), espace vectoriel normé de dimension
infinie, et on voudrait caractériser les parties relativement compactes ; en particulier, étant donnée une
suite de fonctions de LP(2), sous quelles hypotheses peut-on en extraire une sous-suite qui converge ? Une
condition nécessaire évidente est que la partie considérée soit bornée (une partie relativement compacte
est toujours bornée). La deuxiéme condition est, pour 1 < p < 400 et Q bornée, que la partie soit
équicontinue en moyenne, au sens précisé dans le théoreme suivant :

Théoréme 8.5 (Kolmogorov) Soit Q € B(RY) et 1 < p < 400 ; on considére ici lespace mesuré
(E,T,m) = (Q,B(RY),\y). Soit A C LP(Q) ; A est relativement compacte si et seulement si :

1. Il existe C € R t.q. ||f|lp, < C pour tout f € A,

2. la partie A est équicontinue en moyenne, c’est-a-dire que pour tout € > 0, il existe § >0 t.q. :

pour tout f € A, |h| <= ||f(-+h)— fll, <e,

3. la partie A est “équi-petite” a linfini”, c’est-a-dire que pour tout € > 0, il existe a € Ry, t.q.
/ |fIPdm < & pour tout f € A,
B

c
a

ot f est la prolongée de f par 0 en dehors de ).

La démonstration de ce théoréme se fait en utilisant la densité de I’espace de fonctions C.(©2,R) dans
LP(Q), et le théoréme d’Ascoli, que nous rappelons ici :
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Théoréme 8.6 (Ascoli) Soient K une partie compacte de R et A une partie de l’espace vectoriel
C(K,R) muni de la norme uniforme ; A est relativement compacte si et seulement si A est bornée
et uniformément équicontinue, i.e. ¥ £ >0,30 >0;V z,y € K, [zt —y| <= |f(z) - fly)] <e,
vV feA.

Corollaire 8.1 Soient Q € B(RY), 1 < p < 400 et (fu)nen C LP(). On suppose que la famille
A = {fn, n € N} vérifie les conditions 1, 2 et 3 du théoréme de Kolmogorov. On peut alors extraire
de (fn)nen une sous-suite, notée (fom))nen, et il eviste f € LP(Q) t.q. fom) — f dans LP(Q) quand
n — 0o.

8.4 Propriété de compacité faible

On a introduit au chapitre 6 la convergence faible x dans le dual d’un espace de Banach. On a une
propriété de compacité tres utile lorsque ’espace de Banach considéré est séparable :

Proposition 8.3 (Compacité faible-x séquentielle des bornés du dual d’un séparable)

Soit F' un espace de Banach séparable et F' son dual topologique ; soit (T, )nen une suite bornée de F’ ;
alors il existe une sous-suite (T, )ken et T € F' t.q. la sous-suite (Ty,, )ren converge vers T dans F' pour
la topologie faible x (i.e. Ty, (u) — T'(u) (dans R) pour tout élement u de F.)

DEMONSTRATION : procédé diagonal. . .

Cette propriété s’applique donc aux suites bornées de L>(Q) ; en effet, grace au théoréme 6.9 et a la
proposition 8.2), 'espace L°°(Q2) peut étre identifié au dual de 'espace L'(£2), qui est un espace séparable
(Q est ici un borélien de RY). On a donc, par exemple, le résultat suivant :

Proposition 8.4 (Compacité faible x séquentielle des bornés de L)

Soit (un)nen une suite bornée de L (R, B(R),\), i.e. telle qu’il existe M € Ry t.q. |Jun|loo < M pour
tout n € N. Alors, il existe une sous suite, encore notée (un)nen, et il existe w € L (R, B(R), ) t.q.
un, — u dans L (R, B(R), A) pour la topologie faible *.

Dans le cas p €]1, +0o[, on peut écrire une propriété de compacité faible :

Proposition 8.5 (Compacité faible séquentielle des bornés de L?)

Soit (un)nen une suite bornée de LE (R, B(R), \), p €]1,+00], i.e. telle qu’il existe M € Ry t.q. |Jun|, <
M pour tout n € N. Alors, il existe une sous suite, encore notée (up)nen, et il existe u € LY (R, B(R), \)
t.q. u, — u dans LP pour la topologie faible, c’est-a-dire t.q. f(unv —uv)dm — 0 pour tout v € L1, ou

_ _D
q=;".

8.5 Exercices

Exercice 8.1 (Densité de C.(Q,R) dans LP(12))

Soient, N > 1, p € [1,4+oo[ et  un ouvert de RY. Montrer que C.(©2,R) est dense dans LP()), c’est-a-
dire que pour tout f € LP(Q) et pour tout € > 0, il existe ¢ € C.(Q2,R) t.q. ||f — ¢, < €. [Reprendre la
démonstration de lexercice 6.4 qui traite le cas Q = R. Utiliser le résultat de régularité, proposition 7.5.]

Exercice 8.2 (Continuité en moyenne)
Soient N > 1, p € [1,+oo] et f € LP(RN). Montrer que | f(- +h) — f|l, — 0 quand h — 0. [Reprendre
la démonstration vue pour N = 1 dans l’exercice 6.4]
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Exercice 8.3 (Non densité de C. dans L>) Corrigé 158 page 475
On considere f = 1g, (qui appartient & Lg°(R, B(R), A), en confondant f avec sa classe).

1. Montrer que ||f — ¢|l > & pour tout ¢ € C(R,R).

2. Montrer que [|f(- + h) — f|loc = 1 pour tout h € Rx.

Exercice 8.4 (Séparabilité de LP(Q2), 1 < p < c0) Corrigé 159 page 475

Soient N > 1,  un ouvert de RV et p tel que 1 < p < 4+oc. Montrer que I'espace LP(f2) est séparable.
On pourra se limiter au cas 2 = R et raisonner ainsi : Soit n € N*, pour ¢ = 0,1,...,2n% — 1, on note:
I} =[-n+1%-n+ %1[ On pose : A, = {f:R—=R;fln =7, otr €Q, et f=0sur [-n,n[}. On

n’

pose A=, cnv An-

1. Montrer que A est dénombrable.

2. Montrer que, pour tout f € C.(R,R) et pour tout € > 0, il existe g € A t.q. || f —gll, <e.

3. Conclure par la densité de C.(R,R) dans LP(R,) (théoréme 8.1).

Exercice 8.5 (Non séparabilité de L (R, B(R),\)) Corrigé 160 page 476
On note B I'ensemble des f appartenant & L (R, B(R), A) t.q., pour tout n € N, f =0 p.p. sur Jn,n+1]
ou f =1p.p. sur |n,n+1[.

1. Montrer que B est non dénombrable. [Construire une injection de I’ensemble des parties de N dans
B]

2. Soit A une partie dense de L (R, B(R),A). Montrer que pour tout f € B, il existe g € A t.q.
I =gl < i. En déduire qu’on peut construire une application injective de B dans A.

3. Montrer que LP (R, B(R), \) n’est pas séparable.

Exercice 8.6 (Convolution L? — L%) Corrigé 161 page 477
Pour 1 < p < o0, on note £P = LL(R, B(R), A) et LP = LE(R, B(R), A).

1. Soit1<p<+oo,q:p”j,fe£petge£q.

(a) Montrer que pour tout z € R, application f(-)g(x — -) est intégrable.
On peut donc définir (f * g)(x) pour tout z € R.
(b) Montrer que |(f +6)(&)| < [/ llglly» pour tout z € R.

(c) Montrer que f * g est continue sur R.

2. Soit1<p<+oo,q:%.
(a) Soit F' € LP et G € L9. Montrer qu’on peut définir F' x G sur R en posant F x G = f % g, avec

f € FetgeG. [l suffit donc de démontrer que f % g ne dépend pas du choix de f dans F et
g dans G.]

(b) Montrer que l'application (F,G) +— F xG est bilinéaire continue de L? x L¢ dans Cy(R,R) (on
rappelle que Cy(R, R) est ensemble des fonctions continues bornées de R dans R, muni de la
norme de la convergence uniforme).
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(c) Soit F € LP et G € L4. Montrer que F' x G € Co(R,R) (c’est-a-dire que la fonction F x G est
continue de R dans R et que (F * G)(xz) — 0 quand 2 — +00).

3. On prend maintenant p = 1 et ¢ = +o0.
(a) Soit f € L! et g € L. Montrer que (f * g)(x) est bien définie pour tout 2 € R. Montrer que
fxge€e Cb(R,R).

(b) Soit F' € L' et G € L>™. Montrer que (F x G)(z) est bien définie pour tout = € R en posant
FxG=fxg,avec fe Fetged.

(c) L’application (F,G) +— F % G est-elle continue de L' x L> dans Cj, ?

(d) A-t-on F % G € Co(R,R), pour tout FF € L' et G € L™ ?
Exercice 8.7 (Caractérisation d’une fonction par son action sur C°) Corrigé 162 page 480
Soit d € N*. On rappelle que Ay est la mesure de Lebesgue sur les boréliens de R? et que I’élément

d’intégration par rapport & Ag est noté dz (au lieu de dA4(x)). On rappelle aussi que | - | dénote la norme
euclidienne dans R?. On se donne une fonction p € C2°(R% R) t.q. :

e p(x)=0siz R |z >1,
o p(x) > 0sixeRY
o [p(z)dz =1.

Pour n € N*, on note p,, la fonction définie par p,(z) = nép(nz), de sorte que (pn)nen~ est une famille
de noyaux régularisants (voir le chapitre 8 du cours).

1. Soit f € LY(RY, B(RY), A\q).

(a) Soit p € C(RY,R). Montrer que fo € LYR?, B(R?), \q).
On suppose maintenant que [ f(z)p(z)dx = 0 pour tout ¢ € C°(R4,R).

(b) Soit n € N*. Montrer f % p,(x) est bien défini pour tout = € R? et que f*p,(z) = 0 pour tout
r € RY.

(c) Montrer que f =0 p.p..

2. Soit Q un ouvert de R% et g € L} () (c’est-a-dire que g est une fonction de R? dans R t.q.

loc

glx € LY (R, B(R?), \g) pour tout compact K de Q).
(a) Soit ¢ € C°(Q,R). Montrer que gy € L (R%, B(R?), \g). (La fonction ¢ est prolongée par 0
hors de €2.)
On suppose maintenant que [ g(z)¢(z)dz = 0 pour tout ¢ € C°(Q, R).

(b) Soit n € N*. On note €, I'ensemble des 2 € Q t.q. |z —y| > L pour tout y € Q°. Montrer
g * pn(x) est bien définie pour tout = € Q,, et que g * p,(z) = 0 pour tout = € Q,,.

(¢) Soit K un compact de €, montrer que glx =0 p.p.. En déduire que g = 0 p.p. sur .

Exercice 8.8 (Théoréme de compacité dans L') Corrigé 163 page 482
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On pose L1(]0,1[) = L&(]0, 1, B(0,1]), A) et L} (R) = L& (R, B(R), A) (ol A désigne la mesure de Lebesgue
sur B(R) ou sa trace sur B(]0,1[)). Pour f € Ll(}()7 1[[), on identifie f avec 'un de ses représentants et

on note f la fonction définie par f = f sur |0, 1[ et f = 0 sur R\]0, 1.
Soit A une partie de L(]0, 1[).

On rappelle que A est relativement compacte dans L'(]0, 1[) si et seulement si A est précompacte (c’est-
a~dire que pour £ > 0 il existe p € N* et f1,..., f, € At.q. A CUL_ | B(fi,¢), ou B(f,¢e) désigne la boule
ouverte dans L1(]0, 1) de centre f et de rayon €).

Partie I (condition suffisante). On suppose, dans cette partie, que A est relativement compacte dans
L'(Jo, 1))

1. Montrer que A est une partie bornée de L*(]0, 1]).
2. Soit € > 0. Montrer qu’il existe a > 0 t.q. :

heR, b <o, f € A= |If(-+h) - fli<e (8.4)
Partie II (condition nécessaire). On suppose, dans cette partie, que A une partie bornée de L(]0, 1])
et que pour tout € > 0 il existe o > 0 vérifiant (8.4).

Soit p € CP(R,R) t.q. p >0, p(xr) = 0si |z] > 1et [p(z)de = 1. Pour n € N*, on définit p, par
pn(x) = np(nx) siz € R.

1. Soit € > 0. Montrer qu’il existe ng € N* t.q. :
neNn>ng, feA=|fxp,—flh <e (8.5)
[On pourra remarquer que f % p,(z) — f(z) = [(f(z — L) — f(@)p(y)dy.]
2. Soit n € N*. Pour f € A, on note f,, la restriction a [0, 1] de la fonction f*pn.
(a) Montrer qu'il existe C7,Cy > 0 ne dépendant que de n, p et de la borne de A dans L(]0, 1[)

t.q. :
HAS [07 1]a f eA= ‘fn(ll')‘ < Clv

z,y € [0,1], fe A= |fu(x) — fu(y)] < Calz —y).

En déduire que I'ensemble {f,, f € A} est relativement compact dans C([0, 1], R) [Utiliser le
théoréme d’Ascoli.]

(b) Montrer que l'ensemble {f,, f € A} est relativement compact dans L*(]0, 1]).

3. Montrer que la partie A est relativement compacte dans L(]0, 1]).
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Chapter 9

Vecteurs aléatoires

9.1 Définition, propriétés élémentaires

Définition 9.1 (Vecteur aléatoire) Soit d > 1 et (2, A) un espace probabilisable. On appelle vecteur
aléatoire (souvent noté v.a.) de dimension d une application mesurable de Q dans R? (ot R? est muni
de la tribu borélienne).

Noter que la notation “v.a.” signifie indifféremment “variable(s) aléatoire(s)” ou “vecteur(s) aléatoire(s)”.

Proposition 9.1 Soit d > 1 et (2, A) un espace probabilisable. Soit X une application de Q dans R?.
On note X1,...,Xq les composantes de X (de sorte de X = (X1,...,Xq)"). On note o(X) la tribu
engendrée par X (et o(X;), pouri=1,...,d la tribu engendrée par X;). On a alors :

1. o(X) est la plus petite tribu contenant les tribus o(X1),...,0(Xa).

2. X est un v.a. si et seulement si X; est, pour tout i € {1,...,d}, une v.a.r..

DEMONSTRATION : On rappelle que o(X) = {X~1(B), B € B(R%)} et que, pour tout i, o(X;) =
{X;1(A), A € B(R)}. On note C = {[]"_, 4i, A; € B(R) pour tout i}. On rappelle que C C B(R%) (voir
I'exercice 7.10) et que C engendre B(R?) (c’est méme encore vrai si on se limite & prendre pour A; des
intervalles, ouverts, voir l'exercice 2.7).

On note T la plus petite tribu contenant les tribus o(X1),...,0(Xq4). Soit i € {1,...,d} et A € B(R).
En prenant B = H}i=1 Ajavec Aj =Rsij#iet Aj=A ona X YB) € og(X) (car B €C C B(RY))
et X 1(B) = X;'(A). On en déduit X; *(A) € o(X) et donc o(X;) C o(X) pour tout i € {1,...,d}.

K2

Comme o(X) est une tribu, on a donc T' C o(X).

Pour montrer 'inclusion inverse (c’est-a-dire 7' D o(X)). On remarque que, si B € C on a B = H?zl A;
avec des A; appartenant & B(R). On a donc X '(B) = N&, X; 1 (A;) € T (car X; 1(4;) € o(X;) C T).
Or, il est facile de voir que {B € B(R%), t.q. X '(B) € T} est une tribu. Cette tribu contient C, elle
contient donc la tribu engendrée par C, c’est-a-dire B(R?). On vient donc de montrer que {B € B(RY),
t.q. X~ (B) € T} = B(R?), c’est-a-dire que X ~*(B) € T pour tout B € B(R?), ou encore que o(X) C T.
On a bien, finalement, o(X) = T, ce qui donne le premier item de la proposition.

Le deuxieme item est un conséquence facile du premier. En effet, si X est un v.a., on a pour tout i,
o(X;) C 0(X) C A et donc X; est une v.a.r.. Réciproquement; si X; est, pour tout ¢, une v.a.r., on a
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o(X;) C A pour tout i. Comme A est une tribu, on a donc A D T et comme T = o(X) on en déduit que
X est un v.a.. -

La démonstration de la proposition 9.1 n’utilise pas vraiment le fait que les X; soient des applications a
valeurs dans R. Elle se généralise donc facilement au cas ou les X; sont des applications & valeurs dans
R% .

Proposition 9.2 Soit p € N, p > 2, dy,...,d, € N*. soit (Q, A) un espace probabilisable et, pour tout
i€ {l,...,p}, X; une application de 0 dans R%. On note X = (X1,...,Xq)?, de sorte que X est une
application de Q dans R avec d = dy + ... + dy,. Soitd > 1 et (2, A) un espace probabilisable. Soit X
une application de Q dans R?. On note o(X) la tribu engendrée par X (et o(X;), pouri=1,....p la
tribu engendrée par X;). On a alors :

1. 0(X) est la plus petite tribu contenant les tribus o(X1),...,0(Xp).

2. X est un v.a. (de dimension d) si et seulement si X; est, pour tout i € {1,...,p}, un v.a. (de
dimension d; ).

Définition 9.2 (Loi d’un v.a.) Soit (2, A,p) un espace probabilisé, d > 1 et X un v.a. de dimension
d. On appelle loi de probabilité de X, et on note cette loi Px ou px, la probabilité sur B(R?) image par
X de p (c’est-a-dire Px(A) = p(X~Y(A)) pour tout A € B(R?)). Si (X1,...,Xg) sont les composantes
de X, La probabilité px est aussi appelée loi conjointe de (X1,...,Xq).

Un exemple important est la loi normale multidimensionnelle.

Définition 9.3 (Loi normale multidimensionnelle) Soit (2, A, p) un espace probabilisé, d > 1 et X
un v.a. de dimension d. Soit m € R? et D une matrice (@ coefficients réels, de taille d x d) s.d.p.
(c’est-a-dire symétrique définie positive). Le v.a. X a pour loi N'(m, D) (loi normale de paramétre m et
D) si Px = f\q avec :

1

1 t -1
fz) = mexp(—E(x —m)!D7 Yz —m)) Ag-p.p. en x € R

Si D est seulement semi-définie positive (c’est-a-dire Du-u > 0 pour tout u € R?), au liew d’étre définie
positive (c’est-a-dire Du - u > 0 pour tout u € R, u # 0), la loi normale N'(0, D) est aussi définie,
voir la proposition 9.9, mais ce n'est pas une loi de densité (par rapport a la mesure de Lebesgue), voir
Dexzercice 10.9 (et Uexercice 9.14 qui donne un exemple de loi normale bidimensionnelle qui n’est pas de
densité).

Nous verrons dans la section 9.3 que si X est un v.a. suivant une loi normale multidimensionnelle, X
est un v.a. gaussien. L’extension de la définition de la loi normale multidimensionnelle au cas D non
inversible permettra alors de dire que les v.a. gaussiens sont exactement ceux qui suivent une loi normale
multidimensionnelle (proposition 9.9).

Le fait que les composantes du v.a. X suivent une loi normale ne donne pas que X suit une loi normale
multidimensionnelle (voir, par exemple, 'exercice 10.10). Mais, si les composantes du v.a. X suivent
une loi normale et sont indépendantes, le v.a. X suit alors une loi normale multidimensionnelle (cf.
Pexercice 9.11 ou lexercice 10.10).

Définition 9.4 (i-eme projecteur) Soit d > 1. On appelle i-éme projecteur de R? Uapplication 7;, de
R? dans R, qui a un vecteur de R¢ fait correspondre sa i-éme composante dans la base canonique de RY.
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Définition 9.5 (Probabilité marginale) Soit (2, .4,p) espace probabilisé , d > 1 et X un vecteur
aléatoire de dimension d. On appelle i-éme probabilité marginale du vecteur aléatoire X la mesure image
de px par le i-éme projecteur m;. La remarque suivante montre que cette probabilité marginale est en fait
la loi de X; notée px,.

Remarque 9.1 Soit (2, A,p) espace probabilisé , d > 1 et X = (X1,...,X4)" un vecteur aléatoire de
dimension d. On note ¢; la i-éme probabilité marginale du vecteur aléatoire X. Soit B € B(R), par
définition de la loi marginale, on a :

4:(B) = px(m; ' (B)) = p(X ' (x; ' (B))).

Comme X; = m; 0 X, on a donc :
%:(B) = p(X; '(B)).

La probabilité ¢; est donc aussi la loi de la variable aléatoire X;.

Remarque 9.2 Soit (2,4, p) espace probabilisé , d > 1 et X = (X1,...,X4)? un vecteur aléatoire de
dimension d. La connaissance de px entraine la connaissance des px,. La réciproque est en général
fausse.

On définit la densité d’une loi de maniere analogue au cas scalaire.

Définition 9.6 (Loi de densité) Soit p une probabilité sur BRY) (N?gel), on dit que p est une prob-
abilité de densité (par rapport @ la mesure de Lebesque) s’il existe f € LE (RN, B(RN),Ay) t.q. p= fAn.

De méme que dans le cas scalaire, on a un théoréeme qui permet de calculer des intégrales par rapport a
la loi image :

Théoréme 9.1 (Loi image) Soit d > 1, (2, A,p) un espace probabilisé, X un v.a. de dimension d et
px la loi de X. Soit ¢ une application borélienne de R? dans R. On a alors :

1. po X € LE(Q, A, p) si et seulement si ¢ € Lk (RY, B(RY), px) ,
2. L’égalité

oo @ina) = [ olsns(s)

est vrai si @ prend ses valeurs dans R, ou si ¢ est bornée ou encore si p o X € L1(Q, A,p). (On
rappelle que p o X est en général notée o(X)).

Définition 9.7 (Fonction de répartition)

Soit d > 1, (2, A,p) un espace probabilisé, X = (X1,...,Xq)" un v.a. de dimension d et px la loi de
X. On appelle fonction de répartition du vecteur aléatoire X la fonction définie de R? dans [0,1] par :
Fx(ti,... ta) =p([X1 < t1,..., Xg < ta]).

Proposition 9.3 Soit d > 1, (2, A,p) un espace probabilisé et X un v.a. de dimension d de fonction de
répartition F'x. Alors :

1. 0 < Fx(t) <1 pour tout t € R ;
2. 8it, t' eR t <t (ie t; <, pour touti=1,....d), Fx(t) < Fx(t') ;

3. Fx est continue a droite en tout point ;
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4. Fx(t1,...,tq) — 1 lorsque (ty,...,t5) — (+00,...,+00) ;
5. Fx(ti,...,ta) — 0 lorsque t; — —o0 (a4 fixé).

DEMONSTRATION : La démonstration découle facilement des propriétés d’une mesure (monotonie, conti-
nuité croissante et continuité décroissante. [

Proposition 9.4 Soit d > 1, (2, A,p) un espace probabilisé et X un v.a. de dimension d de fonction de
répartition Fx. Si Fx € CHR%,[0,1)), alors px est une probabilité de densité (par rapport ¢ Lebesque)
et cette densité, notée fx, vérifie

09Fy

Fx = 0x1...0xq

Ad-p.p.. (9.1)
DEMONSTRATION : On suppose que d = 1. Pour tout a,b € R, a < b, la définition de Fx donne
px(Ja,b]) = Fx(b) — Fx(a). Mais, comme Fx est de classe Cy, on a Fx(b) — Fx(a) = fab Fi (t)dt. En
notant m la mesure de densité F'y par rapport & A, on a donc Px(]a,b]) = m(]a,b]) pour tout a,b € R,
a < b, ce qui est suffisant pour dire que Px = m (en utilisant, par exemple, la proposition 2.5).

Pour d > 1, on note m la mesure de densité 8dFX/8x1 ...0xq4 par rapport & A\g. Un raisoonnement voisin
du précédent donne m(Hle]ai, b;]) = PX(Hle]ai, b;]) pour tout a;,b; € R, a; <br,i=1,...,d. On en
déduit m = Px avec la proposition 2.5. [

Définition 9.8 (Espérance) Soit (2, A,p) espace probabilisé , d > 1 et X = (X1,...,X4)" un vecteur
aléatoire de dimension d. On suppose que E(|X;|) < oo pour tout i € {1,...,d}. L’espérance de X,
notée E(X), est alors le vecteur de RY dont les composantes sont les espérances des X;, c’est-a-dire
E(X)=(E(X1),...,E(Xy)".

Remarque 9.3 Soit (Q, A,p) espace probabilisé , d > 1 et X = (X1,...,X4)" un vecteur aléatoire de
dimension d t.q. E(|X;]) < oo pour tout i € {1,...,d}. Soit u € R L’application u- X (qui @ w € Q
associe u - X (w), on rappelle que & - est le produit scalaire canonique de & et  dans R?) est une v.a.r.
intégrable et il est clair que E(u - X) = u- E(X). L’application u — E(u - X) est donc Uapplication
linéaire sur R? représentée par E(X).

Définition 9.9 (Variance, covariance) Soit (2, A, p) espace probabilisé , d > 1 et X = (X1, ..., Xaq)
un vecteur aléatoire de dimension d. On suppose que E(X?) < oo pour tout i € {1,...,d}. On définit
alors la matrice de covariance de X, notée Cov(X), comme la matrice dont le coefficient i,j est donné
par :

Cov(X);; = E(X; — E(X,))(X; — E(X,))) pour tout i,5 € {1,...,d}.

On a donc C;; = Var(X;) et C;; = Cou(X;, X;) (noter d’ailleurs que Cov(X;, X;) = Var(X;)). Enfin,
on peut aussi noter que Cou(X) est l’espérance de la matrice (X — E(X))(X — E(X)".

Remarque 9.4 Soit (Q, A,p) espace probabilisé , d > 1 et X = (X1,...,Xq)" un vecteur aléatoire de
dimension d t.q. E(X2?) < oo pour tout i € {1,...,d}. Pour tout u € R%, on a donc E((u-X)?) < oo
et il est facile de voir (voir lezercice 9.8) que Var(u - X) = u! Cov(X)u. La matrice Cov(X) est donc la
matrice de la forme quadratique u — Var(u - X), définie sur R?. Cette matrice est donc symétrique et
semi-définie positive. On peut aussi noter que, pour tout u, v € R, on a u' Cov(X)v = E((u-X)(v- X)).
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9.2 Indépendance

Définition 9.10 Soit p € N, p > 2, dy,...,d, € N*. soit (2,A) un espace probabilisable et, pour tout
i€ {l,...,p}, X; un v.a. de dimension d;. Les v.a. Xi,...,X, sont dits indépendants si les tribus
0(X1),...,0(X,) (engendrées par X1, ..., X,) sont indépendantes (cf définition 2.24, p. 38)

La proposition suivante donne des “opérations” possibles sur 'indépendance.

Proposition 9.5 Soit p € N, p > 2, dy,...,d, € N*. soit (Q, A) un espace probabilisable et, pour tout

1€ {l,...,p}, X; un v.a. de dimension d;,. On suppose que les v.a. Xi,...,X, sont indépendants. On
se donne maintenant une suite strictement croissante po,...,pq (¢ > 2) t.q. 1=po < ...<ps=p+1
et, pour i € {1,...,q}, on note Y; le v.a. (Xp, ,,...,Xp,—1)", qui est donc un v.a. de dimension

ri=dp,_, +...+dp,—1 . On a alors
1. Les v.a. Y1,...,Y, sont indépendantes,

2. Si p; est, pour tout i € {1,...,q}, une application borélienne de R dans R% (avec s; € N*), les
v.a. 1(Y1),...,pq(Y,) sont indépendants.

DEMONSTRATION : le premier item est une conséquence immédiate de la proposition 2.11 (sur I'indépen-
dance de tribus) et de la proposition 9.2. Le second item est une conséquence immédiate du premier car
o(pi(Y:)) C o(Y;) pour tout i. ]

Remarque 9.5 Soit (2, A) un espace probabilisable et X,Y deux v.a. (pas nécessairement de méme
dimension). La proposition 9.5 montre que si X et Y sont indépendants, toute composante de X est
indépendante de toute composante de Y. Réciproquement, si toute composante de X est indépendante de
toute composante de Y, on en déduit que X et Y sont indépendants. Ceci est encore une conséquence
simple de la proposition 2.11.

On donne maintenant une généralisation de la proposition 4.10.

Proposition 9.6 Soit (2, A,p) un espace probabilisé, n > 2 et Xy,...,X,, des v.a. indépendants, de
dimension dy,...,d, € N*,

1. Soit, pour tout i € {1,...,n}, une fonction borélienne, notée ;, de R% dans Ry.. On a alors :
d n
E([J ei(x:) =[] E(ei(x:)). (9.2)
i=1 i=1

(En convenant qu’un produit de termes est nul si l'un des termes est nul.)

2. Soit, pour tout i € {1,...,n}, p; une fonction borélienne de R% dans R. On suppose que o(X;)
est intégrable pour tout i =1,...,n. La v.a.r. ngl 0i(X;) est alors intégrable et ’égalité (9.2) est
vrate.

3. Soit, pour touti € {1,...,n}, g; une fonction borélienne bornée de R% dansR. Alors, ’égalité (9.2)
est vraze.

N.B. Comme dans la proposition 4.10, l’item 3 est donc une CNS pour que les v.a. Xi,...,X, soient
indépendants.
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DEMONSTRATION : La démonstration suit pas & pas celle de la proposition 4.10, sans difficulté supplé-
mentaire. -

Remarque 9.6 Soit (£2,.4,p) un espace probabilisable. La proposition 9.6 donne aussi des résultats
quand les fonctions ¢; sont & la valeurs dans R™ avec r; # 1. Par exemple, soit X,Y sont deux v.a.
indépendants de dimensions d. On suppose X et Y intégrables (c’est-a-dire E(|X|) < co et E(]Y]) < o0).
La v.a.r. X Y est alors intégrable et E(X -Y) = E(X) - E(Y).

Plus généralement, soit X est un v.a. de dimension d, Y est un v.a. de dimension d, X,Y indépendants.
On suppose que ¢ est une fonction borélienne de R? dans R” et ¢ une fonction borélienne de R¢ dans R”
t.q. woX et oY soient intégrables. On a alors poX -1)oY intégrable et F(poX oY) = E(poX)-E(poY).
Enfin, si Xi,...,X, sont des v.a. indépendants de dimension d (d > 1), la formule donnée dans la
proposition 6.26 se généralise et donne :

Cov(X1+ ...+ X,) =Y _ Cov(X;).
i=1

Pour le montrer, il suffit de traiter le cas n = 2 (qui est traité dans I’exercice 9.9) et de faire une récurrence
sur n.

On donne maintenant la généralisation de la proposition 4.12.

Proposition 9.7 Soit (2, A,p) un espace probabilisé, n > 2 et Xy,...,X, des v.a. indépendants, de
dimension dy,...,d, € N*. Ces v.a. sont indépendants si et seulement si on a, pour tout famille {p;),
i=1,...n} t.q. ¢; € C.(R% R) pour tout i,

d

d
E(H ¢i(Xi)) = HE(<Pi(Xi))7 (9.3)

i=1
(En convenant qu’un produit de termes est nul si l'un des termes est nul.)

DEMONSTRATION : Ici encore, la démonstration suit pas & pas celle de la proposition 4.12, sans difficulté
supplémentaire. u

Théoréme 9.2 (Loi d’un couple de v.a. indépendantes) Soit (2,4, P) un espace probabilisé.

1. Soit X, Y deuz v.a.r.. Les v.a. X etY sont indépendantes si et seulement si la loi du v.a. (X,Y)?
(ou du couple (X,Y)) est Px,yy = Px ® Py.

2. Soit X1,..., X, (n>2)n v.a. de dimension dy,...,d, € N*. On pose Z = (X1,...,Xp)" (Z est
donc un v.a. de dimension dy + ...+ dy). Les v.a. X1,..., X, sont indépendantes si et seulement
st la loi du v.a. Z est P, = Px, ®...® Px,, .

DEMONSTRATION : La démonstration du premier item fait partie de I'exercice 9.10. le second item est
une généralisation assez simple (en faisant, par exemple, une récurrence sur n pour se ramener au cas
n=2). "

On utilise souvent en théorie des probabilités une suite (finie ou infinie) de v.a.r. indépendantes ayant
des lois prescrites. Le théoreme suivant montre qu’il existe effectivement un espace de probabilité et une
suite de v.a.r.i. sur cet espace ayant des lois prescrites.
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Théoréme 9.3 (Existence de v.a.r.i. de lois prescrites) Soit (p,)nen+ une suite de probabilités sur
B(R). On a alors :

1. Pour tout n € N*, il existe un un espace probabilisé, noté (Q, A, P), et une suite finie de v.a.r.
indépendantes, notées X1,...,X, t.q. Px, = pi pour tout k € {0,...,n}.

2. Il existe un un espace probabilisé, noté (Q, A, P), et une suite de v.a.r. indépendantes, notée
(Xn)nen+ t.q. Px, = pn pour tout n € N*.

DEMONSTRATION : Nous démontrons ici le premier item. Le second (plus difficile) sera admis. Soit
n € N*. Un raisonnement par récurrence utilisant le théoreme d’existence (et unicité) de la mesure produit

(théoreme 7.1) permet de construire une mesure p sur B(R") vérifiant, pour toute famille A;,..., A, de
boréliens de R :
n n
p(J] A =] pi(4).
i=1 i=1

Onadoncp=p1 Q... R py.
On prend alors (2, 4, P) = (R™, B(R™),p) et, pour tout i = 1,...,n, X; est Papplication qui a w € R"

associe sa i-ieme composante. Enfin, on note X = (X1,...,X,)!, de sorte que X est un v.a. de dimension
n.

Pour tout w € R™, on a X(w) = w, ceci prouve que Px = P. Puis, pour tout i € {1,...,n}, on a
X(w) = w; (ol w; désigne la i-itme composante de w). On en déduit que Py, = p;. Enfin, comme
P=p1®...0py,onaaussi Px =px, ®...®px,. Le théoreme 9.2 donne donc que les v.a.r. Xi,..., X,
sont indépendantes. L]

On s’intéresse maintenant & la somme de v.a.i.

Proposition 9.8 (Loi de la somme de v.a. indépendantes) Soit (Q, A, P) un espace probabilisé,
d>1et X,Y deuz v.a. indépendants de dimension d. Alors, px1y = px * Dy -

DEMONSTRATION : Soit ¢ une fonction borélienne bornée de R? dans R. Comme X et Y sont indépen-
dants, on a P(x,yy = Px ® Py (par le théoreme 9.2) et donc :

[ viap= [ oot nirun e = [ [ et nipean .
Q Rd JRd

R2d

La définition de la convolution de mesure donne (voir la définition 7.4 et la proposition 7.10 :

/Rd /Rd o(z 4+ y)dPx (z)dPy (y) = /Rd ©(2)d(Px * Py)(z).

On en déduit que [, o(X +Y)dP = [, ¢(2)d(Px * Py)(z), c’est-a-dire Px1y = Px * Py. "

9.3 Vecteurs gaussiens, théoréme central limite

Soit m € R et o > 0. On rappelle que la loi normale N (m, 0?) est la probabilité (sur B(R)) de densité f

avec, pour z € R,
o — 2
1 _(= '121)

fa) = e
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Pour introduire les vecteurs gaussiens, il est utile de définir aussi la loi normale N'(m,0). Cette loi normale
est la probabilité (sur B(R)) ¢, (appelée “mesure de Dirac au point m). Comme elle vérifie, pour tout
fonction ¢ borélienne de R dans R, [¢dd,, = ¢(m), il est facile de vétfier que N'(m,0) est la limite
étroite, quand o — 0, 0 > 0, de N(0,02).

Définition 9.11 Soit (2, A, p) un espace probabilisé, d > 1 et X un v.a. de dimension d. le v.a. X est
un v.a. gaussien si et seulement u - X est, pour tout u € Rd, une v.a.r. gaussienne.

Remarque 9.7 Soit (92, 4,p) un espace probabilisé, d > 1 et X un v.a. de dimension d. On suppose
que chaque composante de X est une v.a.r. gaussienne. Alors, le vecteur X n’est pas nécessairement
gaussien. Mais, si les composantes de X sont indépendantes, le vecteur X est alors un v.a. gaussien. On
peut aussi montrer que si X est un v.a. gaussien et que les composantes de X sont indépendantes deux
a deux (ou si on a seulement Cov(X;, X;) = 0 pour tout 4,5 t.q. ¢ # j), alors les composantes de X sont
indépendantes (voir l'exercice 10.10 pour tous ces résultats).

Les v.a. gaussiens sont les vecteurs qui suivent un loi normale multidimensionnelle, dont la définition
et donnée dans la définition 9.3, a condition d’étendre convenablement la définition 9.3 au cas D non
inversible. C’est 'objectif de la proposition suivante.

Proposition 9.9 Soit (2, A,p) un espace probabilisé, d > 1 et X un v.a. de dimension d.

1. Soit m € R* et D une matrice s.d.p. (de taille d x d). Si X ~ N(m, D), ou N'(m, D) est définie
par la définition 9.3, alors X est un vecteur gaussien.

2. Si X est un vecteur gaussien. On pose m = E(X) et D = Cov(X). Alors, la loi de X ne dépend
que de D. Si D est inversible on a X ~ N (m, D) (ot N(m, D) est définie par la définition 9.3).

Ceci permet de définir N(m, D) dans le cas ot D est seulement symétrique semi-définie positive (et
m € R?). On définit N(m, D) comme étant la loi d’un vecteur gaussien de dimension d t.q. m = E(X)
et D = Cou(X) (on peut montrer qu’un tel vecteur existe).

DEMONSTRATION : Le premier item est démontré dans I’exercice 10.8 et le deuxiéme item est démontré
dans ’exercice 10.9. n

On termine ce paragraphe en donnant, sans démonstration, le théoreme central limite pour une suite de
v.a.l.

Théoréme 9.4 Soit (2, A, p) un espace probabilisé et (X, )nen+ une suite de v.a. de dimension d i.i.d..
On suppose que E(|X1]?) < co. On pose E(X1) =m, D = Cov(X;) et, pour n € N*,

Y, = % iznl(xi, —m).

La suite (Py, )nen+ converge alors étroitement vers la loi normale multidimensionnelle N'(0, D). (Voir la
définition 9.3 et la proposition 9.9 pour la définition de cette loi normale multidimensionnelle.)
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9.4 Exercices

9.4.1 Définition, propriétés élémentaires

Exercice 9.1 Soient (E,T) un espace mesurable et (fz)r=1,... n une famille de fonctions mesurables de
(E,T) dans (R,B(R)). Montrer que I'application f définie de E dans RY par : (z,...,z) — f(z) =
(fi(z),... fn(x)) est mesurable.

Exercice 9.2 On reprend les hypotheses de 1’exercice 4.37. Soit Y la longévité moyenne des 1000 ou-
vrieres nées le 7 mai. Déterminer une valeur & > 0 pour laquelle on a une probabilité inférieure & 1072
que |Y — 45| > z.

Exercice 9.3 (Probleme de Buffon) On reprend les hypotheses de 'exercice 4.38. On suppose main-
tenant que ¢ = % On lance n fois l'aiguille: quelle est la loi de la variable aléatoire Z,,, qui représente le
nombre de rencontres au cours des n lancers.

Soit F), la fréquence des rencontres au cours des n lancers; estimer, a ’aide de I'inégalité de Bienaymé
Tchebicheff, le nombre de lancers permettant d’obtenir |F — %| < 0.05 avec une probabilité d’au moins

0.99.

Exercice 9.4

On va montrer ici que la connaissance des lois de probabilité marginales ne détermine pas forcément la
loi de probabilité. On considére pour cela 'espace probabilisable (E,T) = (]0, 1[x]0, 1[, B(R),) et on note
An la mesure de Lebesgue sur B(RY), et (a,p) la mesure de Dirac en (a,b). Soit p une probabilité sur
(E,T), on note p; et pa ses probabilités marginales.

1. Soit (a,b) € E. Montrer que p = d(,) si et seulement si p; = d, et pa = .
2. Soit p = Ag sur (E,T). Montrer que p1 = p2 = A (sur (]0,1[, B(R))).
3. On pose D = {(t,1 —t),t €]0,1[}, et on définit Papplication f :]0,1[ dans D par f(t) = (¢,1 —¢).

(a) Montrer que f est mesurable.

(b) On définit la probabilité p sur (E,T) par : p(D¢) = 0 et p(4) = A\(f~1(A)),VA € B(R),, A C
D. Montrer que p; = pa = A; et conclure.

Exercice 9.5 On considere deux variables aléatoires réelles indépendantes X et Y qui ont pour loi de

2 2
probabilité conjointe la loi dans le plan R? de densité f(z,y) = ﬁ exp(f 121'3 ) par rapport & la mesure
de Lebesgue de R2, ¢ étant un nombre réel donné. Quelle est la loi de probabilité de la variable aléatoire

Z = max(|X|,|Y]) ?

Exercice 9.6 Soient X; et X3 des variables aléatoires d’un espace probabilisé (E, T, p) dans (R, B(R))
suivant des lois de Poisson de parametre A\ et Ay respectivement, montrer que X; + X5 suit une loi de

k
Poisson de parametre Ay + Xa. (On rappelle que la loi de Poisson est donnée par P = 3", e*’\%ék7 ou
) désigne la mesure de Dirac en k).

Exercice 9.7
1. Soient (E,T,m) un espace mesuré fini, (f,)nen C L? = L3(E, T, m) t.q.:

(H1) la série de terme général || f,,||3 converge dans R.

239



(H2) (.fnafm)Lz =0 Vn, m;n # m.

(a) Montrer que la série de terme général f,, converge dans L? vers une fonction F € L2.

(b) Pour ¢ € N*, on pose A4, = {y € E,YN € N3m,n,m > n > N et \Z;":n )| > %}
Montrer que m(A,) = 0. En déduire que la série de terme général f, converge vers F' presque
partout.

2. Soient (E,T,p) un espace probabilisé et (X,,)nen une suite de v.a.r. indépendantes sur (Q,7). On
note o2 la variance de la v.a.r. X,, et on suppose que ZnEN 02 < 400. On pose S,, = ZZ:O Xi.
Montrer que la suite de v.a.r. .S,, converge presque siirement vers une v.a.r. S de variance finie, et
que 02(S,, —8) — 0 lorsque n — +oo.

Exercice 9.8 (Matrice des moments d’ordre deux et matrice de covariance) Corrigé 164 page
484

Soit (2,4, P) est un espace de probabilité. Soit X un vecteur aléatoire de dimension d (d > 1), dont
toutes les coordonnées (notées X;, i = 1,...,d) sont supposées étre de carré intégrable. La matrice des
moments d’ordre 2 du v.a. X est la matrice E(XX"), dont le terme (i, j) est le réel E(X;X;), et on
rappelle que la matrice de covariance de X, notée Cov(X), est la matrice E((X — E(X))(X — E(X))!) =
E(XX')—E(X)E(X)", dont le terme (4, j) est la covariance des v.a.r. X; et X;. (La notation X* désigne
le transposé du vecteur X.)

1. Soit u € R? montrer que u!E(X X" u = E((u- X)?) et que u*Cov(X)u = Var(u - X) (On rappelle
que u- X = Zle wX; = utX).

2. Montrer que les matrices E(XX?) et Cov(X) sont symétriques et semi-définies positives.

3. Montrer que si A est une matrice k x d et b un vecteur de R*¥, Y = AX +b, alors E(Y) = AE(X)+b
et Cov(Y) = ACov(X)A®.

4. Montrer que si Cov(X) n’est pas inversible, alors le v.a. X prend p.s. ses valeurs dans un sous—
espace affine de R? de dimension (inférieure ou) égale & d—1, et que la loi de X n’est pas absolument
continue par rapport & la mesure de Lebesgue de R?, notée _d (i.e. cette loi n’est pas & densité dans
R%).

5. Montrer que si trois points x, i et z de R? ne sont pas alignés, tout v. a. X de dimension 2 tel que
P(X=z)>0,P(X =y)>0et P(X =2) >0 a une matrice de covariance non dégénérée.
9.4.2 Indépendance

Exercice 9.9 (Covariance d’une somme de v.a.i.) Corrigé 165 page 485

Soit (©,.A, P) est un espace de probabilité et X,Y deux vecteurs aléatoires indépendants de dimension d
(d > 1). Montrer que Cov(X +Y) = Cov(X)+Cov(Y).

Exercice 9.10 (Loi d’un couple de v.a. indépendantes) Corrigé 166 page 485
Soit (€2, .4, P) un espace de probabilités et X, Y deux v.a.r..

1. Montrer que X et Y sont indépendantes si et seulement si la loi du couple (X,Y) est Px,y) =
Px ® Py.
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2. On suppose que X et Y ont des densités par rapport & A : Px = fA et Py = g\, avec f,g €
Ly (R, B(R), A) (et positives p.p.). Montrer que X et Y sont indépendantes si et seulement si la loi
du couple (X,Y) a pour densité la fonction (z,y) — f(x)g(y) par rapport a As.

Exercice 9.11 (V.a. suivant une loi normale multidimensionelle) Corrigé 167 page 486

Soit (€2, A, P) un espace de probabilités et X = (Xy,...,Xq4) (d > 1) un v.a. de dimension d. On suppose
que les X; sont des v.a.r. indépendantes et que X; ~ /\/’(mi,a?), avec m; € R et o; > 0 pour tout <.
Montrer que X suit une loi normale multidimensionnelle et donner m et D t.q. X ~ N (m, D).

Exercice 9.12 (Somme de v.a. indépendantes et convolution) Corrigé 168 page 487
Soit (92, A4, P) un espace de probabilités et X, Y deux v.a.r. indépendantes.

1. On suppose que la loi de X a une densité, notée f, par rapport a la mesure de Lebesgue. Montrer
que la loi de X +Y a aussi une densité (par rapport & la mesure de Lebesgue) et I'exprimer en
fonction de f et de la loi de Y.

2. On suppose que X ~ N (u,0?) et Y ~ N(m,s?) (m,u,s,0 € R). Montrer que X +Y ~ N(p +
m,a? + s2) (le signe “~” signifie “a pour loi”).

Exercice 9.13 (Calcul de 7) Corrigé 169 page 488
Soit (2,.A, P) un espace de probabilité, (Uy,)nen+ et (Vi )nen+ deux suites de variables aléatoires de loi
uniforme sur Uintervalle [0, 1]. On suppose que toutes ces v.a. sont indépendantes (dans leur ensemble).
On pose pour tout n > 1 :
X, =1siU2+V?<1et X, =0 sinon,

et
X1+ -+ X,

- .

Zn =4
1. Déterminer, pour tout n € N*, la loi de X,,.
2. Montrer que la suite (Z,,),en+ converge en probabilité vers 7.

3. Soit a €]0,1[ et € > 0. A T'aide de I'inégalité de Tchebychev, donner, en fonction de « et €, une
valeur de ng € N* t.q.
n>ng= P|Z, — 7| >¢] <a.
9.4.3 Vecteurs gaussiens, théoréme central limite

Exercice 9.14 (Loi du couple (X, X) si X suit une loi normale) Corrigé 170 page 489

1. Soit A un borélien de R2. On pose T(A) = {z € R t.q. (z,z)* € A}. Montrer que T(A4) est un
borélien de R. On pose m(A) = A(T(A)) (ou A est mesure de Lebesgue sur B(R)).

On a ainsi défini une application m de B(R?) dans R,

2. Montrer que I’application m (définie ci dessus) est une mesure sur B(R?) et que pour toute appli-
cation ¢ borélienne positive de R? dans R on a :

/R2 oz, y)dm(z,y) = / oz, )dz.

R
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3. Soit (2, 4, P) est un espace de probabilité. et X une v.a.r. t.q. X ~ N (0,1).

(a) On pose Z = (X, X)!. Montrer que le v.a. Z est un vecteur gaussien et donner, pour a € R
la loi de a - Z (en fonction de a).

(b) Montrer la loi du v.a. (X, X)" a une densité par rapport & la mesure m définie dans les
questions précédentes et donner cette densité. En déduire que la loi du v.a. (X, X)! n’a pas
de densité par rapport & la mesure de Lebesgue sur B(R?).

N.B. la loi de (X, X)! est une loi normale bidimensionnelle car le vecteur (X, X)! est gaussien (voir la
proposition 9.9) mais ce n’est pas une loi de densité par rapport & la mesure de Lebesgue sur B(R?).

Exercice 9.15 (Exercice préliminaire & ’espérance conditionnelle pour un v.a. gaussien)

Soit (,.A, P) un espace probabilisé et (X,Y)! un v.a. gaussien de dimension 2, On note a 1’espérance
de X, b lespérance de Y et D la matrice de covariance du v.a. (X,Y)" (on a donc D;; = Var(X),
Dy o =Var(Y) et D13 = Dy = Cov(X,Y)). On suppose que Var(Y') > 0.

1.

Calculer o, 3 € R (en fonction de a, b et D) de maniere a avoir E[X] = Ela + 8Y] et E[XY] =
El(a+ pY)Y].

Avec « et (§ ainsi déterminés, on définit la fonction affine I de R dans R par I(s) = a + 8s pour
s € R et on définit la v.axr. Z par Z = X —[(Y).

Montrer que (Z,Y)! est un v.a. gaussien. Montrer que E(Z) =0 et Cov(Z,Y) = 0.

On admet ici que le fait que (Z,Y)? soit un v.a. gaussien et que Cov(Z,Y) = 0 permet de montrer
que Z et Y sont des v.a.r. indépendantes [Ceci sera démontré au chapitre 10].

Soit ¢ une fonction borélienne bornée de R dans R. Montrer que

/X@(Y)dP:/l(Y)ap(Y)dP.
Q Q

(Au chapitre 11, nous verrons que ceci montre que l'espérance conditionnelle de X sachant Y est
égale p.s. a l(Y).)

Calculer (en fonction de D) Var(Z).
Dans la suite, on note o = Var(Z) et, pour a € R on note y, la loi normale N (a, o).

Soit f une fonction borélienne bornée de R dans R. Pour a € R, on pose ¥(a) = [; fdp,.

(a) Montrer que 9 est une fonction continue de R dans R.

(b) Soit ¢ une fonction borélienne bornée de R dans R. Montrer que

/ F(X)p(Y)dP = / D(I(Y))e(Y)dP.
Q Q

(Au chapitre 11, nous verrons que ceci montre que ’espérance conditionnelle de f(X) sachant
Y est égale p.s. A ¢¥(I(Y)).)
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