Chapter 6

Les espaces LP

6.1 Définitions et premieres propriétés

6.1.1 Les espaces P, avec 1 < p < 400

Soient (E,T,m) un espace mesuré, 1 < p < oo et f € M = M(E,T) (cest-a-dire f : E — R,
mesurable). On remarque que |f|P € My, car |f|P = po f ou ¢ est la fonction continue (donc borélienne)
définie par ¢(s) = |s|P pour tout s € R. La quantité [ |f[Pdm est donc bien définie et appartient a R..
Ceci va nous permette de définir les espaces de fonctions de puissance p-ieme intégrable. On retrouve,
pour p = 1, la définition de I'espace des fonctions intégrables.

Définition 6.1 (Les espaces LP) Soient (E,T,m) un espace mesuré, 1 < p < oo et f une fonction
définie de E dans R, mesurable. (On a donc |f|P € M4.)

1. On dit que f € LP = LE(E,T,m) si [|f|Pdm < co. On pose alors :
11 = ([ 1517dm)". (61)

2. On dit que f & LP = LE(E,T,m) si [ |f|Pdm = oo et on pose alors || f||, = +o0.

De maniere analogue au cas p = 1 on quotiente les espaces £P par la relation d’équivalence “= p.p.”
afin que lapplication f +— || f||, définisse une norme sur I’espace vectoriel des classes d”equivalence (voir
section 4.5).

Définition 6.2 (Les espaces L?) Soient (E,T,m) un espace mesuré et 1 < p < 4o00.

1. On définit ’espace Lﬁ{(E, T,m) comme l’ensemble des classes d’équivalence des fonctions de LP
pour la relation d’équivalence (= pp). En labsence d’ambiguité on notera LP Uespace LE(E, T, m).

2. Soit F € LR(E,T,m). On pose |F|l, = ||fll, si f € F. (Cette définition est cohérente car ne
dépend pas du choiz de f dans F. On rappelle aussi que F = f = {geLP;g=fpp}.)

Proposition 6.1 Soient (E,T,m) un espace mesuré et 1 <p < 4+oo. Alors :

1. LE(E,T,m) est un espace vectoriel sur R.

131



2. LE(E,T,m) est un espace vectoriel sur R.
DEMONSTRATION :

1. eSoita € R, f e LP. Onaaf € M (car M est un espace vectoriel) et [ |af[Pdm =
laf? [|f]Pdm < co. Done, af € LP.

e Soit f,g € LP. On veut montrer que f+ g € £P. On sait que f+¢g € M (car M est un espace
vectoriel) et on remarque que, pour tout z € E,

[f (@) + g(x)” < 2°[f ()P + 2°|g(2) ",

et donc

[1r+gpan <2 [1gpan e [igpan <o,
ce qui montre que f + g € LP.

2. La structure vectorielle de LP s’obtient comme pour p = 1. Soit F,G € L? et o, § € R. On choisit
f € Fetge G eton définit aF + G comme étant la classe d’équivalence de af + Bg. Comme
d’habitude, cette définition est cohérente car la classe d’équivalence de af + 3g ne dépend pas des
choix de f et g dans F et G.

"
On va montrer maintenant que f — || f||, est une semi-norme sur AP et une norme sur LP.
PRI, ) 1 1
Lemme 6.1 (Inégalité de Young) Soient a,b € Ry et p,g€ |1,400[ t.q. —+ — =1. Alors :
p q
P e
ab< L+ = (6.2)
p q

DEMONSTRATION :
La fonction exponentielle 6 — exp(f) est convexe (de R dans R). On a donc, pour tout 61,602 € R et tout
t €[0,1],

exp(tly + (1 — t)6s) < texp(f1) + (1 —t) exp(62).

Soit a,b > 0 (les autres cas sont triviaux). On prend t = % (de sorte que (1 —t) = %), 61 = pln(a) et
05 = qIn(b). On obtient bien ab < %p + %.

Lemme 6.2 (Inégalité de Holder)
1 1

Soient (E,T,m) un espace mesuré et p,q €]1,+o00[ t.q. =+ = = 1. Soient f € LE(E,T,m) et g €
P q

LL(E,T,m). Alors, fg € Li(E, T,m) et

[fglly < 1 £llpllgllq- (6.3)

Le méme résultat est vrai avec LP, L9 et L' au lieu de L£P, L et L.
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DEMONSTRATION :
On remarque d’abord que fg € M car f,g € M (voir la proposition 3.5).

L’inégalité de Young donne |f(z)g(z)| < W + % pour tout € E. On en déduit, en intégrant :

/\fg|dm < ;1)/|f|”dm+ é/\g|qdm < . (6.4)

Donc, fg € L.

Pour montrer (6.3), on distingue maintenant 3 cas :

Cas 1. On suppose ||f]l, =0 ou ||g|]l =0. On a alors f =0 p.p. ou g =0 p.p.. On en déduit fg =0 p.p.,
donc ||fg|l1 = 0 et (6.3) est vraie.

Cas 2. On suppose ||f|l, =1 et ||g]lg = 1. On a alors, avec (6.4),

1 1
9l = [ Vfgldm < -+ = = 1= £l gl

L’inégalité (6.3) est donc vraie.

f

Cas 3. On suppose ||f|l, > 0 et ||lg]l > 0. On pose alors f; = 7 et 91 = g

lgllq’

de sorte que || f1]|, =
llg1ll = 1. Le cas 2 donne alors

| fgllx
e = || fig1l<1.
1£llpllgll -

Ce qui donne (6.3).

Dans le cas ou f € LP et g € L7, on confond les classes f et g avec des répresentants, encore notés f et
g. Le résultat précédent donne fg € L' et (6.3). On a alors fg € L' au sens de la confusion habituelle,
c’est-a-dire “il existe h € L' t.q. fg = h p.p.” (et fg ne dépend pas des représentants choisis), et (6.3)
est vérifiée.

|

Lemme 6.3 (Inégalité de Minkowski) Soient (E,T,m) un espace mesuré et 1 < p < oo. Soient
f,g€ LE(E, T,m). Alors, f+g € LP et :

1+ gl < [1f1lp + llgll- (6.5)

Le méme résultat est vrai avec LP au lieu de LP.

DEMONSTRATION :
Le cas p = 1 a déja été fait. On suppose donc p > 1. On a aussi déja vu que f + g € LP (proposition
6.1). Il reste donc & montrer (6.5). On peut supposer que || f + g||, # 0 (sinon (6.5) est trivial).
On remarque que
|f +9P < FH + GH, (6.6)

avec F = |f], G =l|g|et H=|f+glP~".
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Onposeq:I%,desorteque%Jr%:LFeﬁp,GeﬁpetHeﬁq (car f+ g € LP)

appliquer I'inégalité de Holder (6.3), elle donne
IFH|y < [|Fllpl|Hllg, [GHIlx < |Glpll Hllg-
On en déduit, avec (6.6),
[ 18-+ gPam < (U8l + gl [ 17+ glPdm)' =3,
D’ott 'on déduit (6.5).
11 est clair que le lemme est vrai avec LP au lieu de LP.
On en déduit la propriété suivante:

Proposition 6.2 Soient (E,T,m) un espace mesuré et 1 < p < oo.

1. L’application f — | f|l, est une semi-norme sur LP.

. On peut donc

2. L’application f — || f||, est une norme sur LP. LP, muni de cette norme, est donc une espace

vectoriel (sur R) normé.
DEMONSTRATION :
e On a bien ||f||, € R} pour tout f € LP.
e On a déja vu que ||af]l, = |a||| fllp, pour tout & € R et tout f € LP.

e L’inégalité (6.5) donne ||f + gll, < [ fll, + llgll, pour tout f,g € L.

L’application f — ||f||, est donc une semi-norme sur £P. On remarque que, si f € LP, on a

I fll, =0« f=0p.p.

Cette équivalence donne que I'application f — || f||, est une norme sur LP.

Remarque 6.1 On reprend ici la remarque 4.9. Soient (E,T,m) un espace mesuré et 1 < p < co. On
confondra dans la suite un élement F' de LP avec un représentant f de F, c’est-a-dire avec un élément
f € LP t.q. f € F. De maniere plus générale, soit A C E t.q. A° soit négligeable (c’est-a-dire A° C B
avec B € T et m(B) = 0). On dira qu’'une fonction f, définie de A dans R, est un élément de LP si
il existe une fonction g € LP t.q. f = g p.p.. On confond donc, en fait, la fonction f avec la classe
d’équivalence de g, c’est-a-dire avec § = {h € LP; h = g p.p. }. D’ailleurs, cet ensemble est aussi égal &

{h € LP;h=fpp. }

Avec cette confusion, si f et g sont des élements de LP, f = g signifie en fait f = g p.p..

Théoréme 6.1 (Convergence dominée) Soient (E,T,m) un espace mesuré, 1 < p < 0o, et (fn)neN

C LP une suite t.q. :

o fn— f pp,
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e 3 FelPtq |fol] <F pp,V neN;

alors f, — f dans LP (c.d.d/|fn — fIPdm — 0 quand n — o0).

DEMONSTRATION :
On se ramene au cas p = 1.

On peut choisir des représentants des f, (encore notés f,,) de maniére & ce que la suite (f,(z))nen soit
convergente dans R pour tout € E. On pose g(x) = lim, o0 fn(z). On a donc g € M et g < F p.p.,
ce qui montre que g € LP. On a donc f € LP (au sens f = g p.p. avec g € LP).

Puis, on remarque que
0< hn = fo = fIP < (Iful +[f))P <2°FP pop.,

pour tout n € N, et que h,, — 0 p.p. quand n — oco. Comme FP € L', on peut appliquer le théoreme de
convergence dominée, il donne h,, — 0 dans L', c’est-a-dire f,, — f dans LP.

Théoréme 6.2 (Réciproque partielle) Soient (E,T,m) un espace mesuré, 1 < p < 0o, (fn)nen C LP
et f € LP. On suppose que f, — [ dans LP quand n — oo. Alors il existe une sous-suite (fn, )ren t.q. :

o fn, — f p.p. lorsque k — +o0,

o 3 Felltq |fn,|<F pp., pourtoutk € N .

DEMONSTRATION :
Comme dans le cas p = 1, Ce théoreme est une conséquence de la proposition suivante sur les séries
absolument convergentes. n

Proposition 6.3 (Séries absolument convergentes dans LP)

Soient (E,T,m) un espace mesuré, 1 < p < 0o et (fu)neny C LP. On suppose que Z||fn||p < +4o00.

neN
Alors :

1. IZOO |frn(x)| < +00 pour presque tout x € E. On pose f(x) = ::6 () (la fonction f est donc
définie p.p.).

2. feLP (au sens “il existe g € LP t.q. f =g p.p.”).

3. > p_o fu(@) = f p.p. et dans LP, lorsque n — +oo. De plus, il existe F € LP t.q. | Y p_, fu(z)| < F
p.p., pour tout n € N.

DEMONSTRATION : Pour chaque n € N, on choisit un représentant de f,,, encore noté f,.

On pose, pour tout = € E, g,(z) = Y7 |fe(x)]. On a (gn)nen € My. Comme la suite est croissante,
il existe F € My t.q. go T F, quand n — oco. On a donc aussi g2 T FP quand n — oo et le théoreme de
convergence monotone donne

/gﬁdm — /dem, quand n — oo. (6.7)
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On remarque maintenant que [|g,|l, < >0 _o lfxlly < Doptg [Ifell, = A < co. Donc [|gn |5 < AP pour
tout n € N et (6.7) donne alors

/dem < AP < 0. (6.8)

L’inégalité (6.8) donne que F' < oo p.p.. 1l existe donc B € T t.q. m(B) = 0 et F(z) < oo pour tout
x € B¢, Pour tout © € B¢, la série de terme général f,, () est donc absolument convergente dans R. Elle
est donc convergente dans R et on peut définir, pour tout = € B¢, f(z) € R par

F@) =3 file) = Tim S file).
k=0 k=0

La fonction f n’est pas forcément dans M, mais elle est m-mesurable (voir la définition 4.3 page 80),
il existe donc g € M t.q. f = g p.p.. Puis, comme g < F p.p. (car |> j_o fe(®)] < gn < F p.p. et
>oh_o fu(z) — g p.p.) on a, grace & (6.7), g € LP, ce qui donne bien f € LP (au sens “il existe g € LP
t.q. f=gpp.”)

Enfin, pour montrer le dernier item de la proposition, il suffit d’appliquer le théoreme de convergence
dominée dans LP car Y _ fu(z) — f p.p. et, pour tout n € N, | >} _, fe(z)| < g < F p.p. avec
J FPdm < oo. On obtient bien que Y ;_, fi(z) — f dans LP. m

Toute série absolument convergente de LP est donc convergente dans LP. On en déduit le résultat suivant:

Théoréme 6.3 Soient (E,T,m) un espace mesuré, et 1 < p < co. L’espace vectoriel normé (LP, ||.|,)
est complet.

On peut maintenant se demander si les espaces LP sont des espaces de Hilbert. Ceci est vrai pour p = 2,
et, en général, faux pour p # 2 (voir & ce propos I'exercice 6.31). Le cas de L? sera étudié en détail dans
la section 6.2

En général, les espaces LP, avec 1 < p < +o0, autres que L? ne sont pas des espaces de Hilbert, mais nous
verrons ultérieurement (section 6.3 que ce sont des espaces de Banach réflexifs (c’est-a-dire que I'injection
canonique entre I’espace et son bi-dual est une bijection). Les espaces L' et L (que nous verrons au
paragraphe suivant) sont des espaces de Banach non réflexifs (sauf cas particuliers).

Remarque 6.2 Soient (E,T,m) un espace mesuré et 1 < p < co. On peut aussi définir LL.(E, T, m)
et Ly (E,T,m) (avec N > 1) comme on a fait pour p = 1 (voir la section 4.10). On obtient aussi des
espaces de Banach (complexes ou réels). Le cas LZ(E, T, m) est particulierement intéressant. Il sera muni
d’une structure hilbertienne (voir le théoréme 6.4).

6.1.2 L’espace L*

Définition 6.3 (L’espace L£>) Soient (E,T,m) un espace mesuré et f une fonction mesurable (de E
dans R) ;

1. on dit que f est essentiellement bornée, ou encore que f € L™ = LP(E,T,m) si il existe C € Ry
tel que [f| < C p.p. ;

2. si feL>®, on pose || flloc =nf{C eRy ; |f| < C p.p.},

3. si f & L, on pose || f|loo = +00.
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Remarque 6.3 (Rappels sur la définition de l’inf...) Soit A C R, A # (). On rappelle que A est
borné inférieurement si il existe un minorant de A, c’est-a-dire si il existe a € R tel que x > « pour
tout x € A. Si A est borné inférieurement, on définit la borne inférieure de A comme le plus grand des
minorants : T = inf{A} = max{o;a < z pour tout z € A}. Si A n’est pas borné inférieurement, on pose
inf A = —oo. Dans les manipulations sur les inf (et sur les sup...) il est utile de connaitre le résultat
suivant :

T =1inf A = 3(zp)nen C A; 2, | T quand n — +oo. (6.9)

Ceci se démontre tres facilement en écrivant :

1. Si A est non borné inférieurement, alors, pour tout n € N, il existe y, € A t.q. yp, < —n. En
choisissant xg = yo et, par récurrence, &, = min(,—1,¥y»), on a donc x,, | —oo = inf A.

2. Si A est borné inférieurement, soit T = inf A. Alors, T + % n’est pas un minorant de A et donc,
pour n € N* il existe y,, € A tel que T <y, < T+ % En choisissant xg = yg et, par récurrence,
Ty, = min(z,_1,yn), on a clairement: z, — T lorsque n — +oo.

Le petit lemme suivant (dont la démonstration est immédiate en écrivant la définition de ||f|lo0, voir
Pexercice corrigé 4.32) est parfois bien utile.

Lemme 6.4 Si f € £, alors |f| < || f]lc P-P--

DEMONSTRATION :
Voir lexercice corrigé 4.32. n

On a égalité entre le sup essentiel et le sup pour les fonctions continues:
Proposition 6.4 Si (E,T,m) = (R,B(R),\) et f € C(R,R), alors || f|lu = supger | f(@)] = | fll-

DEMONSTRATION :

On distingue 2 cas:

Cas 1. On suppose ici que |f| est non bornée, c’est-a-dire || f]|, = co. Soit @ € Ry. Comme |f| est non
bornée, il existe € R t.q. |f(x)| > «. Par continuité de f, il existe alors € > 0 t.q. |f(y)| > « pour tout
y €[z —e,x+¢€]. Onadonc {|f| > a} D[z —e,z+¢] et donc A\({|f| > a}) > 2e. Donc, |f| n’est pas
inférieure ou égale & o p.p.. On a donc {C € Ry; |f| < C p.p.} =0, donc || f|lec = 0 = || f]|u-

Cas 2. On suppose maintenant que || ||, < co. On a |f(z)| < || f|l. pour tout x € R, donc || f|lcc < ||f]]w-

D’autre part, on sait que |f| < || flloo P-p-- On a donc A{|f| > || fllsc}) = 0. Or {|f| > || fllsc} est ouvert
(car f est continue), c’est donc un ouvert de mesure nulle, on a donc {|f| > ||f|leoc} = @ (la mesure de
Lebesgue d’un ouvert non vide est toujours strictement positive). Ce qui prouve |f(z)| < ||f]lw pour
tout € R et donc || f|lu < ||f]lco-

On obtient bien finalement || f, = || f||co- ]

Définition 6.4 Soient (E,T, m) un espace mesuré et L = LP(E,T,m).

1. On définit L = L (E,T,m) comme l'ensemble des classes d’équivalence sur L pour la relation
d’équivalence “= p.p.”.

2. Soit F'€ L. On pose |Flloo = ||fllco avec f € F, de sorte que F'={g € L>®; g = f p.p.}. (Cette
définition est cohérente car ||f||s ne dépend pas du choix de f dans F.)
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Proposition 6.5 Soient (E,T,m) un espace mesuré, L = LF(E,T,m) et L™ = L (E,T,m). Alors :

1. L% est un espace vectoriel sur R et Uapplication définie de L dans R par f — ||f]lec est une
semi-norme sur L£°°.

2. L est un espace vectoriel sur R et lapplication définie de L™ dans R par f — || f]leo est une
norme sur L. L> est donc un espace e.v.n. (réel).

DEMONSTRATION :

1. e SiaeRet feLl® ilestclair que af € L>® et que |laf||=]|a|||f]loo-
e Soit f,g € L. Comme |f| < ||f|loo P-P- €t |9] < ||g]lco P-P-, On montre facilement que |f+g| <
[f1+ 19l < Ifllsc + Iglloc P-p-- Ce qui prouve que (f +g) € L2 et ||f + gllc < [|flloo + l|glloo-

On a bien montré que £ est un espace vectoriel sur R et comme || f|loc € R4 pour tout f € £,
Papplication f — ||f||co est bien une semi-norme sur £>.

2. la structure vectorielle de L™ s’obtient comme celle de L? (p < o0) et le fait que f — ||f|loo soit
une norme découle du fait que

f=0pp. & |[fle =0.

Proposition 6.6 Soit (E,T,m) un espace mesuré. L’espace L (E, T, m) est un espace de Banach (réel),
c’est-a-dire un e.v.n. complet.

DEMONSTRATION :

On sait déja que L™ est un e.v.n.. Le fait qu’il soit complet est la conséquence du fait que toute série
absolument convergente dans L> est convergente dans L>. Ce qui est une conséquence de la proposition
suivante sur les séries absolument convergentes. (]

Proposition 6.7 (Séries absolument convergentes dans L)
Soient (E,T,m) un espace mesuré et (fn)nen C L2 (E,T,m). On suppose que Y, 2% || fulloo < +00.
Alors :

1. Il existe C € Ry t.q., pour tout n € N, Y7 |fu] < C p.p..

2. La série de terme général f,(x) est, pour presque tout © € E, absolument convergente dans R. On
définit, pour presque tout x, f(x) = ZZSO fn(x).

3. Ona fe L™ (ausens “il existe g € L t.q. f=gp.p.) et |>_ofr—flloe = 0 lorsque n — +o0.

DEMONSTRATION : Pour chaque n € N, on choisit un représentant de f,, encore noté f,. Comme
| ful < Ifnlleo P-D-, il existe A, € T t.q. m(Ayn) =0 et |fu| < ||fnlloo sur AS. On pose A = UpenAy, €T
On a m(A) =0 (par o-sous additivité de m) et, pour tout n € N et x € A¢, |frn ()| < || falloo-

Pour tout x € A°, on a donc

o0

ST il <3 I illoo = € < . (6.10)
k=0 k

k=0 =0

138



Comme m(A) = 0, ceci montre le premier item.

Pour tout = € A€, la série de terme général f, (x) est absolument convergente dans R, donc convergente.
On pose donc

+oo n
fla) =" fulz) = lim > fi(a) € R.
k=0 k=0

f est donc définie p.p., elle est m-mesurable (voir la définition 4.3) car limite p.p. de fonctions mesurables.
Il existe donc g € M t.q. f =g p.p. et (6.10) donne |g| < C p.p.. On a donc g € L>® et donc f € L™
(au sens “il existe g € L>® t.q. f =g p.p.”).

Il reste & montrer que Y ,_, fr — f dans L>.

On remarque que, pour tout = € A€,

I @) = f@=1 D f@< D 1@< Y lfille — 0, quand n — oo
k=0 k=n+1 k=n+1 k=n+1
Comme m(A) =0, on en déduit
1D fe = Flloo < sup [ D> falz) = f@)] < Y [Ifellee — 0, quand n — oo.
k=0 ZE€A® 10 k=n+1
et donc Y, fr — f dans L>, quand n — oo. n

La proposition 6.7 permet de montrer que L™ est complet (théoréme 6.6). Elle permet aussi de montrer
ce que nous avons appelé précédemment (dans le cas p < oo) “réciproque partielle du théoreme de
convergence dominée”. Il est important par contre de savoir que le théoreme de convergence dominée
peut étre faux dans L°°, comme le montre la remarque suivante.

Remarque 6.4 (Sur la convergence dominée...) Attention : le résultat de convergence dominée
qu’on a démontré pour les suites de fonctions de LP, 1 < p < 400, est faux pour les suites de fonctions
de L°°. 1l suffit pour s’en convaincre de considérer exemple suivant : (E,T,m) = ([0, 1], B([0, 1]), A),
fn=1j9,1), pour n € N. On a bien (fn)nen C LE7([0,1], B([0,1]), A) et

fn— 0 p.p. , quand n — oo,
fn < 1j0,1] P-p., pour tout n € N, 11y € Lg°([0, 1], B([0,1]), A).

Pourtant, ||fnllcc =1 4 0, quand n — oo.

Par contre, le résultat de réciproque partielle de la convergence dominée est vrai, comme conséquence du
résultat que toute suite absolument convergente dans £ est convergente (dans L, proposition 6.7). La
démonstration est similaire a la démonstration du théoreme 4.7.

Remarque 6.5 Soit (F,T,m) un espace mesuré. On peut aussi définir L (E,T,m) et Ly (£, T, m)

(avec N > 1) comme on a fait pour p = 1 (voir la section 4.10). On obtient aussi des espaces de Banach
(complexe ou réels).
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6.1.3 Quelques propriétés des espaces LP,1 < p < +o0

Proposition 6.8 (Comparaison entre les espaces LP)

Soit (E,T,m) un espace mesuré fini, i.e. m(E) < +oo. Soientp,q € Ry tels que 1 < p < q < +o0. Alors,
LI(E,T,m) C LE(E,T,m). De plus, il eziste C, ne dépendant que de p,q et m(E), t.q. |fll, < Clfllq
pour tout f € LE(E,T,m) (ceci montre que Uinjection de L dans LP est continue).

DEMONSTRATION :
On distingue les cas ¢ < oo et ¢ = 0.
Cas ¢ < 00. On suppose ici que 1 < p < g < +00.

Soit f € L?. On choisit un représentant de f, encore noté f. Pour tout € E, on a |f(z)[P < |f(z)]? si
|f(z)] > 1. On adonc |f(x)[? < |f(x)|?+1, pour tout z € E. Ce qui donne, par monotonie de l'intégrale,

/\f|pdm < m(B) + / |£|2dm < oo, (6.11)
et donc que f € LP. On a ainsi montré LY C LP.

On veut montrer maintenant qu’il existe C', ne dépendant que de p,q et m(E), t.q., pour tout f €
L]?{(E’ T7 m)7

£l < CllFllq- (6.12)
En utilisant (6.11), on remarque que (6.12) est vraie avec C = (m(E)—l—l)%, si||f|lq = 1. Ceci est suffisant
pour dire que (6.12) est vraie avec C = (m(E) + 1)71’ pour tout f € L?. En effet, (6.12) est trivialement
vraie pour ||f|l; = 0 (car on a alors f = 0 p.p. et || f||, = 0). Puis, si ||f|l; > 0, on pose f; = ﬁ de
sorte que ||fi|l; = 1. On peut donc utiliser (6.12) avec fi. On obtient m“fﬂp = |fill, £ C, ce qui
done bien [[f], < Cllfll,

On a donc montré (6.12) avec un C' ne dépendant que p et m(E) (et non de ¢). Toutefois, le meilleur
C possible dans (6.12) dépend de p,q et m(E). Ce meilleur C' peut étre obtenu en utilisant I'inégalité

de Holder généralisée (proposition 6.9). Elle donne ||f||, < C||f|q avec C = (m(E))%f% (voir la remar-
que 6.6).

Cas ¢ = 0co. On suppose ici que 1 < p < ¢ = +00.
Soit f € L*. On choisit un représentant de f, encore noté f. On a |f| < ||fllcc P-p-- On en déduit
717 < [I£]%, pp. et done

[1sdm < miE)fIE < .
Ce qui donne f € L? et ||f]l, < C| flleo avec C = (m(E))%

On voit ici qu’on a obtenu le meilleur C' possible (si m(E) > 0) car || f||, = (m(E))%
f=1g.

(m(E))7 || floo si

Proposition 6.9 (Inégalité de Hélder généralisée)
1 1 1
Soient (E,T,m) un espace mesuré et p,q,v € [1,+00] tels que =+ = = =. Soient f € LE(E,T,m) et
P q r
g€ LL(E, T,m). Alors, fg € Ly(E,T,m) et
1fgllr < 11f1lpllgllq- (6.13)
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DEMONSTRATION : Comme d’habitude, on confond un élément de L* (s = p, q ou r) avec un de ses
représentants. On travaille donc avec £° au lieu de L. On suppose donc que f € LP et g € L? et on
veut montrer que fg € L” et que (6.13) est vraie. On remarque d’abord que fg € M.

Ici encore, on distingue plusieurs cas.

Cas 1. On suppose ici 1 < p,q,r < 00.

On pose fi = |f|" et g1 = |g|" de sorte que f; € L7 et g; € £L7. Comme ++ 7 =1, on peut appliquer le
lemme 6.2 (donnant U'inégalité de Holder) avec f1, gl.(au lieu de f, g) et 2, 2 (au lieu de p, ¢). Il donne
que figi € L' et || figrlli < [If1llzllg1]l. On en déduit que fg € L" et

[1salram < ([ 1s1am)i ([ lgiram).

ce qui donne (6.13)

Cas 2. On suppose ici g = oo et r = p < 00.
Comme [g] < [|g[loc P-p-, On a |fg|? < [f|Pl|lg||% p-p. et donc

tﬂMWmSM&/VWW

ce qui donne fg € LP et (6.13).

Cas 3. On suppose ici p=qg =1 = 00.

Comme [f| < [|fllc P-P- et [g] < [lgllec P-P-, o0 & [fg] < [[fllcllglloc P-P-; ce qui donne fg € L™ et
(6.13). .

Remarque 6.6

1. Par une récurrence facile sur n € N*, on peut encore généraliser la proposition 6.9. Soient (E, T, m)
un espace mesuré, pi,...,p, € [1,00] et r € [1,00] t.q. % =>", pi Pour tout i € {1,...,n}, soit

fi € L]%(E,T,m). Alors, H?:l fi € L]&(EaTvm) et || H?:l fillr < H;L:l | fi

2. L’inégalité (6.13) permet aussi de trouver le meilleur C' possible dans la proposition 6.8 (Inégalité
(6.12)) :

lpi-

A

Soit (E,T,m) un espace mesuré fini. Soient p,q € Ry tels que 1 < p < g < 4o00. Soit [ €
LL{(E,T,m). Comme 1 < p < g < oo, il existe r € [1,00][ t.q. % é—}— 1. On peut alors
utiliser la proposition 6.9 avec f € L9 et 15 € L". Elle donne que f € L et || f]|, < C| fllq avec

) > 0) dans (6.12) car si

C = (m(E))%_lI Cette valeur de C' est la meilleure possible (si m(FE
f=1g on obtient [[f[l, < (m(E))» 4[| fll,-

Remarque 6.7 Les espaces LP,p €]0, 1] (que 'on peut définir comme dans le cas 1 < p < 00) sont des
1

espaces vectoriels, mais Iapplication f — (/ |f|pdm) " n’est pas une norme sur L? si p €]0, 1] (sauf cas

particulier).
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Remarque 6.8 Soient (E,T,m) un espace mesuré, et f € M(E,T). L’ensemble J = {p € [1,+o0], f €
LP} est un intervalle de [1,+00]. L’application définie de J dans Ry par p — || f|, est continue, voir a
ce propos ’exercice 4.32, et dans le cas particulier des fonctions continues a support compact, I'exercice
6.10. En particulier, lorsque p € J, p — +oo on a || f|l, = || fllcc- On en déduit le résultat suivant : si il
existe py < +oo tel que f € LP pour tout p tel que py < p < +o0, et si il existe C t.q. || f||, < C, pour
tout p € [po, +oo|, alors f € L= et ||f|loo < C.

6.2 Analyse hilbertienne et espace L>

6.2.1 Définitions et propriétés élémentaires

Définition 6.5 (Produit scalaire)

1. Soit H un espace vectoriel sur R. On appelle “produit scalaire sur H” une application de Hx H — R,
notée (+/-) (ou (/- )u) t.q.
psl : (u/u) > 0 pour tout u € H \ {0},
ps2 : (u/v) = (v/u) pour tout u,v € H,

ps8 : u— (u/v) est une application linéaire de H dans R, pour tout v € H.

2. Soit H un espace vectoriel sur C. On appelle “produit scalaire sur H” une application de Hx H — C,
notée (+/-) (ou (/" )m) t.q.
psl : (u/u) € RY pour tout u € H \ {0},

ps2 : (u/v) = (v/u) pour tout u,v € H,

ps3 : u (u/v) est une application linéaire de H dans R, pour tout v € H.

Remarque 6.9 (Exemple fondamental) Soit (E,T,m) un espace mesuré.

1. On prend H = L(E,T,m). H est un e.v. sur R. On rappelle que fg € LL(E,T,m) si f,g €
L3(E,T,m) (lemme 6.2 pour p = g = 2). L’application (f,g) — [ fgdm est un produit scalaire sur
H.

2. On prend H = L4(E,T,m) (voir le théoréme 6.4 ci apres). H est un e.v. sur C. En utilisant
le lemme 6.2, on montre facilement que fg € L{(E,T,m) si f,g € L&(E,T,m) (lemme 6.2 pour
p = ¢q=2). L’application (f,g) — [ fgdm est un produit scalaire sur H.

Proposition 6.10 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
1. Soit H un e.v. sur R muni d’un produit scalaire, noté (-/-). Alors :
(u/v)? < (u/u)(v/v), pour tout u,v € H. (6.14)
De plus, (u/v)? = (u/u)(v/v) si et seulement si u et v sont colinéaires.
2. Soit H un e.v. sur C muni d’un produit scalaire, noté (-/-). Alors :

|(u/v)|* < (u/u)(v/v), pour tout u,v € H. (6.15)

De plus, |(u/v)]? = (u/u)(v/v) si et seulement si u et v sont colinéaires.
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DEMONSTRATION :

1. On suppose ici K = R. Soit u,v € H. Pour a € R on pose p(a) = (u + av/u + av) = (v/v)a? +
2a(u/v) + (u/u). Comme p(a) > 0 pour tout a € R, on doit avoir A = (u/v)? — (v/v)(u/u) <0,
ce qui donne (6.14).

On s’intéresse maintenant au cas d’égalité dans (6.14).
Siu=0ouwv=0,on a égalité dans (6.14) (et u et v sont colinéaires).

Siu##0etv#D0, on a égalité dans (6.14) (c’est-a-dire A = 0) si et seulement si il existe & € R
t.q. p(er) = 0. Donc, on a égalité dans (6.14) si et seulement si il existe @ € R t.q. v = —av. On
en déduit bien que (u/v)? = (u/u)(v/v) si et seulement si u et v sont colinéaires.

2. On suppose maintenant K = C. Soit u,v € H. Pour e € C on pose p(a) = (u + av/u + av) =
aa(v/v) + a(v/u) +@(u/v) + (u/u). On choisit de prendre o = (u/v) avec § € R. On pose donc,
pour tout 8 € R, o(8) = p(Bu/v)) = B%|(u/v)|?(v/v) + 28|(u/v)|* + (u/u). Ici encore, comme
©(B) € Ry pour tout 8 € R, on doit avoir A = |(u/v)[* — |(u/v)|*(v/v)(u/u) < 0, ce qui donne
(6.15).

On s’intéresse maintenant au cas d’égalité dans (6.15)

Siu=0ouv=0,on a égalité dans (6.15) (et u et v sont colinéaires).

On suppose maintenant u # 0 et v # 0. On remarque d’abord que, si (u/v) = 0, on n’a pas égalité
dans (6.15) et u et v ne sont pas colinéaires. On suppose donc maintenant que (u/v) # 0. On a
alors égalité dans (6.15) si et seulement si A = 0 et donc si et seulement si il existe § € R t.q.
»(B) = 0. Donc, on a égalité dans (6.15) si et seulement si il existe 8 € R t.q. u = —fF(u/v)v, et
donc si et seulement si il existe @ € R t.q. u = —aw.

Finalement, on en déduit bien que |(u/v)|?> = (u/u)(v/v) si et seulement si u et v sont colinéaires.

Proposition 6.11 (Norme induite par un produit scalaire)

Soit H un e.v. sur K, avec K = R ou K = C, muni d’un produit scalaire, noté (-/-). Pour tout u € H,
on pose ||lullg = /(u/u). Alors, || - ||u est une norme sur H. On Uappelle norme induite par le produit
scalaire (-/-).

DEMONSTRATION :
e Il est clair que |lul|g € Ry pour tout u € H et que
lullg =0« (u/u) =0< u=0.
e On a bien ||au||g = |af||ul|g pour tout o € K et tout uw € H.

e Enfin, pour montrer I'inégalité triangulaire, soit u,v € H. On a |u +v|% = (u+ v/u +v) =

(u/w)+(v/v)+(u/v) +(v/u). Comme, par (6.14) ou (6.15), |(u/v)| < v/ (u/u)/(v/v) = |[ul|av]a,

on en déduit ||u+ v||% < (|Jullg + ||v]|#)? Donc,

v +vlla < llullg + vz
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Définition 6.6 (espace de Hilbert)

1. Un espace préhilbertien (réel ou complexe) est un espace vectoriel (sur R ou sur C) normé dont la
norme est induite par un produit scalaire.

2. Un espace de Hilbert (réel ou complexe) est un espace vectoriel (sur R ou sur C) normé complet
dont la norme est induite par un produit scalaire. C’est donc un espace de Banach dont la norme
est induite par un produit scalaire.

Théoréme 6.4 (L’espace L2) Soit (E,T,m) un espace mesuré.

1. L’espace L3(E,T,m), muni de la norme || - ||2, est un espace de Hilbert (réel) et le produit scalaire
associé a la norme est défini par :

(f/9)2 :/fg dm. (6.16)

2. (a) Soit f une application mesurable de E dans C (donc |f| € My ). On dit que f € LZ(E,T,m)
si |[f|* € LL(E,T,m). Pour f € LA(E,T,m), on pose ||fll2 = \/|||f2l1. Alors, LZ(E,T,m)
est un espace vectoriel sur C et f +— | f|l2 est une semi-norme sur L2(E,T,m).
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(b) On appelle LL(E,T,m) Uespace LZ(E,T,m) quotienté par la relation d’équivalence “= p.p.”.
Pour F € LA(E,T,m), on pose ||F|2 = ||f|l2 avec f € F (noter que ||f||2 ne dépend pas du
choiz de f dans F). Alors LZ(E,T,m), muni de || - ||2, est un espace de Banach (compleze).

(¢c) L’espace L3(E,T,m), muni de la norme ||-||2, est un espace de Hilbert (compleze) et le produit
scalaire associé a la norme est défini par :

(f/9)2 :/f? dm. (6.17)

DEMONSTRATION :

1. On sait déja que LZ(E,T,m), muni de la norme || - |2 est un espace de Banach (réel). Le lemme
6.2 pour p = ¢ = 2 donne que fg € LL(E,T,m) si f,g € L4(E,T,m). On peut donc poser
(f/9)2 = | fgdm. 1l est facile de voir que (-/-)2 est un produit scalaire et que la norme induite par
ce produit scalaire est bien la norme || - ||2.

2. Soit f : E — C mesurable. On rappelle (section 4.10) que les fonctions R(f) et S(f) sont
mesurables de E dans R (i.e. appartiennent & M). On a donc bien [f| € M et |f]? = (R(f))? +
(S(f)? € M.

Comme |f[*> = (R(f))? + (S(f))? € M4, on remarque aussi que f € LL(E,T,m) si et seulement si
R(f), S(f) € LE(E,T,m). Comme L3(E,T,m) est un e.v. (sur R), il est aors immédiat de voir
que LA(E,T,m) est un e.v. sur C.

On quotiente maintenant £2(E, T, m) par la relation “= p.p.”. On obtient ainsi l'espace LZ(E, T, m)
que l'on munit facilement d’une structure vectorielle sur C. L’espace L(E,T,m) est donc un e.v.
sur C.
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En utilisant le lemme 6.2, on montre facilement que fg € L{(E,T,m) si f,g € LA(E,T,m) (on
utilise le fait que les parties réelles et imaginaires de f et g sont dans L3(E,T,m)). On peut
donc poser (f/g)2 = [ fgdm. 1l est aussi facile de voir que (/)2 est alors un produit scalaire sur
LA(E,T,m) et que la norme induite par ce produit scalaire est justement | - |2 (car |f|> = ff et
donc [ ffdm = ||f|3). On a, en particulier, ainsi montré que f — ||f||> est bien une norme sur
L3(E,T,m). On en déduit aussi que f > || f||2 est une semi-norme sur L3(E, T, m).

On a montré que I'espace L(E, T, m), muni de la norme |- ||2, est un espace préhilbertien. il reste &
montrer qu’il est complet (pour la norme |- ||2). Ceci est facile. En effet, ||f]|2 = |R(£)||12+ 1)
pour tout f € LZ(E, T, m). Donc, une suite (fn)nen C LE(E, T, m) est de Cauchy si et seulement si
les suites (R(fn))nen et (3(fn))nen sont de Cauchy dans L2 (E, T, m) et cette méme suite converge
dans L2(E, T, m) si et seulement si les suites (R(f,))nen et (S(fn))nen convergent dans L2 (E, T, m).
Le fait que LZ(E, T, m) soit complet découle alors du fait que L3 (E, T, m) est complet.

"

Remarquons que dans le cas p = 2, I'inégalité de Holder est en fait I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Proposition 6.12 (Continuité du produit scalaire)
Soit H est un Banach réel ou complexe. Soient (un)nen C H, (Vn)neny C H et u,v € H t.q. u, — u et
v, — v dans H, quand n — oco. Alors, (un/v,) — (u/v) quand n — oo.

DEMONSTRATION : II suffit de remarquer que, grace  'inégalité de Cauchy-Schwarz (inégalités (6.14) et

(6.15)), on a :
|(un/vn) = (u/0)] < [(un/vn) = (un/v)| + |(un/v) = (u/v)]

< lunlllfon = vll + llun = ullffv]]-

On conclut en utilisant le fait que u,, — u, v, — v et en remarquant que la suite (u,)nen est bornée car
convergente. n

Définition 6.7 Soit H est un Banach réel ou complexe. On note H' (ou L(H, K)) lensemble des
applications linéaires continues de H dans K (avec K = R pour un Banach réel et K = C pour un
Banach complexe). Si T' € H', on pose

T(u
Tl = sup T(u)|
ueH\{0} ([wll e

On rappelle que || - ||z est bien une norme sur H' et que H', muni de cette norme, est aussi un espace
de Banach (sur K).

Enfin,siT € H et wue H, on a |T(u)| < |T||m||lul|a-

Remarque 6.10 Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe). Pour v € H, on pose ¢,(u) = (u/v)
pour tout u € H. Grace & I'inégalité de Cauchy-Schwarz ((6.14) ou (6.15)), on voit que p, € H' et
loullzr < |lvllg- 11 est facile alors de voir que ||yl = ||v]|z. Ceci montre que v — ¢, est une
application injective de H dans H’. le théoréme de représentation de Riesz (théoréme 6.8), fondamental,
montrera que cette application est surjective.

Proposition 6.13
Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe). Alors, pour tout u,v € H On a
lu+ollF + llu = vlF = 2llulF +2[lv]1F- (6.18)

“

Cette identité s’appelle “ identité du parallélogramme”.
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DEMONSTRATION : 11 suffit d’écrire ||u+v||3, + |lu—v[|% = (u+v/u+v)+ (u—v/u—0v) et de développer
les produits scalaires. u

Remarque 6.11

1. On peut se demander si deux produits scalaires (sur un méme espace vectoriel) peuvent induire la
méme norme. La réponse est “ non”. En effet, le produit scalaire est entierement déterminé par
la norme qu’il induit. Par exemple, dans le cas d’un e.v. réel, si le produit scalaire (-/-) induit la

_1 2 2
norme | - ||, on a, pour tout u,v, (u/v) = ;([lu+v|* — [[u —v[]?).

2. On se donne maintenant un e.v.n. noté H. Comment savoir si la norme est induite ou non par un
produit scalaire 7 On peut montrer que la norme est induite par un produit scalaire si et seulement
si I'identité du parallélogramme (6.18) est vraie pour tout u,v € H. Ceci est surtout utile pour
montrer qu'une norme n’est pas induite par un produit scalaire (on cherche u,v € H ne vérifiant
pas (6.18)).

Définition 6.8 (Orthogonal) Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe).
1. Soit u,v € H. On dit que u et v sont orthogonauz (et on note ulv) si (u/v) = 0.

2. Soit A C H. On appelle “orthogonal de A” I'ensemble A+ = {u € H; (u/v) = 0 pour tout v € A}.

Proposition 6.14 Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et A C H. Alors :

1. At est un s.e.v. fermé de H,

2. AL =4,

3. AC (AL (que lon note aussi A*L).

DEMONSTRATION :

1. Soit uy,us € A+ et ay,ay € K (K =R ou K = C selon que H est un hilbert réel ou complexe).
Pour tout v € A, on a (aju; + agua/v) = ai(ui/v) + az(uz/v) = 0. Donc, aju; + agus € A+, Ce
qui montre que A est un s.e.v. de H.

Soit (un)neny € At t.q. u, — u dans H, quand n — co. L’application w ~— (w/v) est continue de
H dans K (voir la remarque (6.10)) pour tout v € H. Soit v € A, de (u,/v) = 0 on déduit donc
que (u/v) = 0. Ce qui montre que u € A+ et donc que AL est fermé.
— —1L
2. e Comme AC A,ona A~ C AL,
—1
e Soit maintenant u € A+. On veut montrer que uv € A~ .
Soit v € A, il existe (vn)nen C A t.q. v, — v dans H quand n — co. Comme (u/v,,) = 0 pour
tout n € N, on en déduit, par continuité de w — (u/w), que (u/v) = 0. Donc u € A™. ce qui
I
donne A~ C A™.
—1
Finalement, on a bien montré A+ = A~

3. Soit v € A. On a (u/v) = 0 pour tout u € A+, donc (v/u) = 0 pour tout u € A+, ce qui donne
v e (Ah)*t
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Remarque 6.12 dans le dernier item de la proposition précédente, on peut se demander si A = AL,
On montrera, dans la section suivante que ceci est vrai si A est s.e.v. fermé (ce qui est aussi une condition
nécessaire).

On termine cette section avec le théoreme de Pythagore.

Théoréme 6.5 (Pythagore)
Sotent H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et uq, ..., un € H t.q. (u;/u;) =0 sii# j. Alors :

n n
1Y wlld = luall3 (6.19)
=1 =1

DEMONSTRATION :
La démonstration de ce résultat est immédiate, par récurrence sur n :

L’égalité (6.19) est vraie pour n =1 (et tout uy € H).

Soit m € N. On suppose que (6.19) est vraie (pour tout uq,...,u, € H). Soit ui,...,upt1 € H. On
pose y = » ., u;, de sorte que

n+1
1Y il = Ny +wnsallt = U + w1 /y + wns1) = /) + (0/tnr1) + (Wnr1/y) + Wng1 /i)
i=1

Comme (y/unp+1) = 0 = (up+1/y), on en déduit, avec ’hypothese de récurrence, que || Z?:ll will3 =

+1
2y il .

6.2.2 Projection sur un convexe fermé non vide

Remarque 6.13 Soit E un ensemble muni d’une distance, notée d (E est alors un espace métrique).
Soit A C E. On pose d(x, A) = infyca d(x,y). Il n’existe pas toujours de zo € A t.q. d(z,zo) = d(x, A)
et, si un tel zo existe, il peut étre non unique. Par exemple, dans le cas o A est compact (pour la
topologie induite par d), x¢ existe mais peut étre non unique.

Dans le cas ot il existe un et un seul zg € A t.q. d(z,z9) = d(x, A), o est appelé “projection de x sur
A”.
L’objectif de cette section est de montrer I'existence et I'unicité de x¢ dans le cas o A est une partie

convexe fermée non vide d’un espace de Hilbert (et d la distance induite par la norme de 1’espace de
Hilbert).

Définition 6.9 (Partie convexe) Soit E un e.v. sur K, avec K =R ou K = C. Soit C C E. On dit
que C est convexe si :
uw,veC, tel0,1l]=tu+(1—-1t)vedl.

Théoréme 6.6 (Projection sur un convexe fermé non vide)

Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et C C H une partie conveze fermée non vide. Soit
x € H. Alors, il existe un et un seul zg € C t.q. d(z,z9) = d(z,C) = infyccd(z,y) (avec d(z,y) =
|l — yllg). On note g = Po(x). Po est donc une application de H dans H (dont limage est égale a
C). On écrit souvent Pox au lieu de Po(x).
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DEMONSTRATION :

Existence de x.

On pose d = d(z,C) = infyec d(z,y). Comme C # 0, il existe une suite (yn)neny C C t.q. d(z,yn) — d
quand n — oo. On va montrer que (Y, )nen est une suite de Cauchy en utilisant I'identité du parallélo-
gramme (6.18) (ce qui utilise la structure hilbertienne de H) et la convexité de C.

L’identité du parallélogramme donne
[yn — ymH%I = [(yn — ) = (ym — x)“%i = —[[(yn — ) + (ym — x)”%[ + 2[lyn — -T”%I + 2[|ym — :I:H%I,
et donc

Yn + Ym
2

Comme C est convexe, on a % € C et donc d < |

lyn = ymllZr = —4ll —||f +2llyn — 27 + 2llym — =% (6.20)

% — z||g. On déduit alors de (6.20) :

Yn = ymll 7 < —4d* + 2l|yn — 2l + 2]lym — 2% (6.21)
Comme d(yn, x) = ||y, — ||z — d quand n — oo, on déduit de (6.21) que la suite (y,)nen est de Cauchy.

Comme H est complet, il existe donc zo € H t.q. y, — xg quand n — oco. Comme C est fermée, on
a g € C. Enfin, comme ||z — y,||lg — d quand n — oo, on a, par continuité (dans H) de z — ||z||u,
d(z,z0) = ||z — zol|lg = d = d(z,C). Ce qui termine la partie “existence”.

Unicité de zj. Soit y1,y2 € C t.q. d(z,y1) = d(z,y2) = d(z,C) = d. On utilise encore I'identité du
parallélogramme. Elle donne (voir (6.20)) :

Y1 + Y2
2
Comme 42 € C' On a donc d < [[3%2 — || et donc [ly; — y2||% < —4d? + 4d* = 0. Donc y; = ys.

Ce qui termine la partie “unicité”.

Y1+ Y2

ly1 = yollf = 4l 5 wllf + 2llys — 2 + 202 — 2llF = 4l — ol + 4d®.

Remarque 6.14 Le théoreme précédent est, en général, faux si on remplace “Hilbert” par “Banach”.
Un exemple de non existence est donné & l'exercice 6.25 (et il est facile de trouver des exemples de non
unicité).

On donne maintenant deux caractérisations importantes de la projection. La premiere est valable pour
tout convexe fermé non vide alors que la deuxiéme ne concerne que les s.e.v. fermés.

Proposition 6.15 (Premiére caractérisation de la projection)
Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexze) et C C H une partie convexe fermée non vide. Soient
re€H etxygeC.

1. On suppose que H est un Hilbert réel. Alors :

x0 = Pex < (x — x9/x0 — y) > 0, pour tout y € C. (6.22)

2. On suppose que H est un Hilbert complexe. Alors :

xo = Pex < R(x — xo/x0 — y) > 0, pour tout y € C. (6.23)
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DEMONSTRATION :
Cas d’un Hilbert réel

e Sens (=)

On veut montrer que (z — xg/xo — y) > 0, pour tout y € C. Comme zg = Pcx, on a ||z — xo|% <
|z — z||% pour tout z € C. Soit y € C. On prend z = ty + (1 — t)zg avec t €]0,1]. Comme C' est
convexe, on a z € C et donc

2 = oll; < [l — 23 = (z — 29 — ty — x0) /7 — 20 — ty — x0))
= [lz = @ollf; + lly — wollf; — 2t(z — wo/y — o).

On en déduit
2t(x — w0 /y — x0) — |y — x| < 0.

On divise cette inégalité par ¢ (on rappelle que ¢ > 0) pour obtenir
2(x — zo/y — z0) — tlly — wollF <0,
ce qui donne, en faisant tendre ¢ vers O :
(x —xo/20 —y) > 0.
e Sens (<)
On veut montrer que zg = Pox, c’est-a-dire ||z — xo||% < ||z — y||% pour tout y € C.

Soit y € C, on a[lz—y|| = |z —zo+zo—yll3 = llz—zollFr + 20—yl +2(z—z0/z0~y) > lz—0l%;
car |lzo — y||% > 0 et 2(z — zo/xo — y) > 0.

Cas d’un Hilbert complexe

La démonstration est tres voisine.

e Sens (=)
On veut montrer que R(xz — x¢/xo — y) > 0, pour tout y € C.

En reprenant les mémes notations que dans le cas “Hilbert réel” et en suivant la méme démarche,
on obtient :

|z —zoll? < llz— 2|7 = (x —x0 — t(y — 20)/x — 0 — t(y — 20))
= |lz — zoll3 + *lly — oll3; — 2tR(z — 20/y — o).

On en déduit
2tR(x — o/y — o) — ||y — wol|F; < 0.

On divise cette inégalité par ¢ (on rappelle que ¢ > 0) pour obtenir
2R(x — wo/y — x0) — tlly — x| FH <0,
ce qui donne, en faisant tendre ¢ vers O :

R(x — xp/x0 —y) > 0.
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e Sens (<)
On veut montrer que zg = Pox, c’est-a-dire ||z — xo||% < ||z — y||% pour tout y € C.
Soit y € C,ona|lz—yl|}; = |z—zot+zo—yllf; = lz—zollf+lwo—yl+2R(2—20/m0—y) > |2—20 %

car ||zo — y||% > 0 et 2R(x — 2 /20 — y) > 0.
.

Remarque 6.15 On prend comme espace de Hilbert réel H = LZ(E,T,m) (avec E # () et on prend
C ={f € H: f>0p.p}. On peut montrer que C est une partie convexe fermée non vide et que
Pof = f pour tout f € H. Ceci est fait dans 'exercice 6.24.

Un s.e.v. fermé est, en particulier, un convexe fermé non vide. On peut donc définir la projection sur un
s.e.v. fermé. On donne maintenant une caractérisation de la projection dans ce cas particulier.

Proposition 6.16 (Deuxiéme caractérisation de la projection)
Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et F' un s.e.v. fermé de H. Soient x € H et xg € F.
Alors :

zo = Ppx & (v —x0) € FL. (6.24)

DEMONSTRATION :
Cas d’un Hilbert réel

e Sens (<)
On veut montrer que o = Ppz. On utilise la premiere caractérisation. Soit y € F. Comme

(x —20) € F+, on a (x — 20/x0 —y) = 0> 0 (car zp —y € F). Donc, la proposition 6.15 donne
To — PF.Z'.

e Sens (=)

On veut montrer que (z — x¢) € F*. La premiere caractérisation (proposition 6.15) donne (z —
xo/x0 —y) > 0 pour tout y € F. Soit z € F. On choisit y = z¢ + 2z € F (car F est un s.e.v.) pour
obtenir (x —xg/z) < 0ety =x9—2 € F pour obtenir (z—x/z) > 0. On en déduit (z —z¢/2) = 0.
Ce qui donne que (z — xg) € F*+.

Cas d’un Hilbert complexe

La démonstration est tres voisine.

e Sens (<)

On veut montrer que zg = Ppx. Soit y € F. Comme (z — ) € F+, on a (z — x¢/20 —y) = 0 (car
xo—y € F). On a donc R(x — xo/x0 — y) = 0. Donc, la proposition 6.15 donne zg = Prz.

e Sens (=)

On veut montrer que (z — o) € F+. La premiere caractérisation (proposition 6.15) donne R(x —
xo/x0 —y) > 0 pour tout y € F. Soit z € F. On choisit y = zg — az € F (car F est un s.e.v.) avec
a = (z — z0/z) pour obtenir R(z — x¢/az) < 0. Mais (z — x9/az) = a(x — x0/2) = |(x — z0/2)|2.
Donc, 0 > R(z — x9/az) = |(x — 29/2)|>. On en déduit (x — z9/z) = 0. Ce qui donne que
(x —x0) € F+.
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Définition 6.10 (Projection orthogonale et projecteurs algébriques)

1. Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et F C H un s.e.v. fermé de H. L’opérateur Pp
s’appelle “projecteur orthogonal sur F'”. Siu € H, Pru s’appelle la projection orthogonale de u sur
F.

2. (Rappel algébrique) Soit E un e.v. sur K (K =R ou K = C). Soient F,G deux s.e.v. de E t.q.
E=F®G. Pourx € E, il existe donc un et un seul couple (y,z) € F x G t.q. x=y+z. On
pose y = Pz et donc z = (I — P)x (ou I est application identité). P et I — P sont les projecteurs
associés a la décomposition E = F & G. Ce sont des applications linéaires de E dans E. L’image
de P est égale a F' et L’image de I — P est égale a G. Dans le prochain théoréme, on va comparer

la projection orthogonale et des projecteurs algébriques particuliers.

Théoréeme 6.7
Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et F' un s.e.v. fermé de H. Alors :

1. H=F® F*,

2. Pr (projecteur orthogonal sur F') est égal au projecteur algébrigue sur F' associé a la décomposition
H=FgF*.

3. F=F+t,
DEMONSTRATION : On rappelle que 'on a déja vu que F'- est un s.e.v. fermé.

1. Soit w € H. On a u = (u — Pru) + Ppu. La 2eme caractérisation (proposition 6.16) donne
(u— Ppu) € F+. Comme Pru € F, on en déduit que H = F + F*.
Soit maintenant v € FNF*. On doit donc avoir (u/u) = 0, ce qui donne u = 0 et donc FNF+ = {0}.
Onadonc H=F @ F*+.

2. Soit uw € H. Comme u = Ppu + (u — Ppu), avec Ppu € F et (u — Ppu) € F*, on voit que Pp
est égal au projecteur algébrique sur F associé & la décomposition H = FF @ F+. (Noter aussi que
(I — Pr) est égal au projecteur algébrique sur F* associé & la décomposition H = F @ F+.)

3. Il reste & montrer que F = F1L,

e On a déja vu que F C F++.

e Soit u € F++. On a u = (u — Pru) + Pru. La 2eme caractérisation (proposition 6.16) donne
(u— Pru) € F* et on a aussi (u — Ppu) € F++ car u € F*+ et Pru€ F C F1+. On a donc
(u — Ppu) € F+ N F+L = {0}. Donc u = Ppu € F. On a donc montré que F++ C F.

Finalement, on a bien montré que F = F++.

Le théoreme 6.7 a un corollaire tres utile :
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Corollaire 6.1
Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et F' un s.e.v. de H. Alors :

F=H< F-={0}.

DEMONSTRATION : F est un s.e.v. fermé de H. Le théoréme 6.7 donne donc H = F @ (F)*. On a déja
vu que (F)* = F+, on a donc B
H=FaoF*,
d’ou 'on déduit
F=H< F-={0}.

6.2.3 Théoreme de Représentation de Riesz

Remarque 6.16 On rappelle ici la définition 6.7 et la remarque 6.10. Soit H est un Banach réel ou
complexe. On note H' (ou L(H, K)) ensemble des applications linéaires continues de H dans K (avec
K = R pour un Banach réel et K = C pour un Banach complexe). On rappelle que H* est ’ensemble
des applications linéaires de H dans K. On a donc H' C H*. Si H est de dimension finie, on a H' = H*,
mais si H est de dimension infinie, on peut montrer que H' # H*.

1. SiT € H*, on rappelle que T est continue si seulement si il existe k € R t.q. |T'(u)| < k||ul| g, pour
tout u € H.

2. SiT € H', on pose ||T| g = sup,e {0y LGl on rappelle que |||z est bien une norme sur H' et

Tl

que H’, muni de cette norme, est aussi un espace de Banach (sur K). Noter que ceci est aussi vrai
si H est un e.v.n. non complet. Noter aussi que, si T € H et u € H, on a |T(u)| < ||T| a||u| a-

3. On suppose maintenant que H un espace de Hilbert (réel ou complexe). Pour v € H, on pose
py(u) = (u/v) pour tout u € H. Grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz ((6.14) ou (6.15)), on a
[ou(w)] < Jlullallollz. On adone g, € H' et [gollm < |lvlla. En remarquant que @y (v) = oll3,
on montre alors que ||, || g = ||v||z.

On considére maintenant lapplication ¢ : H — H’ définie par ¢(v) = ¢, pour tout v € H.

e Si K =R, ¢ est une application lindaire de H dans H' car, pour tout v,w € H et tout o, 3 € R,

Cavtpw(w) = (u/av + fw) = a(u/v) + B(u/w) = ap,(u) + B, (u), pour tout u € H,

ce qui donne Yupt+pw = a4y + By L'application ¢ est donc une isométrie (linéaire) de H
sur Im(¢) C H'. (En particulier ¢ est donc injective.)

e Si K = C, ¢ est une application “anti-linéaire” de H dans H’ car, pour tout v,w € H et tout
a, B €R,

Gavtpw (W) = (u/av + pw) = a(u/v) + Blu/w) = @p,(u) + Bpw(u), pour tout u € H,

ce qui donne Yqy4gw = 0Py + Byw. Lapplication ¢ est donc une isométrie (anti-linéaire) de
H sur Im(p) C H'. (En particulier ¢ est donc, ici aussi, injective.)
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L’objectif du théoréme de représentation de Riesz (théoreéme 6.8) est de montrer que 1’application
© est surjective, c’est-a-dire que Im(p) = H'.

Théoréme 6.8
Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe). Soit T € H'. Alors, il existe un et un seul v € H t.q.

T(u) = (u/v), pour toutu € H. (6.25)
L’application ¢ définie dans la remarque 6.16 est donc surjective (le résultat ci dessus donne T = ¢, ).

DEMONSTRATION :
Existence de v

On pose F = Ker(T). Comme T est linéaire et continue, F' est un s.e.v. fermé de H. Le théoréme 6.7
donne donc H = F @ F*. On distingue deux cas :

e Cas 1. On suppose ici que T'= 0. On a alors F' = E et il suffit de prendre v = 0 pour avoir (6.25).

e Cas 2. On suppose maintenant que 7' # 0. On a donc F' # H et donc F+ # {0} (car H = FO FL).
Il existe donc vy € F*, vg # 0. Comme vy ¢ F, on a T'(vg) # 0.

Pour u € H, on a alors

e T(u) ; T (u) ;
T o) T T(wg) ™ (6:26)
On remarque que u — g(gf;)) vy € F car
7T(u)v B uﬁT(u) o) =
T(u 0 o) = T(u) ITvo)IK o) = 0.

Donc, comme v € F+, (u — g((:())) vo/vp) = 0 et (6.26) donne

) o o0 = 20 (),

(u/v0) = ( o]

d’ou 'on déduit
T'(vo)
(vo/vo)

On pose v = (50(733)1)0 siK=Retv= (50(733)1)0 si K = C. On a bien

T(u) =

(/o).

T(u) = (u/v), pour tout u € H,

c'est-a-dire T' = ¢, (avec les notations de la remarque 6.16).
Dans les 2 cas on a bien trouvé v € H vérifiant (6.25).

Unicité de v

Soit v1,v2 € H t.q. T = @y, = o, (avec les notations de la remarque 6.16). Comme ¢ est linéaire (si
K = R) ou anti-linéaire (si K = C), on en déduit ¢, v, = @v, — @y, = 0. Comme ¢ est une isométrie,
on a donc v; = vy, ce qui donne la partie unicité du théoreme. [
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Remarque 6.17 Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe). Soit T' € H* \ H'. T est donc une
application linéaire de H dans K (= R ou C), non continue. On pose F' = Ker(7T'). La démonstration du
théoréme 6.8 permet alors de montrer que F'+ = {0} et donc F = H (dans un Hilbert H, le noyau d’'une
forme linéaire non continue est donc toujours dense dans H). En effet, on raisonne par ’absurde :

si Ft#£ {0}, il existe vy € F L+ vy # 0. le raisonnement fait pour démontrer le théoreme 6.8 donne alors
T(u) = (u/v) pour tout u € H, avec v = (Z;(}’Eg)vo siK=Retv= (50(733)110 si K = C. On en déduit que
T est continu, contrairement a ’hypothese de départ.

On a donc F+ = {0} et donc F'=Fl= {0}. On en déduit, comme H = FoF" (par le théoréme 6.7,
car F' est toujours un s.e.v. fermé), que H = F.

Remarque 6.18 (Structure hilbertienne de H’) Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe).
On sait déja que H' (avec la norme habituelle, voir la remarque 6.16) est un espace de Banach. Le
théoreéme 6.8 permet aussi de montrer que H' est un espace de Hilbert. En effet, en prenant les notations
de la remarque 6.16, 'application ¢ est un isométrie bijective, linéaire ou anti-linéaire de H dans H'.
Cela suffit pour montrer que l'identité du parallélogramme (identité (6.18)) est vraie sur H' et donc que
H' est une espace de Hilbert (voir la remarque (6.11)). Mais on peut méme construire le produit scalaire
sur H' (induisant la norme usuelle de H') :

Soient T1,T> € H'. Par le théoréme 6.8, il existe vi,v2 € H t.q. T1 = ¢y, et To = ¢y,. On pose
(T1/T2) g = (v2/v1) g (ol (+/-) g désigne ici le produit scalaire dans H). 1l est facile de voir que (-/-) g
est un produit scalaire sur H'. Il induit bien la norme usuelle de H’ car (T1/T1) g = (vi/v1)m = |vi||% =
oo |2 = || T1]1%, car ¢ est une isométrie.

6.2.4 Bases hilbertiennes

Soient F un e.v. sur K, K =R ou C, et B = {e;, i € [} C E une famille d’éléments de E (I'ensemble I
est quelconque, il peut étre fini, dénombrable ou non dénombrable). On rappelle que B = {e;,i € I} C E
est une base (algébrique) de E si B vérifie les deux propriétés suivantes :

1. B est libre, c’est-a-dire :

Y icy ie; =0, avec
J C 1, card(J) < oo, = «; = 0 pour tout i € J,
a; € K pour tout 7 € J,

2. B est génératrice, c’est-a-dire que pour tout u € F, il existe J C I, card(J) < oo, et il existe
(O[i)ie] CcCK t.q. u= Zie] Q€.
En notant vect{e;, i € I} 'espace vectoriel engendré par la famille {e;, ¢ € I}, le fait que B soit génératrice
s’écrit donc : E = vect{e;, i € I'}.
On rappelle aussi que tout espace vectoriel admet des bases (algébriques). Cette propriété se démontre &
partir de 'axiome du choix.

Dans le cas d’un espace de Hilbert, on va définir maintenant une nouvelle notion de base : la notion de
base hilbertienne.

Définition 6.11 Soient H un espace de Hilbert sur K, K =R ou C, et B ={e;, i € I} C H une famille
d’éléments de H (I’ensemble I est quelconque). La famille B est une base hilbertienne de H si elle vérifie
les deux propriétés suivantes :
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lsii=j .
1. (ei/ej):(ii’j:{ 0221#;7 pour tout i,j € I.

2. vect{e;, i € I} = H. On rappelle que vect{e;, i € I} = {3, ;aieq, J C I, card(J) < 00, (@;)ics C

Remarque 6.19 Soit H un espace de Hilbert sur K, K =R ou C.

1. Si H est de dimension finie, il existe des bases hilbertiennes (qui sont alors aussi des bases al-
gébriques). Le cardinal d’une base hilbertienne est alors égal a la dimension de H puisque, par
définition, la dimension de H est égal au cardinal d’une base algébrique (ce cardinal ne dépendant
pas de la base choisie). La démonstration de l'existence de bases hilbertiennes suit celle de la propo-
sition 6.17 (la récurrence dans la construction de la famille des e, s’arréte pour n = dim(H) — 1,
voir la preuve de la proposition 6.17).

2. Si H est de dimension infinie et que H est séparable (voir la définition 6.12), il existe des bases
hilbertiennes dénombrables (voir la proposition 6.17).

3. Si H est de dimension infinie et que H est non séparable, il existe toujours des bases hilbertiennes
(ceci se démontre avec axiome du choix), mais elles ne sont plus dénombrables.

Définition 6.12 Soit E un e.v.n. sur K, K =R ou C. On dit que E est séparable si il existe A C E

t.q. A=F et A au plus dénombrable.

Proposition 6.17 Soit H un espace de Hilbert sur K, K = R ou C, de dimension infinie. On suppose
que H est séparable . Alors, il existe B = {e;, i € N} C H , base hilbertienne de H.

DEMONSTRATION : Comme H est séparable, il existe une famille {f,,, n € N} C H dense dans H, c’est-
a~dire t.q. {f,, n € N} = H.

On va construire, par une récurrence sur n, une famille {e,, n € N} t.q. :
1. (en/em) = Op,m pour tout n,m € N,
2. {fo,---s fn} C vect{eq,...,en} pour tout n € N.

On aura alors trouvé une base hilbertienne car on aura f; € vect{e,, n € N}, pour tout i € N, et donc
H={fn,neN} C{e,,neN} C H,dou H = {e,, n € N}. Avec la propriété (e, /em) = 0n,m pour
tout m,m € N, ceci donne bien que {e,, n € N} est une base hilbertienne de H.

On construit maintenant la famille {e,, n € N}.

Construction de ¢

Soit ¢(0) = min{i € N; f; # 0} (les f; ne sont pas tous nuls car H # {0}). On prend ey = “;}"72)’;”, de
@

sorte que (eg/eg) =1 et fo € vect{eg} (car fo = | folleo, méme si ©(0) # 0).

Construction de e,41

Soit n € N. On suppose construits eg,..., e, t.q.
e (ep/em) = 6, m pour tout p,m € {0,...,n},

e {fo,..., fp} C vect{eq,...,ep} pour tout p € {0,...,n}.
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(Ce qui est vérifié pour n = 0 grace a la construction de eg.)

On construit maintenant e, 41 t.q. les deux assertions précédentes soient encore vraies avec n + 1 au lieu
de n.

Un sous espace vectoriel de dimension finie est toujours fermé, donc vect{eo,...,e,} = vect{eg,...,en}.
Si f; € vect{eg,...,e,} pour tout ¢ € N, on a alors {f;, ¢ € N} C vect{eg,...,e,} et donc H =
vect{f:, i € N} C vect{eg,...,en} = vect{eg,...,en}t. Ce qui prouve que H est de dimension finie (et
dim(H) = n+1). Comme H est de dimension infinie, il existe donc ¢ € N t.q. f; & vect{ep,...,e,}
(dans le cas ot H est dimension finie, la construction de la famille des e,, s’arréte pour n = dim(H) — 1
et on obtient une base hilbertienne avec {eg,...,e,}). On pose alors p(n + 1) = min{i € N; f; &
vect{eg, ..., e, }}. Onadonc, en particulier, ¢(n-+1) > n+1. En prenant €,41 = fi(ni1)— 2 i (€ avec
a; = (fom+1)/ei) pour tout i € {0,...,n}, on remarque que €,41 # 0 (car fumi1) € vect{eo,...,en})
et que (é,+1/€;) = 0 pour tout ¢ € {0,...,n}. Il suffit alors de prendre e,41 = Hi:ﬁ pour avoir

(ep/em) = Op.m pour tout p,m € {0,...,n+ 1}. Enfin, il est clair que f,41 € vect{ep,...,ent1} car on
a fot1 = ||€ntillent1 + D2i g ie; € vect{eg, ..., ent1} si p(n+1) =n+1et fry1 € vect{ep, ... ey} si
en+1)>n+1

On a donc bien trouvé e, 41 t.q.
e (ep/€m) = 0pm pour tout p,m € {0,...,n+ 1},
e {fo,..., fp} C vect{eg,...,ep} pour tout p € {0,...,n+1}.

Ce qui conclut la construction de la famille {e,,, n € N} vérifiant les deux assertions demandées. Comme
cela a déja été dit, la famille {e,,, n € N} est alors une base hilbertienne de H. u

La proposition 6.17 montre donc que tout espace de Hilbert séparable, et de dimension infinie, admet une
base hilbertienne dénombrable. On peut aussi démontrer la réciproque de ce résultat, c’est-a-dire que
tout espace de Hilbert admettant une base hilbertienne dénombrable est séparable et de dimension infinie
(cf. exercice 6.23). La proposition suivante s’adresse donc uniquement aux espaces de Hilbert séparables.

Proposition 6.18 Soient H un espace de Hilbert sur K, K = R ou C. et {e,, n € N} une base
hilbertienne de H (I’espace H est donc séparable et de dimension infinie (cf. exercice 6.23) et, dans ce
cas, une telle base existe d’apreés la proposition 6.17). Alors :

1. (Identité de Bessel) |ul®* =3, cn [(u/en)?, pour tout u € H,
2. u=7Y, cn(u/en)en, pour tout u € H, c’est-a-dire Y (u/e;)e; — u dans H, quand n — oo,

3. soient u € H et (ap)nen C K t.q. u =) yanen (c’est-a-dire S goie; — u dans H quand
n — 00), alors a; = (u/e;) pour tout i € N,

4. (identité de Parseval) (u/v) =Y, cn(u/en)(v/en), pour tout u,v € H.

DEMONSTRATION : Pour n € N, on pose F,, = vect{eg,...,e,}. F, est donc un s.e.v. fermé de H (on a

dim(F,) = n + 1 et on rappelle qu'un espace de dimension finie est toujours complet, F}, est donc fermé
dans H).

On remarque que F,, C F,,11 pour tout n € N, que UpenF,, = vect{e;, i € N} et donc que UpenF,, = H
(car {e;, i € N} est une base hilbertienne de H).

Soit w € H. La suite (d(u, Fy,))nen est décroissante (car F,, C Fj41), on a donc d(u, Fy,) | | quand
n — 00, avec [ > 0. On va montrer que [ = 0. En effet, pour tout € > 0, il existe v € UpenFy t.q.
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d(v,u) < e (car UpenF),, = H). 1l existe donc n € N t.q. v € F,,. On a alors d(u, F},) < ¢, ce qui prouve
que | < e. Comme ¢ > 0 est arbitraire, on a bien montré que [ = 0.

On utilise maintenant le théoreme d’existence et d’unicité de la projection sur un convexe fermé non vide
(théoréme 6.6). Il donne lexistence (et Punicité) de u,, = Pp,u € F,, t.q. d(uy,,u) = d(u, F,,), pour tout
n € N. On a alors u = (u—uy,)+u, et la deuxiéme caractérisation de la projection (proposition 6.16) donne
que (u—uy,) € Fi-. Le théoréme de Pythagore (théoréme 6.5) donne enfin que ||u||? = |Ju, || + ||u — ||
Comme ||u — uy,|| = d(u, u,) = d(u, F},) | 0 quand n — oo, on en déduit que

lun||* — 0, quand n — oo. (6.27)
Soit n € N. Comme u, € F, = vect{ep,...,en}, on a u, = > ae; avec a; = (up/e;) pour tout
i €{0,...,n} (car (e;/e;) = &;; pour tout 4,75). Puis, comme (u—u,) € F-, on a (u— u,/e;) = 0 pour

tout ¢ € {0,...,n}, d’ott Von déduit que «; = (u/e;) pour tout i € {0,...,n}. On a donc montré que
u, = Y o(u/e;)e;. Ce qui, avec le théoréme de Pythagore, donne |lu,||? = Y1 |(u/e;)]?. On obtient
donc, avec (6.27) le premier item de la proposition, c’est-a-dire I'identité de Bessel.

On montre maintenant le deuxieme item de la proposition. En reprenant les notations précédentes, on
a,pour u € H, u = (u—uy) + uy et (u — up,) — 0 dans H quand n — oo (car ||u — u,|| = d(u, Fy,)). On
a donc u,, — u dans H quand n — oco. Ceci donne bien le deuxieme item de la proposition car on a vu
que u, = Y i o(u/e;)e;.

Pour montrer le troisiéme item de la proposition, on suppose que (;);eny C K est t.q. Z?:o ae; — U
dans H quand n — oo. Soit j € N. On remarque que (Y. ,oei/ej) = > ja(e;/ej) = a; pour
n > j. En utilisant la continuité du produit scalaire par rapport & son premier argument (ce qui est une
conséquence simple de 'inégalité de Cauchy-Schwarz), on en déduit (faisant n — o0) que (u/e;) = «;.
Ce qui prouve bien le troisieme item de la proposition.

Enfin, pour montrer I'identité de Parseval, on utilise la continuité du produit scalaire par rapport a ses
deux arguments (ce qui est aussi une conséquence de I'inégalité de Cauchy-Schwarz), c’est-a-dire le fait
que

u, — u dans H, quand n — oo,

v, — v dans H, quand n — oo, } = (un/vn) = (u/v) quand n — co. (6.28)

Pour u,v € H, on utilise (6.28) avec u, = Y1 ,(u/e;)e; et v, = > 1 ,(v/e;)e;. On abien u, — uet v, —

v (d’apres le deuxiéme item) et on conclut en remarquant que (u, /v,) = > i Z?:O(u/ei)(v/ej)(ei/ej) =

Soio(u/ei)(v/ei). n

Remarque 6.20 Soit H un espace de Hilbert sur K, K = R ou C, séparable et de dimension infinie.

1. Soit {e,, n € N} une base hilbertienne de H et soit ¢ : N — N bijective. On pose é, = €p(n)-
Comme {e,, n € N} = {é,, n € N}, la famille {¢,,, n € N} est donc aussi une base hilbertienne de
H. On peut donc appliquer la proposition 6.18 avec la famille {e,, n € N} ou avec la famille {é,,
n € N}. Le deuxiéme item de la proposition 6.18 donne alors, pour tout u € H,

u= Z(u/en)en = Z(“/ew(n))ew(n)-

neN neN
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Ceci montre que la série ) _y(u/en)e, est “commutativement convergente” (c’est-a-dire qu’elle
est convergente, dans H, quel que soit 'ordre dans lequel on prend les termes de la série et la
somme de la série ne dépend pas de 'ordre dans lequel les termes ont été pris). Noter pourtant
que cette série peut ne pas étre absolument convergente. On peut remarquer, pour donner un

exemple, que la suite (ZLO e nen C H est de Cauchy, donc converge, dans H, quand n — oo,

i+l
vers un certain u. Pour cet élément v de H, on a (u/e;) = 1%1 pour tout i € N. La série
ZneN(u/ en)en est donc commutativement convergente mais n’est pas absolument convergente car
Yonen l(w/en)enll =3, cn ﬁ = oo (voir & ce propos le corrigé 112). L’exercice 6.33 compléte cet

exemple en construisant une isométrie bijective naturelle entre H et 2.

Par contre, on rappelle que, dans R ou C, une série est commutativement convergente si et seulement
si elle est absolument convergente (voir I'exercice 2.33). On peut d’ailleurs remarquer que la série
donnée & 'item 4 de la proposition 6.18 est commutativement convergente (pour la méme raison
que pour la série de I'item 2, donnée ci dessus) et est aussi absolument convergente. En effet, pour
u,v € H, on a |(u/e;)(v/es)] < |(u/es)]? + |(v/e;)|? pour tout i € N, ce qui montre bien (grace &
Iidentité de Bessel) que la série > (u/en)(v/ey) est absolument convergente (dans K).

2. Soit I un ensemble dénombrable (un exemple intéressant pour la suite est I = Z) et {e;, i € I} C H.

Soit ¢ : N — I bijective. On pose, pour n € N, &, = e,(,,). On a alors {e;, i € I} = {é,, n € N}.
La famille {e;, ¢ € I} est donc une base hilbertienne si et seulement si la famille {€,, n € N} est
une base hilbertienne.

Si la famille {e;, i € I} est une base hilbertienne, on peut donc appliquer la proposition 6.18 avec
la famille {€,, n € N}. On obtient, par exemple, que pour tout v € H :

w=Y (u/epm)epm:

neN

La somme de la série ) y(u/ey(n))epn) ne dépend donc pas du choix de la bijection ¢ entre N
et I et il est alors légitime de la noter simplement ., (u/e;)e;. Ceci est détaillé dans la définition
6.13 et permet d’énoncer la proposition 6.19.

Définition 6.13 Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et I un ensemble dénombrable. Soit
(ui)ier C H. On dit que la série ), u; est commutativement convergente si il existe w € H t.q., pour
tout ¢ : N — I bijective, on ait :

n

Z Up(p) — U, quand n — oo.
p=0

On note alors u =Y ; ;.

Proposition 6.19 Soit H un espace de Hilbert sur K, K = R ou C. Soient I dénombrable et {e;, i € I}
une base hilbertienne de H (I’espace H est donc séparable et de dimension infinie). Alors :

1. (Identité de Bessel) Pour tout uw € H, la série Y, |(u/e;)|* est commutativement convergente et

lul® = 3ser [(w/en)?,

2. Pour tout w € H, la série ), (u/e;)e; est commutativement convergente et u = . (u/e;)es,
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3. soient uw € H et (ap)neny C K t.q. la série Ziel a;e; est commutativement convergente et u =
Y oicr ieq, alors oy = (u/e;) pour tout i € I,

4. (identité de Parseval) Pour tout u,v € H, la série ), (u/e;)(v/e;) est commutativement conver-

gente et (u/v) =, (u/e;)(v/e;)

DEMONSTRATION : La démonstration est immédiate & partir de la proposition 6.18 et de la définition des
séries commutativement convergentes (définition 6.13). Il suffit de remarquer que {e, ), n € N} est une
base hilbertienne de H pour toute application ¢ : N — I bijective (et d’appliquer la proposition 6.18),
comme cela est indiqué dans la remarque 6.20 (deuxiéme item). n

La proposition suivante donne une caractérisation tres utile des bases hilbertiennes.

Proposition 6.20 (Caractérisation des bases hilbertiennes)
Soit H un espace de Hilbert réel ou complexe. Soit {e;, i € I} C H t.q. (e;/ej) = 0;; pour tout,j € I.
Alors, {e;, i € I} est une base hilbertienne si et seulement si :

ue€ H, (u/e;) =0viel=u=0.

DEMONSTRATION : On pose F = vect{e;, i € [}. F est s.e.v. de H.

On sait que {e;, i € I} est une base hilbertienne si et seulement si F = H. Or, on a déja vu (proposition
6.1) que F = H < F*+ = {0}. Donc, {e;, i € I'} est une base hilbertienne si et seulement si

wve Hue Ftr=u=0.

Comme u € F* si et seulement si (u/e;) = 0 pour tout i € I, on en déduit que {e;, i € I} est une base
hilbertienne si et seulement si
ue H, (u/e;) =0viel=u=0.

On donne maintenant un exemple de base hilbertienne, cet exemple donne un résultat de convergence de
la série de Fourier d’une fonction périodique de R dans C.

Pour cet exemple, on prend H = L2(]0,2x[,B(]0,27[), ), ou A désigne la mesure de Lebesgue sur
B(]0,27[). On rappelle que H est un espace de Hilbert complexe et que le produit scalaire sur H est

. _ 2 _
donné par (f/g)2 = [ fgdA = [;" f(z)g(x)dz pour f,g € H.
Pour n € Z, on définit e,, € H par (en confondant e, avec son représentant continu) :

en(z) = \/% exp(inz), z €]0, 27]. (6.29)

La convergence dans H de la série de Fourier de f € H est alors donnée par la proposition suivante
(noter que cette proposition ne donne pas de convergence ponctuelle de la série de Fourier, méme si f est
continue).

Proposition 6.21 (Séries de Fourier) Soit H = L4(]0,2x[, B(]0,27[), \). Alors :

1. La famille {e,, n € Z}, ot e, est donnée par (6.29), est une base hilbertienne de H.
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2. Pour tout f € H, la série ), ., (f/en)2en est commutativement convergente et

f = Z(f/en)Qen-

neL

En particulier, on a

n

/0 ’ |f(z) — Z (f/ep)2ep(z)>dz — 0, quand n — oc.

p=-n

DEMONSTRATION : Pour démontrer que {e,, n € Z} est une base hilbertienne, on utilise la proposition
6.20. 11 suffit donc de montrer :

1. (en/em)2 = 8pm pour tout n,m € Z,
2. feH, (f/len)2=0Y¥ne€Z = f=0.

L’assertion 1 est immédiate car (e, /e )2 = f% L exp(i(n — m)z)dr. Ce qui donne bien 0 si n # m et 1

. 0 2m
sin =m.

Pour montrer l'assertion 2, soit f € H t.q. (f/en)2 = 0 pour tout n € Z. On va montrer que f = 0
(c’est-a~dire f = 0 p.p.) en raisonnant en plusieurs étapes.

Etape 1. On note P = vect{e,, n € Z} (P est donc l'ensemble des polynémes trigonométriques). Par
antilinéarité du produit scalaire de H par rapport & son deuxiéme argument, on a (f/g) = 0 pour tout
geP.

Etape 2. On note C, = {g € C([0,2n],C); ¢g(0) = g(2m)}. On peut montrer que P est dense dans
C, pour la norme de la convergence uniforme (définie par ||g|, = max{g(z), z € [0,27]}). On admet
ce résultat ici (c’est une conséquence du théoreme de Stone-Weierstrass). Soit g € C), il existe donc
(gn)nen € P t.q. gn — ¢ uniformément sur [0, 27]. On a donc ||gn — g|lu = ||gn — gllcc — 0 quand n — oo.
Comme \([0,27]) < oo, on en déduit que ||g, — g|l2 — 0 quand n — oo. (Plus précisément, on a ici
I ll2 < V27| - |loo). Comme (f/gn)2 = 0 pour tout n € N (par I'étape 1), on en déduit (avec I'inégalité
de Cauchy-Schwarz) que (f/g)2 = 0. On a donc (f/g)2 = 0 pour tout g € C,,.

Etape 3. Soit g € C([0,2n],C). Pour n € N* on définit g,, par :

gn(z) = g(x), siz € [%7271'],
gn(@) = g(2m) + (9(;;) — 9(2m))(nx), siz € [0, 1,

de sorte que g,, € C, (noter que g, est affine entre 0 et X et vérifie g, (0) = g(27) et g, (L) = g(1)).

Par Iétape 2, on a (f/gn)2 = 0 pour tout n € N*. D’autre part, le théoréme de convergence dominée
dans L? donne que g, — g dans H quand n — oo (noter en effet que g, — ¢ p.p. et que g, < ||g|lo € H,
pour tout n € N*). On en déduit donc que (f/g)2 = 0. On a donc (f/g)2 = 0 pour tout g € C([0, 2], C).
Etape 4. On prend maintenant g € H = L2(]0, 2x[, B(]0, 27[), A). On définit § de R dans C par § = g sur
[0,27] et g = 0 sur R\ [0,27]. On obtient ainsi g € LA(R, B(R),\) (On a, comme d’habitude, confondu
un élément de L? avec 1'un de ses représentants; et A désigne maintenant la mesure de Lebesgue sur
B(R)). On montre dans l'exercice (corrigé) 6.4 que C.(R, R) est dense dans L2 (R, B(R), ). On en déduit
facilement que C..(R,C) est dense dans LZ(R, B(R),\). 1l existe donc (hy,)nen C Ce(R,C) t.q. hy — g
dans L (R, B(R), \), quand n — co. On en déduit que

27
/ |ho () — g(x)|2dz < / |hn(z) — §(x)]*dz — 0, quand n — co.
0 R
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En posant g, = (hn)\[o,zﬂ]a on a donc g, € C([0,27],C) et g, — ¢g dans H, quand n — co. Comme l’étape
3 donne (f/gn)2 = 0 pour tout n € N, on en déduit que (f/g)2 = 0.

Pour conclure, il suffit maintenant de prendre g = f. On obtient (f/f)2 = 0 et donc f =0 p.p..

On a bien ainsi montré (grace a la proposition 6.20) que {e,, n € Z} est une base hilbertienne de H.

On montre maintenant le deuxieme item de la proposition.

Soit f € H. La proposition 6.19 donne que la série ), (f/en)2e, est commutativement convergente et
que

[= Z(f/en)2en-

neL

En utilisant la définition 6.13 et la bijection de N dans Z donnée par ¢(0) = 0, et, pour n > 1, p(2n—1) =
n, ¢(2n) = —n, on a donc, en particulier, /" (f/€p(m))2€4(m) — [, dans H, quand m — oco. en
prenant m = 2n, ceci donne exactement

n

2m
/0 |f(z) — Z (f/ep)ep(w)*dx — 0, quand n — oo.

p=-n

6.3 Dualité dans les espaces LP, 1 <p <

6.3.1 Dualité pour p =2

Soit (E,T,m) un espace mesuré. On note H = L% (E,T,m), avec K = R ou C.

Soit f € L% (E,T,m). On note ¢y : H — K, 'application définie par p¢(g) = (g/f)2. On a déja vu
(remarque 6.10) que ¢y € H' (dual topologique de H). On remarque aussi que |os||g = | fllg = || f]|2-
En effet |p;(g9)| < [|fllmllgllz (par I'inégalité de Cauchy-Schwarz) et [ps(f)| < ||f||%. Donc :

lorl =sup{ 22D g ¢ g o3y = £l
lolls

Le théoreme de représentation de Riesz (théoreme 6.8 page 153) appliqué & l'espace de Hilbert H =
L% (E, T, m) donne que pour tout 7' € H’, il existe un et un seul f € H t.q. T(g) = (g/f)2 pour tout
g € H, c’est-a-dire un et un seul f € H t.q. T = ¢y.

L’application ¢ : f — ¢y est donc une isométrie bijective de L3 (E,T,m) sur L% (E,T,m). (Noter que
¢ est linéaire si K = R et antilinéaire si K = C.)

Cette situation est spécifique au cas p = 2. Nous examinons ci-apres le cas général 1 < p < oo.

6.3.2 Dualité pour 1 <p < o0

Soit (E,T, m) un espace mesuré. Soit p € [1, 4], on pose ¢ = ﬁ € [1,400] (de sorte que % + % =1,q
s’appelle le conjugué de p). Dans toute cette section, on note L} = L (E,T,m), avec K = R ou C (et
r € [1,00]).

On cherche & caractériser le dual de L%, de maniere semblable & ce qui a été fait & la section précédente
dans le cas p = 2.
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Soit f € L%, on considére I'application :

/gfdm si K =R,

_ (6.30)
/gfdm si K =C.

Pr g

L’inégalité de Holder (proposition 6.9) montre que ¢y (g) est bien définie si g € L% et que ¢y € (L)’
(dual topologique de L%). On peut aussi obtenir un majorant de la norme de ¢ car l'inégalité de Holder
donne

o7 (@)l < Ifllqllgllp, pour tout g € Li,

d’ou 'on déduit que

01 (9)
H(pf”(L?{)’ = Sup{ ||gH , g € LI})( \ {0}} < ||f||q (631)
D
On définit donc une application ¢ : f — ¢; de L% dans (L%). La définition de ¢y (formule (6.30))
montre que cette application est linéaire dans le cas K = R et antilinéaire dans le cas K = C. Elle est
toujours continue, grace & (6.31). On montre maintenant que c’est, en général, une isométrie.

Proposition 6.22

Soit (E,T,m) un espace mesuré. Soient p € [1,400] et ¢ = %. Sip =1, la mesure m est supposée
de plus o-finie. L’application ¢ : f — @5, ot @ est définie par (6.30) est une application de L% dans
(L%.), linéaire dans le cas K = R et antilinéaire dans le cas K = C. De plus , c’est une isométrie,
c’est-a-dire que || gll(Ley = || fllg pour tout f € L. (L’application ¢ est donc nécessairement injective,
mais pas forcément surjective.)

DEMONSTRATION : on sait déja que ¢ est une application de L% dans (L%)’, linéaire dans le cas K = R
et antilinéaire dans le cas K = C. On sait aussi que ||| zz ) < || fllg pour tout f € L (voir (6.31)).
Pour terminer la démonstration de cette proposition, Il suffit donc de montrer que, pour tout f € L%,

leorllczey > [ fllg- (6.32)

On se limite au cas K = R (les adaptations pour traiter le cas K = C sont faciles a deviner).

Soit f € L. On suppose f # 0 (sinon (6.32) est immédiat). On confond f avec 'un de ses représentants,
de sorte que f € L7 = LE(E, T, m). Pour montrer 6.32, on va chercher g € L% \ {0} t.q. % =|Ifllq-
On distingue maintenant trois cas.

Cas 1: 1 <p<oo. On définit g : E — R par g(z) = |f(z)|? 'sign(f(z)) pour tout z € E, avec
la fonction sign : R — R définie par sign(s) = —1 si s < 0, sign(s) = 1 si s > 0 et (par exemple)
sign(0) = 0. La fonction g est mesurable (comme composée d’applications mesurables) et on a (en notant

q
[lapam= [ dm = [ 1571am < oc.

que p = ;45)
a
Donc, g € LE (plus précisément, g € LX) et ||g|l, = || ]l # 0. Pour ce choix de g, on a donc

1 1
AN Ty 15 = 11

loll, 2 T
v Ifll ¥l
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carq— 2 =1.
On en déduit que

pr(h erlg
lerlgy = sl h e oy foyy = Ay gy
1A, loll

ce qui donne (6.32).

Cas 2 : p=o00. On a, dans ce cas, ¢ = 1. On prend, comme pour le premier cas, g = sign(f). On a ici
g€ L et ||glloc =1 (car m(E) # 0, sinon L = {0} et il n’y a pas de f € L&, f # 0). Pour ce choix de
g, on a @¢(g) =1 fl|l1, donc % = || f]l1 et, comme dans le premier cas, ceci donne (6.32).

Cas 3 : p=1. On a, dans ce cas, ¢ = co. Ce cas est un peu plus délicat que les précédents. On ne peut

pas toujours trouver g € L} 0} t.q. les (o)l - En utilisant le caractere o-fini de m, on va, pour
K IEIR
tout n € N*, trouver g,, € L} \ {0} t.q. % > || fllc — . Ce qui permet aussi de montrer (6.32).

Soit n € N*. On pose o, = || flloo — £ et A, = {|f| = an}. On am(A,) > 0 (car m(A,) = 0 donnerait
[flloe < ).

Sim(A,) < oo, on peut prendre g, = sign(f)14, quiest mesurable (car sign(f) et 1,4, sont mesurables) et
intégrable car m(A,) < co. Onaalors g, € Ly \{0}, [lgalli = m(An) et 0y(gn) = [, |fldm > anm(Ay).

Donc :

|(pf(gn)‘ 1
, > PRI —
el = 200 5 o, = g - 1

En faisant tendre n vers 'infini, on en déduit (6.32).

Si m(A,,) = oo, le choix de g, = sign(f)14, ne convient pas car sign(f)1a, & Li. On utilise alors le fait
que m est o-finie. Comme m est o-finie, il existe une suite (Ep)peny C T t.q. m(Ep) < 00, E, C Epyq1,
pour tout p € N, et E = UpenE,. Par continuité croissante de m, on a donc m(A, N E,) 1T m(A4,)
quand p — oo. Comme m(A4,) > 0 il existe donc p € N (dépendant de n, on ne note pas cette
dépendance) t.q. m(A, N E,) > 0. On prend alors g, = sign(f)14,ne,. On a bien alors g, € L\ {0},
lgnlli = m(A, NEy) <m(E,) < oo et vr(gn) = fAnﬂEp |fldm > a,m(A, N Ep). Donc :

|(pf (gn)‘ 1
erllpy = TS > g = | flloo — =
En faisant tendre n vers I'infini, on en déduit (6.32). ce qui conclut la preuve de la proposition. (]

La proposition 6.22 montre que l'application ¢ : f — @y, olt ¢ est définie par (6.30) est une application
de L% dans (L%.), linéaire dans le cas K = R et antilinéaire dans le cas K = C. De plus, c’est une
isométrie, c’est-a-dire que [l¢yll(ze ) = [|flq pour tout f € Li. Comme cela a déja été dit, 'application
¢ est donc nécessairement injective car ¢y = ), implique p;_p = 0 et donc || f —hllq = [[p-nll Lz =0,
ce qui donne f = h p.p.. Mais 'application ¢ n’est pas forcément surjective. On sait qu’elle est surjective
si p = 2 (c’était I'objet de la section précédente). Le théoréme suivant montre qu’elle est surjective si m
est o-finie et p € [1, +oo[ (de sorte qu'on identifie souvent, dans ce cas, (L%.)" a L%).

Théoréme 6.9 (Dualité L? — L9) Soient (E,T,m) un espace mesuré o-fini, 1 <p < 400, ¢ = ﬁ et
T e (LE.)'. Alors, il existe un unique f € LY t.q.

/gfdm si K =R,

T(q) =
& /gfdm si K =C,
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c’est-a-dire t.q. T = ¢y donné par (6.30) (on a donc montré la surjectivité de Uapplication ¢ : L% —
(LY définie par o(f) = oy pour f € LY ).

Remarque 6.21 (Dual de L>°) Noter que le théoreme précédent est, en général, faux pour p = oo.
L’application ¢ : f +— ¢y, ol s est donnée par (6.30) est donc une isométrie (linéaire ou antilinéaire,
selon que K = R ou C) de L} dans (L32) mais Pimage de ¢ est, sauf cas trés particuliers, différente de
(L32)'. L’application ¢ ne permet donc pas d’identifier le dual de L3¢ & L.

DEMONSTRATION DU THEOREME 6.9:

La démonstration de ce théoreme est faite dans ’exercice 6.39. Elle consiste essentiellement & se ramener
directement & appliquer le théoréme de représentation de Riesz (théoréme 6.8) dans un espace L? appro-
prié.

Une autre démonstration, probablement plus classique, consiste a appliquer le théoreme de Radon-
Nikodym, qui lui-méme se démontre en se ramenant au théoreme de représentation de Riesz. Cette
démonstration est donnée, dans un cas particulier, dans ’exercice 6.36. Nous verrons le théoreme de
Radon-Nikodym dans la section suivante, voir les théoremes 6.10 et 6.11.

Enfin, on propose dans ’exercice 6.38 une autre démonstration de ce théoréme dans le cas p < 2 (utilisant
toujours le théoréme de représentation de Riesz). n

Une conséquence intéressante du théoreme de dualité (théoreme 6.9) est le caractere réflexif des espaces
LP pour 1 < p < o0, ce que l'on détaille maintenant.

Soit F un espace de Banach réel (mais il est possible de traiter aussi les Banach complexes). On note F’
le dual (topologique) de F et F” le dual (topologique) de F’. On dit aussi que F” est le bidual de F.
Pour u € F, on définit J, : F' — R par

Ju(T) = T(u) pour tout T' € F'. (6.33)

Il est facile de voir que J,, € F” et ||Jy||p < ||ul|p. On peut en fait montrer que ||J,||p» = ||ul|r (c’est
une conséquence du théoreme de Hahn-Banach, non démontré ici). Comme Papplication J : u +— J,, est
lindaire, c’est donc une isométrie linéaire de F' dans F”. 1l est alors immédiat que J est injective. On

(135

Pappelle “’injection canonique” de F dans F”. Par contre, J n’est pas toujours surjective.
Définition 6.14 Soit F' un espace de Banach, F’ son dual (topologique) et F" son bidual (c’est-a-dire

le dual topologique de F'). Pour u € F, on définit J,, € F" par (6.33). On dit que l’espace F' est réflexif
si Uapplication J :u— J, (de F dans F") est surjective ('application J est toujours injective).

Un espace de Hilbert H est toujours réflexif car 'application J est alors simplement la composée des deux
bijections de H dans H’ et de H' dans H” données par le théoréme de représentation de Riesz (Théoréme
6.8). Ce qui montre que J est surjective. L’espace L% (E, T, m) est donc réflexif. Plus généralement, une
conséquence directe du théoréme 6.9 est que les espaces LP, sont réflexifs pour p €]1, +00[.

Proposition 6.23 Soient (E,T,m) un espace mesuré et 1 < p < +oo. Alors, l'espace Ly(E,T,m) est
réflexif.

DEMONSTRATION : On pose ¢ = p%l, LP = LE(E,T,m) et L1 = LL(E, T, m).

On note ® I'application de L” dans (L?)" définie par ®(f) = ¢y, ol ¢y est donnée par (6.30), et on note
U Papplication de L9 dans (LP)" définie par U(f) = ¢y.
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Comme p # 00 et g # 00, le théoreme 6.9 donne que ® est une bijection de LP dans (L9)" et ¥ est une
bijection de L? dans (LP)’. On rappelle aussi que ® et ¥ sont des isométries linéaires.

Soit s € (LP)"”. Pour montrer que L? est réflexif, il suffit de montrer qu’il existe u € LP t.q. J, = s (ol
Ju est défini par 6.33), c’est-a-dire t.q. s(T) = T'(u) pour tout T € (LP)".

On va montrer que u = ®~1(s0 ¥) convient. En effet, soit T € (L?)’. On a :

T(u) = / ul Y (T)dm,

et :
S(T) = (50 B)(T~Y(T)) = B(u)(T~1(T)) = /u\I/_l(T)dm — T(w).

On a donc bien montré que 'application J : u +— J, (de LP dans (LP)") est surjective, c’est-a-dire que
LP est réflexif.

On peut aussi noter que la démonstration de cette proposition donne en fait que J, = ®(u) o ¥~ pour
tout w € LP. L]

6.3.3 Théoreme de Radon-Nikodym

La définition 4.4 donnait la définition d’une mesure de densité. On reprend ici cette définition et on
donne aussi la définition de mesure “signée” de densité.

Définition 6.15 (Mesure de densité) Soit (F,T,m) un espace mesuré.

1. Soit p une mesure sur T'. On dit que p est une mesure de densité par rapport a m si il existe
feMy tg p(A) = [, fdm, pour tout A € T. On pose alors = fm (on dit aussi que f est la
densité de p par rapport a m).

2. Soit 1 une mesure signée sur T. On dit que p est une mesure signée de densité par rapport a m
si il existe f € Ly(E,T,m) t.q. u(A) = [, fdm, pour tout A € T. On pose alors p = fm (on dit
aussi que [ est la densité de p par rapport a m).

Remarque 6.22 (Sur les mesures de densité) Soient (E,T,m) un espace mesuré et p une mesure
sur T

1. (Unicité de la densité) Soit f,g € M,. On suppose que p = fm et 4 = gm. On a alors f = g
m-p.p.. En effet, on doit avoir [, fdm = [, gdm pour tout A € T. En choisissant A = {f > g}
puis A = {f < g}, on en déduit que f{f>g}(f — g)dm + f{f<g}(g — f)dm = 0. Ce qui donne
JIf = gldm =0 et donc f = g m-p.p..

2. (Espace L' pour une mesure de densité) Soit f € M, t.q. u = fm. Soit g € M, 'exercice (corrigé)
4.22 donne alors les assertions suivantes :

(a) g € Ly(E, T, p) & fg € Ly(E,T,m),
(b) g € Ly(E.T,p) = [gdu= [ fgdm.
3. (Absolue continuité d’une mesure de densité) Soit f € M, t.q. u = fm. Soit A € T t.q. m(A4) = 0.
On a alors fl4 = 0 m-p.p. et donc pu(A) = [ fladm = 0. Selon la définition 6.16 ci-apres, ceci
montre que la mesure p est absolument continue par rapport a la mesure m. L’objectif du théoreme

de Radon-Nikodym (théoréme 6.10) sera de démontrer la réciproque de ce résultat (si u est finie et
m est o-finie).
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Rappelons la définition d’une mesure absolument continue :

Définition 6.16 (Mesure absolument continue) Soient (E,T,m) un espace mesuré et p une mesure
(positive ou signée) sur T. On dit que p est absolument continue par rapport & m, et on note pu << m,
St

AeT m(A)=0= u(A)=0.

Remarque 6.23 On donne ici un exemple de mesure non absolument continue : on prend (E,T,m) =
(R,B(R), \) et u =g (mesure de Dirac en 0 sur B(R)). Comme A({0} =0 et 60({0} = 1, la mesure o
n’est pas absolument continue par rapport a .

On donne maintenant le théoréeme de Radon-Nikodym pour les mesures (positives).

Théoréme 6.10 (Radon-Nikodym) Soient (E,T, m) un espace mesuré o-fini et u une mesure finie
sur T. Alors, p est absolument continue par rapport a m si et seulement si j est une mesure de densité
par rapport a m.

DEMONSTRATION :

Sens («=). Ce sens a été montré dans le troisieme item de la remarque 6.22 (et les hypoth eses “p finie”
et “m o-finie” sont inutiles. (Noter aussi que le premier item de cette méme remarque donne l'unicité
m-p.p. de la densité de p par rapport a m.)

Sens (=). Pour toute mesure v sur T et pour tout 1 < p < oo, on note LP(v) = LE(E,T,v) et
LP(v) = LY (E,T,v).

Pour démontrer que p est absolument continue par rapport a m, on va appliquer le théoreme de représen-
tation de Riesz (théoréme 6.8) dans I'espace de Hilbert H = L& (u + m).

On rappelle d’abord que D'exercice (corrigé) 4.2 donne que p + m est une mesure sur 7' (définie par
(n+m)(A) = p(A)+m(A) pour tout A € T) et que les deux propriétés suivantes sont vérifiées (questions
1 et 2 de exercice 4.2) :

g€ L (u+m)egel(u)nL(p),
g€ LM+ m) :>/gd(u+m) :/gdqu/gdm. (6.34)

Il est aussi clair que [ fd(u+m) = [ fdu+ [ fdm pour tout f € M, (voir le corrigé 60 de l'exercice
4.2). Pour g € M, on a donc [ g*d(u+m) = [ g*du+ [ g*dm, ce qui donne L£*(p+m) = L2(u) N L2 (m).

Enfin, pour A € T, on a (x + m)(A) = 0 si et seulement si u(A) = m(4) = 0. On a donc, pour
f,g: E—>R:
[ =g wpp,

f=9+m)pp. < { F—gmpop.

On décompose maintenant la démonstration en 3 étapes.

Etape 1. Utilisation du théoreme de Riesz.
On pose H = L?(p+m) (H est donc un espace de Hilbert). On veut définir T : H — R par :

T(g) = /gd,u pour tout g € H. (6.35)
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On montre tout d’abord que cette définition est correcte. Soit ¢ € H = L?(u + m). On choisit un
représentant de g, encore noté g, de sorte que g € L2(u+m) = £2(u) N L%(m). Comm p est finie, on a
L2(p) € LY(p). Donc g € LY (i), [ gdu existe et appartient & R. Puis, on remarque que [ gdu ne dépend
pas du représentant choisi car g1 = g2 (1 + m)-p.p. implique g1 = g2 p-p.p.. L’application T est donc
bien définie de H dans R par (6.35).

On montre maintenant que T € H'. 1l est immédiat que T est lindaire. On remarque ensuite que, pour tout
g € H, on a, en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz avec g et 1g, [T(g)| = | [ gdu| < [lgllL2(u) v/ 1(E)

< glle2(utm) vV i(E)) = llglla/p(E). Onadone T € H' (et [|T]|a < v/ p(E)).

On peut maintenant appliquer le théoréme de représentation de Riesz (théoreme 6.8). Il donne qu’il existe
o€ H=L*u+m) tq T(9) = [ gpd(u+ m) pour tout g € L?(p + m). On choisit un représentant de
¢, encore noté ¢. On a alors ¢ € L2(u +m) et

/gdu = /ggod(u +m) pour tout g € L2(u +m). (6.36)

Pour g € L%(u+m), on a gp € L*(u+ m) et donc [ gpd(u+m) = [ gpdu + [ godm (d’apres (6.34)).
On déduit donc de (6.36) :

/g(l —@)du = /ggadm, pour tout g € L£*(u +m). (6.37)

Etape 2. On cherche dans cette étape des bornes sur ¢.

On montre tout d’abord que ¢ > 0 m-p.p. et pu-p.p. (ce qui est équivalent a dire que ¢ > 0 (u+m)-p.p.).
Comme m est o-finie, il existe une suite (Ap)neny C T t.q. m(A,) < oo pour tout n € N et F = UpenAn.
Pour n € N, on pose B,, = {¢ <0} N A, € T. Dans (6.37), on prend g = 15_ (on a bien g € £2(js +m)
car (p+m)(B,) < p(E) +m(A,) < c0). On obtient

/(1 —@)lp, du= /cpandm.

Comme (1 —¢) > 0et ¢ < 0 sur B, on en déduit que (1 — ¢)lp, =0 pu-p.p. et plg, =0 m-p.p. et
donc p(B,) =m(B,) =0.

Par g-additivité d'une mesure, comme {¢ < 0} = UpenB,,, on en déduit (u+m)({e < 0}) <> n(p+
m)(By,) = 0 et donc ¢ > 0 (u + m)-p.p..

On montre maintenant que ¢ < 1 (u + m)-p.p..

On prend dans (6.37) g = 1¢,, avec C,, = {¢ > 1} N A, (on a bien g € L2(u+ m) car (u +m)(Cp) <
w(E) +m(A,) < o0). On obtient

/(1 —p)lc,dp = /wlcndm

Comme (1 —¢) <0et ¢ > 0sur Cy, on en déduit que (1 — ¢)le, =0 p-p.p. et ple, = 0 m-p.p. et
donc m(C,) = 0. Mais on ne peut en déduire u(Cy,) = 0 (car on a seulement (1 — ¢) < 0 sur C,, et non
(1 —¢) < 0). Clest ici (et seulement ici) qu’on utilise 'hypotheése d’absolue continuité de p par rapport
a m. Comme m(C,) = 0, l'hypothese p << m donne u(Cp) = 0. Comme {¢ > 1} = U,enCh, on en
déduit (u+m)({e > 1}) <> en(p+m)(Cr) =0 et donc ¢ < 1 (u +m)-p.p..
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On a donc montré que 0 < ¢ < 1 (u+m)-p.p.. En changeant ¢ sur un ensemble de mesure (u+m) nulle,
on peut donc supposer 0 < ¢(z) < 1 pour tout € E. On a toujours o € L2(u-+m) et (6.37) reste vraie.
Etape 3. On montre maintenant que p = fm avec f = &.

On montre tout d’abord que (6.37) est vraie pour tout g € M :

e On remarque d’abord que (6.37) est vraie si g = 14 avec A € T t.q. m(A) < oo car, dans ce cas,
g € L2(pu+m).

e On suppose maintenant que A € T. Comme m est o-finie, il existe une suite (Ep)neny C T t.q.
m(Ey,) < 0o, B, C Epy1, pour tout n € N, et E = UpenEy,. On prend g, = 15, avec B, = ANE,,
de sorte que g, T 14 et donc (1—¢)g, T (1—p)14 et vg, T ¢la. Comme (6.37) est vraie pour g = gy,
(car m(B,,) < o0), le théoréme de convergence monotone (théoréme 4.1) appliqué aux mesures y et
m donne (6.37) pour g = 14.

e Sig e &, il est alors facile de montrer que (6.37) est vraie. C’est une conséquence immédiate de
la linéarité positive de 'intégrale sur M. .

e On prend enfin g € M. 1l existe (gn)neny € E4 t.q. gn T g. On a donc (1 — p)gn T (1 — @)g et
©gn T ¢g. On écrit (6.37) pour g, au lieu de g. En passant a la limite quand n — oo, le théoréme
de convergence monotone (théoréme 4.1) appliqué aux mesures p et m donne (6.37) pour g.

On a donc maintenant ¢ mesurable, 0 < ¢(z) < 1 pour tout z € E et (6.37) pour tout g € M.

Soit h € M. On pose g = 2. Ona g € My (car 0 < p(z) < 1 pour tout = € E). (6.37) donne alors

1—¢p*
— »
/hd,u = /h1 — (pdm. (6.38)

En posant f = ﬁ7 ona f € My et (6.38) avec h = 14 donne pu(A) = [ fladm pour tout A € T,
c’est-a~dire p = fm. [

Théoréme 6.11 (Radon-Nikodym, mesures signées) Soit (E,T,m) un espace mesuré et soit pi une
mesure signée sur T, alors :
p<<m<=3f € LL(E,T,m) p= fm. (6.39)

DEMONSTRATION : La démonstration n’est pas détaillée ici, elle consiste essentiellement & se ramener au
théoreme 6.10 en décomposant p sous la forme p = py — p— comme cela est fait dans la proposition 2.6.
m

6.4 Convergence faible, faible-x, étroite, en loi. ..

6.4.1 Convergence faible et faible-x

On limite ce paragraphe au cas des espaces de Banach réels. L’extension au cas des Banach complexes
est simple (!).
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Définition 6.17 (Convergence faible dans un espace de Banach)

Soit F un espace de Banach (réel) et F' son dual topologique (i.e. l’espace des applications linéaires
continues sur F dans R). Soit (un)nen C F et uw € F. On dit que la suite (u,)nen converge faiblement
vers u st pour tout élement T de F', on a : T(u,) — T(u) (dans R) quand n — oo.

Par le théoréme 6.9, on a donc la proposition suivante sur la convergence faible dans LY (E, T, m), pour
1<p<+x:

Proposition 6.24 (Convergence faible dans LP)

Soit (E,T,m) un espace mesuré, p € [1,+00[ et ¢ le conjugué de p, LP = LE(E,T,m), (fn)nen C LP
et uw € LP. Alors, la suite (fn)nen converge faiblement vers f si et seulement si on a, pour tout g €
LL(E,T,m), [ fngdm — [ fgdm quand n — .

DEMONSTRATION :

On note ® Papplication de L? dans (LP)" définie par ®(f) = ¢, olt ¢y est donnée par (6.30), La
démonstration de cette proposition est alors immédiate quand on remarque que le théoreme 6.9 donne
que ® est une bijection de L4 dans (LP)'. ]

Définition 6.18 (Convergence faible x dans le dual d’un espace de Banach)

Soit F' un espace de Banach (réel) et F' son dual topologique ; soit (Ty,)neny C F' et T € F'. On dit que
la suite (Ty)nen converge vers T dans F' pour la topologie faible x si pour tout élement u de F, on a :
Tn(u) — T(u) (dans R) quand n — oo.

Remarque 6.24 (Convergence forte, faible et faible x) Soit F' un espace de Banach (réel).
1. Soient (T, )nen C F' et T € F'. Les implications suivantes sont alors immédiates :
T, — T dans F' = T,, — T faiblement dans F’' = T,, — T *-faiblement dans F”.

La deuxiéme implication est une conséquence de l'injection canonique de F' dans F” (construite
avec (6.33)).

2. Pour u € F, on définit J,, € F" avec (6.33). Soient (un)neny C F et u € F. On a alors :
u, — u faiblement dans F < J,, — J,, *-faiblement dans F".

Mais, si F' n’est pas réflexif, 'application J : u +— J,, de F dans F”, n’est pas surjective et on
peut avoir une suite (up)nen non faiblement convergente dans F' alors que la suite (J,, Jnen est
*-faiblement convergente dans F”’. Dans ce cas, la limite de (J,, Jneny pour la topologie faible-x de
F" n’est pas dans I'image de J.

Dans le cas ou F est un espace de Banach réflexif, 'application J :u +— J, est surjective de F' dans F"”’
et on a alors :

1. Soient (T,)nen C F' et T € F'. Alors :

T, — T faiblement dans F’ < T,, — T *-faiblement dans F”.

2. Soit (un)nen C F. La suite (uy,)nen est faiblement convergente dans F' si et seulement si la suite
(Ju,, Jnen est *-faiblement convergente dans F”'.
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Soit 1 <p<oo,doncl <qg= ﬁ < 00. Onnote LP = LE(E,T,m), LY = LL(E, T, m) et ® application
de L? dans (L%)" définie par ®(f) = ¢y, out s est donnée par (6.30). Le théoreme 6.9 donne que ® est
une bijection de LP dans (L?)’. On confond (ou on identifie) fréquemment v € LP avec ®(u) € (L9)'.
On a alors une notion de convergence faible-x dans LP. Si 1 < p < oo (on a alors aussi 1 < ¢ < o),
les notions de convergente faible et faible-x dans LP sont équivalentes. Dans le cas de L*°, que 'on
identifie fréquemment avec le dual (topologique) de L', les notions de convergente faible et faible-x sont
différentes. La convergence faible est plus forte que la convergence faible-x. On donne ci dessous la
définition de convergence faible-x quand on considére L>° comme le dual de L'.

Définition 6.19 (Convergence faible x dans L)
Soient (E,T,m) un espace mesuré et L> = L (E,T,m). Soient (fp)nen C L™ et f € L>®. On dit que
la suite (fn)nen converge vers f dans L™ pour la topologie faible x si pour tout élement g de Ly(E,T,m),

ona: [ fogdm — [ fgdm.

6.4.2 Convergence étroite et convergence en loi

Si m est une mesure finie sur les boréliens de R?, on note L, 'application de Cy(R? R) dans R définie
par Ly, (p) = [ @dm (cette application caractérise m, d’apres la proposition 5.4). On a vu au chapitre 5
que L, € Cy(R%R). Soit (my)nen une suite de mesures finies sur les boréliens de R? (d > 1) et m
une mesure finie sur les boréliens de R?. La convergence faible-x dans (Cy(R% R)" de L,,, vers L,,,
quand n — oo, signifie donc que lim, . [ ¢pdm, = [ pdm, pour tout ¢ € Cyp(R%,R). Ceci s’appelle la
convergence étroite de m,, vers m.

Définition 6.20 (Convergence étroite et vague) Soit (m,)nen une suite de mesures finies sur les
boréliens de R? (d > 1) et m une mesure finie sur les boréliens de R,

1. On dit que m,, — m étroitement, quand n — 0o, Si :

/(pdmn — /gpdm pour tout ¢ € Cp(R% R)).
2. On dit que m, — m vaguement, quand n — 00, Si :

/(pdmn — /gpdm pour tout ¢ € C.(R%,R)).

La proposition suivante montre que la convergence vague et la convergence des masses totales donnent la
convergence étroite. Si m et les mesures m,, sont des probabilités, la convergence étroite de m,, vers m
(quand n — o00) est donc équivalente & la convergence vague.

Proposition 6.25 Soit (my,)nen une suite de mesures finies sur les boréliens de R? (d > 1) et m une
mesure finie sur les boréliens de RY. On suppose que m,, — m vaguement et que m,(R) — m(R) (quand
n — o0). On a alors m, — m étroitement. (La réciproque de cette proposition est immédiate.)

DEMONSTRATION : La démonstration de cette proposition est contenue dans 1’exercice 5.19. n

La convergence en loi d’une suite de v.a.r. est définie par la convergence étroite (ou vague, puisque c’est
équivalent) des lois des v.a.r.
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Définition 6.21 Soit (2, A, p)un espace probabilisé, (X, )nen une suite de v.a.r. sur (2, A,p) et X une
v.a.r. sur (Q,A,p). On dit que X,, — X en loi, quand n — oo, si :

/@(Xn)dp — /go(X)dp pour tout ¢ € Cp(R, R).

(Ce que est équivalent & dire que Px, — Px étroitement.)

6.4.3 Lois des grands nombres, théoréme central limite

Dans ce paragraphe, on donne des résultats de convergence (en probabilité, p.s., en loi) pour des sommes
de v.a.r. indépendantes. Nous commengons ce paragraphe par un résutat (simple) sur la variance de la
somme de v.a.r. indépendantes, dont on déduit la loi faible des grands nombre qui donne non seulement
un résultat de convergence (en probabilité) mais aussi des estimations précises sur cette convergence.
Puis, on éenonce la loi forte des grands nombres et le théoreme central limite.

Proposition 6.26 Soit (2, A,p) un espace probabilisé et (X, )nen+ une suite de v.a.r. indépendantes 2
a 2 et de carré intégrable. On a alors, pour tout n € N*,

Var(X1 + ...+ X,) = Var(X1) + ... + Var(X,,).

DEMONSTRATION : On pose S, = > | X; et E; = E(X;). On a alors, par linéarité de I'intégrale,
E(Sn) = Z?:l El et :

n

Var(S,) = E((Sn = E(S0))?) = EQ_(Xi = E)) ) (X; - Ej) = > E(Xi — E)(X; — Ej)).

i=1 i=j ij=1

Pour ¢ # j, on a, comme X; et X; sont indépendantes, E((X;—F;)(X,—E;)) = E(X;—E;)E(X;—E;) =0.
On en déduit :

Var(S,) = Z E(X; — E)?) = ZVar(Xi).

Proposition 6.27 (Loi faible des grands nombres) Soit (2, A, p) un espace probabilisé et (X, )nen+
une suite de v.a.r. indépendantes 2 a 2 et de carré intégrable. On suppose que ces v.a.r. sont de méme
moyenne m et de méme variance o%. On pose Y, = %Z?:l X; (ce sont les “moyenne de Césaro” de la
suite (Xn)nen+ ), alors Y, converge stochastiquement (ou en probabilité) vers la v.a.r constante et égale a

m, c’est-a-dire que l'on a :
Ve > 0, p(|X,, — m| > ¢) — 0 lorsque n — +o0.

Plus précisément, on a pour tout € > 0 et n € N*,

2

g
p(|Yn —m| >¢) < o

DEMONSTRATION : Soit € > 0 et n € N*. En utilisant I'inégalité de Bienaymé Tchebychev (lemme 4.10),
ona: .
(Yo —m| =€) = p(Yo —m)* > &%) < ZE((Ya —m)?).
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Puis, en posant S, = > | X;, on a E((Y,, —m)?) = L E((S,, — nm)?) = %

donne Var(S,,) = nVar(X;) = no?. On en déduit finalement

. La proposition 6.26

1
p(|Y, —m| >¢) < g

€2 n? ne
On donne maintenant, sans démonstration, la loi forte des grands nombres.

Proposition 6.28 (Loi forte des grands nombres) Soit (2,.A,p) un espace probabilisé et (X, )nen+
une suite de v.a.r. indépendantes.

1. On suppose ici que les X, sont de carré intégrable, que F(X,) = 0 pour tout n € N* et que
> nens E(X2)/(n?) < co. Alors :

1 n
— ZXi — 0 p.s., quand n — oo.
"
2. On suppose ici que la suite (Xp)nen est une suite de v.a.r.i.i.d. et que E(|X1|) < oco. Alors :

1 n

— in — FE(X1) p.s., quand n — oo.

"o

On donne enfin, sans démonstration, le théoreme central limite.

Théoréme 6.12 Soit (2, A,p) un espace probabilisé et (X, )nen+ une suite de v.a.r.i.i.d. de carrés
intégrables. On note m = E(X}) et 0® = Var(Xy). On pose

La suite (Py, )nen+ converge alors étroitement vers la loi normale N'(0,02) (ou N(0,0) = & et la loi
normale, ou loi de Gauss, N'(0,0?), est définie au chapitre 4, section 4.4, dans le cas 0 #0).

6.5 Exercices

6.5.1 Espaces I, 1 <p<o0

Exercice 6.1 Corrigé 99 page 386
Soit (E,T,m) un espace mesuré, p € [1,00[ et A € T. On pose F = {f € LE(E,T,m); f =0 p.p. sur
A}. Montrer que F' est fermé (dans LY (E, T, m)).

Exercice 6.2 Corrigé 100 page 386
Soit p € [1,00] et C = {f € LP(R,B(R), A); f > 0 p.p.}. Montrer que C est d’intérieur vide pour p < 0o
et d’intérieur non vide pour p = oo.

Exercice 6.3 (Convergence essentiellement uniforme) Corrigé 101 page 387
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Soit (E, T, m) un espace mesuré, (f,,),ecn une suite de fonctions mesurables de F dans R et f une fonction
mesurable de £ dans R.

Montrer que || fr — flloo — 0, quand n — oo, si et seulement si il existe A € T t.q. m(4) =0et f, — f
uniformément sur A€, quand n — oo.

Exercice 6.4 (Densité et continuité en moyenne) Corrigé 102 page 387

1. Soit p € [1,00[. Montrer que C.(R,R) est dense dans LE(R,B(R),\). Soit f € LE(R,B(R),\),
montrer que ||f — f(- + k)|, — 0 quand h — 0.

2. Les assertions précédentes sont-elles vraies pour p = oo 7
Exercice 6.5 (Sur la séparabilité...)

1. Montrer que LL (R, B(R), A) est séparable pour p € [1, 00 et n’est pas séparable pour p = co.

2. On munit Cy(R,R) et Cp(R,R) de la norme de la convergence uniforme. Montrer que Cp(R,R) est
séparable et que Cp(R,R) n’est pas séparable.
Exercice 6.6 Soient (E,T,m) un espace mesuré, et f, g, h des fonctions mesurables de E dans R. Soient

1 1 1
p,q,r € |1,400], tels que -+ - + — =1, montrer que :
q

/ \Fghldm < / Fipdm) 3 ( / lgl%dm)’ / Ihrdm)*

Exercice 6.7 (Produit L? — L?) Corrigé 103 page 389

Soient (E,T,m) un espace mesuré, p € [1,+00] et ¢ le conjugué de p (i.e. ¢ = p%l). Soient (fn)nen C
LE(E,T,m), (gn)nen C LE(E,T,m), f € LL(E,T,m) et g € LL(E,T,m) t.q. f, — f dans LE(E, T, m)
et g, — g dans LE(E,T,m). Montrer que [ f,g,dm — [ fgdm lorsque n — +oo.

Exercice 6.8 (Caractérisation de L?)

Soit (E, T, m) un espace mesuré, p € [1,00] et ¢ = . On note L" l'espace L (E, T, m) (pour r € [1,00]).
Soit f : E — R une application mesurable. On suppose que fg € L' pour tout g € £9. Le but de
Pexercice est de montrer (si possible...) que f € LP.

1. On suppose, dans cette question, que p = 1. Montrer que f € £'.

2. On suppose, dans cette question, que p = co. Pour montrer que f € £°°, on raisonne par I’absurde
en supposant que f & L.

(a) Soit a > 0. Montrer qu’il existe § > «a t.q. m({a < |f| < 8} > 0. En déduire qu’il existe une
suite croissante (p)nen t.q. ap = 0, a,, > n et m(Ay,) > 0 avec A, = {a, < |f] < ans1}
(pour tout n € N).

(b) Soit (by)nen € R. On pose g = > nbnla, (les A, étant définis a la question précédente).
Montrer qu'un choix convenable de (b, )nen donne g € L et fg & L1,

(¢) Conclure.

3. On suppose, dans cette question, que p €]1,00[ et que m(E) < co. Pour montrer que f € £P, on
raisonne une nouvelle fois par ’absurde en supposant que f & LP.
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(a) Soit a > 0. Montrer qu’il existe § > o t.q. 1 < [, |f[Pdm < oo avec A = {a < |f] < B}
En déduire qu’il existe une suite croissante (o )nen t.q. ag =0et 1 < [, [f[Pdm < oo avec
A, ={an <|f] < ant1} (pour tout n € N).

(b) Soit (by)nen € R. On pose g = 3 oy b |fIP~114, (les A, étant définis & la question précé-
dente). Montrer qu'un choix convenable de (b, ),en donne g € L7 et fg & L1.

(c) Conclure.
4. On suppose, dans cette question, que p €]1, 0] et que m est o-finie. Montrer que f € LP.

Exercice 6.9 (un peu de calcul diff...)
Soient (E,T,m) un espace mesuré fini, et g € C*(R,R) et 1 < p < +o00; pour u € LP = LP?(E, T, m), on
note g(u) la (classe de) fonction(s): = — g(u(z)), et G la fonction qui & u associe g(u).

p

1. Soit 1 < g < +o0; montrer que G € C(L?, L?) ssi il existe C' € R tel que |g(s)| < Cls|« + C pour
tout s € R.

2. Montrer que G € C*(LP, LP) ssi il existe a,b € R tel que g(s) = as + b pour tout s € R.
Exercice 6.10 Soit f une fonction de R dans R, continue & support compact, montrer que :

£l ®,8@),») = [Iflloc lorsque p — +o0.
[Pour montrer que limianf”Lp(R’B(R)’A) > || flloos on pourra introduire, pour 0 < &€ < || flloo, un ensemble
p—+oo

A tel queVa € A, |f(z)] > || flloo —€- ]

Exercice 6.11 Corrigé 104 page 389
Soient (E,T,m) un espace mesuré, (fn)nen C Li(E,T,m), (gn)nen C L (E, T,m), f € LL(E, T, m) et
g € Lg(E, T, m). On suppose que f,, — f dans L(E, T, m).

1. On suppose que g, — g dans Lg°(E,T, m). Montrer que f,g, — fg dans L (E, T, m).

2. On suppose maintenant que g, — g p.p.. Montrer par un contre exemple qu’on peut ne pas avoir
fngn — fg dans LL(E,T,m).

3. On suppose maintenant que g, — g p.p. et qu'il existe M € R t.q. ||gnllcc < M. Montrer qu’on a
alors fng, — fg dans L(E, T, m).

Exercice 6.12 Soit (E,T,m) un espace mesuré et y une mesure de densité f € M, par rapport & m,
montrer que :

(4) /gdu=/fgdm,Vg€M+
(ii) Soit g € M, alors g € L*(n) & fg € L*(m), (6.40)
et si g € L'(u), alors /gd,u = [ fgdm

Exercice 6.13
Soit K : R? — R, une fonction mesurable (on a donc K € M (R?, B(R?))). On suppose qu’il existe

M e Ry t.q. [K(z,t)dt <M, pour tout z € R, et [ K(¢,y)dt < M, pour tout y € R.

Pour tout 1 < p < oo, on note L? Pespace L (R, B(R), \) et LP Pespace LE (R, B(R), \).

Si f : R — R est une fonction mesurable, on pose, pour tout x € R t.q. K(z,-)f(:) € L1, T(f)(z) =
J K (z,t)f(t)dt.

Soit 1 < p < 0o. [On conseille de considérer séparément les cas p=1,p=o0 et 1 < p < 00.]
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1. Soit f € LP (on identifie f, comme d’habitude, avec I'un de ses représentants, on a donc f € LP).
Montrer que T'(f)(x) est définie pour presque tout = € R. Montrer que T'(f) € L (au sens “il existe

g€ L t.q. T(f) =g p-p.”).

2. Montrer que T est une application linéaire continue de L? dans LP.

Exercice 6.14 (Inégalité de Hardy) Corrigé 105 page 390

Soit p €]1, 00[. On note LP l'espace LL(]0, 0o, B(]0,00[), A) (A est donc ici la mesure de Lebesgue sur les
boréliens de |0, o).

Soit f € LP. Pour z €]0,00[, on pose F(z) = %ffl]ow[d)\. Le but de I'exercice est de montrer que
Felret|Fl, < Zllflp

1. On suppose, dans cette question, que f € C.(]0,0]) (c’est-a-dire que f est continue et & support
compact dans |0, co[).
(a) Montrer F € C*(]0,00[) N LP. Montrer que zF'(z) = —F(x) + f(x) pour tout = > 0.
(b) On suppose, dans cette question, que f(z) > 0 pour tout z €]0, col.

Montrer que fooo FP(z)dx = p’%l fooo FP=1(z)f(x)dz. [On pourra utiliser une intégration par
parties.]

Montrer que ||F||, < p%leHp-
(c) Monter que || F||, < %\

fllp (on ne suppose plus que f(z) > 0 pour tout x €]0, co]).
2. On ne suppose plus que f € C.(]0, 0]).

(a) Montrer qu’il existe (fn)nen C Ce(]0, 00[) t.q || fn— fllp — 0 quand n — co. [On pourra utiliser
la densité de C.(R,R) dans LE (R, B(R), \), exercice 6.4.]

(b) Montrer que F' € C(]0,00[) N L et que ||F||, < %Hfﬂp.

3. Montrer que sup{ ||||I;||||;’, fe L, |fll, # 0} = ﬁ (dans cette formule, F' est donné comme

précédemment & partir de f). [On pourra considérer la suite ( f,,)nen+ définie par f,,(¢) = t% Ly1,n((t)
pour ¢ €]0, 00]).]

Exercice 6.15 (Continuité d’une application de L? dans L9) Corrigé 106 page 393
Soit (E,T,m) un espace mesuré fini, p, g € [1, 00| et g une application continue de R dans R t.q. :

3C eR%; |g(s)] < Cls|s +C, Vs € R. (6.41)

1. Soit uw € LE(E, T, m). Montrer que gou € LE(E, T, m).

On pose L™ = Ly (E,T,m), pour r = p et r = ¢q. Pour u € L, on pose G(u) = {h € LL(E, T, m);
h=govpp.}, avec v € u. On a donc G(u) € LY et cette définition a bien un sens, c’est & dire que
G(u) ne dépend pas du choix de v dans u.

2. Soit (un)neny C LP. On suppose que u,, — u p.p., quand n — oo, et qu'il existe F' € LP t.q. |u,| < F
p.p., pour tout n € N. Montrer que G(u,) — G(u) dans L.

3. Montrer que G est continue de LP dans L9.
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4. On considere ici (E,T,m) = ([0,1], B(R), \) et on prend p = ¢ = 1. On suppose que g ne vérifie
pas (6.41). On va construire u € L' t.q. G(u) ¢ L'.
(a) Soit n € N*, montrer qu'il existe o, € R tel que : |g(ay)| > n|a,| et |ay| > n.

(b) On choisit une suite (a;,)nen vérifiant les conditions données & la question précédente. Montrer
qu’il existe a > 0 t.q.

+oo
D o =
n=1 |0£n|’fl2
«
(¢) Soit (an)nen une suite définie par : ag = 1 et any1 = a, — a2 (ot v, et o sont définies
ap|n

dans les 2 questions précédentes). On pose u = Z:g anlia, 1 ,a,[- Montrer que u € L' et

G(u) ¢ L.

Exercice 6.16 (Conv. p.p. et conv. des normes, par Egorov) Corrigé 107 page 395
Soit (E,T,m) un espace mesuré et 1 < p < oo. On note LP Vespace LE(E,T,m). Soit (f,), une suite
d’éléments de LP et f € LP. On suppose que f, — f p.p., quand n — oo.

1. Montrer que ||f]|, < liminf, || fn]lp- [Traiter séparément le cas 1 < p < co et p = 00.]

2. En prenant (E,T,m) = (]0,1[, B(]0,1]),A) (ot A est la mesure de Lebesgue sur les boréliens de
10,1[), donner un exemple pour lequel la suite (|| f,||,)nen converge dans R et || f]|, < limpen || fnllp-
[On pourra aussi traiter séparément les cas 1 < p < 0o et p = 0.

Pour la suite de Pexercice, on suppose que || frllp — || f|lp, quand n — oo.
3. Dans cette question, on suppose que p = 1.

(a) On suppose que m(E) < co. Pour tout n € N, on choisit un représentant de f,,, encore noté
fn- On choisit aussi un représentant de f, encore noté f. Soit A € T et € > 0. On suppose
que f, — f uniformément sur A¢. Montrer qu’il existe ng t.q. :

nzno;s/ \fnldm§6+/ | fldm.
A A

(b) On suppose que m(E) < co. Montrer que f, — f dans L', quand n — oco. [On pourra utiliser
le théoreme d’Egorov.]

(¢) On suppose que m(E) = co. Soit € > 0. Montrer qu’il existe C € T t.q. :
m(C) < oo et / |fldm < e.
CC

(d) On suppose que m(E) = co. Montrer que f,, — f dans L!, quand n — oo.

4. Dans cette question, on suppose que 1 < p < oco. Montrer que f,, — f dans LP, quand n — oo.
[S’inspirer de la méthode suggérée pour le cas p = 1.]

5. Dans cette question, on suppose que p = oo et que (E,T,m) = (]0,1[,B(]0,1[), A). Donner un
exemple pour lequel f, 4~ f dans L*°, quand n — oo.
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Exercice 6.17 (Conv. p.p. et conv. des normes, par Fatou) Corrigé 108 page 399
Soit (E,T,m) un espace mesuré. Pour p € [1, 00, on note LP Pespace LE (E, T, m).

Soit p € [1,00[, (fn)nen une suite d’éléments de LP et f € LP. On suppose que f, — f p.p. et que
[ fallp = [[fllp, quand n — oo.

1. On suppose que p = 1. Pour n € N, on pose ¢, = |fn| + |f| — |fn — f| (en ayant choisi des
représentants de f,, et f). Montrer que g, > 0 pour tout n € N. En utilisant le lemme de Fatou,
montrer que f, — f dans L'.

2. On suppose maintenant que p €]1,00[. En utilisant le lemme de Fatou pour une suite convenable,
montrer que f, — f dans LP.

Exercice 6.18 (Compacité LP — L?) Corrigé 109 page 400
Dans cet exercice, (E, T, m) est un espace mesuré. Pour tout 1 < r < oo, on note L” I'espace Ly (E, T, m)

(et L7 V'espace Li(E,T, m)).

1. Soit » > 1 et (gn)nen une suite bornée de L". Montrer que la suite (gn)nen est équi-intégrable,
c’est-a-dire que :

Ve>0,30>0t.qg neN, AeT, m(A)§(5:>/ |gnldm < e.
A
[Utiliser I'inégalité de Holder.]

Soit 1 < p < ¢ < o0 et (fn)nen une suite bornée de L?. On suppose dans toute la suite que f, — f
p-p- quand n — oo.

2. (Compacité L? — L2.) On suppose que m(E) < oco.

(a) Montrer que f € LY (au sens “il existe g € L9 t.q. f =g p.p.”).

(b) Montrer que f, — f dans LP quand n — oo. [Utiliser la question 1 avec g, = |fn, — f|P et un
théoreéme du cours.|

3. On suppose que m(E) = oco.

(a) Soit B € T t.q. m(B) < co. Montrer quef,lp — flp dans LP quand n — oo.

(b) On prend ici (E,T,m) = (R,B(R),\), ¢ =2, p=1, f = 0. Donner un exemple pour lequel
(fa)nen C LY, fn # 0 dans L' quand n — oo (et (fy)nen bornée dans L2, f, — 0 p.p. quand
n— o).

Exercice 6.19 (Caractérisation de £>°) Corrigé 110 page 401

Soit (X, T, m) un espace mesuré. Pour p € [1,00], on note LP l'espace L5 (X, T, m). Soit f une application
de X dans R. On suppose que pour tout n € N* il existe f, € L et g, € L1 t.q. f = frn+0n, | falleo <1
et [|gn]l1 < L. Montrer que f € L™ et | f|l < 1.

Exercice 6.20 (Exemples de v.a. appartenant & L?) Corrigé 111 page 402

Soit (2,4, P) un espace de probabilités et X une v.a. (réelle). Dans les trois cas suivants, donner les
valeurs de g € [1, oo] pour lesquels la variable aléatoire X appartient & l'espace L4(2, A, P) :
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1. X suit une loi exponentielle £(A) (A > 0) (c’est-a-dire que la loi de X a une densité f par rapport
a la mesure de Lebesgue, avec f(z) = Aexp(—Az)1jp 1o Pour = € R).

2. X suit une loi de Cauchy de parametre ¢ > 0 (la loi de X a une densité f par rapport a la mesure
de Lebesgue, avec f(z) = %ﬁ pour z € R).

3. X suit une loi géométrique G(p) (p €]0,1[) (c’est-a-dire que P({X = k}) = p(1 — p)k¥~1, pour tout
ke N*).

6.5.2 Espaces de Hilbert, Espace L?

Exercice 6.21 Corrigé 112 page 403
Soit (E, T, m) un espace mesuré et (f,)nen une suite d’élements de L2 (F, T, m) deux a deux orthogonaux.
Montrer que la série Y, fn converge (dans L?) si et seulement si Y, . || fnll3 est convergente (dans

R).

Exercice 6.22 (LP n’est pas un espace de Hilbert si p # 2) Corrigé 113 page 403

Montrer que LE(R, B(R),A) (muni de sa norme usuelle) n’est pas un espace de Hilbert si 1 < p < oo,
p # 2. [Pour p # 2, chercher des fonctions f et g mettant en défaut 'identité du parallelogramme,
c’est-a-dire l'identité (6.18) page 145.]

Exercice 6.23 (Caractérisation des espaces de Hilbert séparables)
Soit E un espace de Hilbert (réel) de dimension infinie. Montrer que E est séparable si et seulement si il
existe une base hilbertienne dénombrable de E [I'une des implications a d’eja été vue...].

Exercice 6.24 (projection sur le céne positif de L?) Corrigé 114 page 404
Soit (X, T, m) un espace mesuré et E = L%(X,T,m). On pose C = {f € E, f >0 p.p.}.

1. Montrer que C est une partie convexe fermée non vide de E.
2. Soit f € E. Montrer que Pof = f+.

Exercice 6.25 (Exemple de non existence de la projection) Corrigé 115 page 404

Dans cet exercice, on donne un exemple t.q. :

E est un espace de Banach réel, F' est un sous espace vectoriel fermé de E, g € E\ F' (et donc d(g, F) =
inf{|lg — fllg, f € F} >0...) et il n’existe pas d'élément f € E t.q. d(g,F) = ||lg — f|&-

On prend E = C([0,1],R), on munit E de la norme habituelle, || f||g = max{|f(z)|, z € [0,1]}. On pose
F={fekE; f(0)=0, fol f(xz)dx = 0}. Enfin, on prend g € E défini par g(z) = z, pour tout z € [0, 1].

1. Montrer que E est un espace de Banach (réel).
2. Montrer que F' est un sous espace vectoriel fermé de F.

3. Soit f € F. Montrer que ||g — f||g > 1/2. [On pourra remarquer que fol (g — f)(x)|dz > fol(g —
N(x)dz =1/2.]

4. Montrer qu’il n’existe pas d’élément f € F t.q. ||g — fl|lz = 1/2.

5. Montrer que d(g, F') = 1/2. [On pourra, par exemple, montrer que ||g — f, || — 1/2, avec f, défini
par fn(z) = =0z, pour x € [0,1/n], fo(z) = (x—1/n) — Bp/n, pour z € [1/n,1], et 3, choisi pour
que f, € F.]
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Exercice 6.26 (Lemme de Lax-Milgram) Corrigé 116 page 406
Soit E est un espace de Hilbert réel et a une application bilinéaire de E x E dans R. On note (-/-) le
produit scalaire dans E et || - || la norme dans E. On suppose qu’il existe C € R et a > 0 t.q. :

la(u,v)| < C|lullllv|l, Yu,v € E (continuité de a),

a(u,u) > afull?, Yu € E (coercivité de a).

Soit T' € E’. On va montrer, dans cet exercice, qu'il existe un et un seul v € E t.q. T'(v) = a(u,v) pour
tout v € E (ceci est le lemme de Lax-Milgram).

1. On suppose, dans cette question, que a est symétrique. On définit une application bilinéaire, notée
(-/)a de E x E dans R par (u/v), = a(u,v). Montrer que (-/-), est un produit scalaire sur F et
que la norme induite par ce produit scalaire est équivalente & la norme || - ||. En déduire qu’il existe
un et un seul u € E t.q. T(v) = a(u,v) pour tout v € E. [Utiliser le théoréme de représentation de
Riesz.]

2. On ne suppose plus que a est symétrique.
(a) Soit u € E, Montrer que I'application v — a(u,v) est un élément de E’. En déduire qu’il
existe un et un seul élément de E, notée Au, t.q. (Au/v) = a(u,v) pour tout v € E.
On note, dans la suite A 'application qui & u € F associe Au € F.
(b)
(c)
(d) Montrer que (Im(A))+ = {0}.
(e)

Montrer que A est linéaire continue de E dans E.

Montrer que Im(A) est fermé

Montrer que A est bijective et en déduire qu’il existe un et un seul u € E t.q. T'(v) = a(u,v)
pour tout v € E.

Exercice 6.27 (Exemple de projection dans L2) Corrigé 117 page 409

On désigne par X la mesure de Lebesgue sur les boréliens de ]0, 1[, par L? I'espace L% (]0,1[, B(]0,1[), \)
et par LP Pespace L5 (]0,1[, B(]0,1[), A).

Soit g € L2

1. Soit v € L? et ¢ € C°(]0,1[,R) (on rappelle que ¢ € C>°(]0, 1[,R) signifie que ¢ est une application
de ]0,1[ dans R, de classe C*, et qu'il existe K CJ]0,1[, K compact, t.q. @(x) = 0 pour tout
z €]0,1[\K) . Montrer que vg¢’ € L'.

On pose C = {v € L? v < 1 p.p., [vgg'd\ < [ ¢d), pour tout ¢ € C(]0,1[,R), ¢ > 0}. (On
rappelle que ¢ > 0 signifie ¢(x) > 0 pour tout = €]0, 1[.)

2. Montrer que C est un convexe fermé non vide de L2.

3. On désigne par 1 la fonction constante et égale & 1 sur ]0, 1[. Soit u € C. Montrer que :
(lu = 1|2 < |lv = 1|2 pour tout v € C) < ([ (1 — u)(u — v)d\ > 0 pour tout v € C).

4. Soit u € C t.q. |lu — 1|2 < ||v — 1||2 pour tout v € C. On suppose que u,g € C*(]0,1[,R).
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(a) Montrer que (ug)’(z) > —1 pour tout z €]0, 1].
(b) Soit x €]0,1[ t.q. u(x) < 1. Montrer que (ug)’'(z) = —1.
(¢) Montrer que u est solution du probléme suivant:
(ug)'(xz) > —1, pour tout z €]0, 1],
u(z) < 1, pour tout x €]0, 1],
(1+ (ug)'(z))(u(x) — 1) = 0, pour tout x €]0, 1].

Exercice 6.28 (Approximation dans L?) Corrigé 118 page 412

On désigne par A la mesure de Lebesgue sur les boréliens de R, par L 'espace LE (R, B(R), A) et par £P
lespace L5 (R, B(R), A). On note dt = dA(t).

Pour f € L? et k € N*, on définit T} f de R dans R par :

n(z)+1
(@)1
Tof(z) = k / N (6.42)
(s
1
ou n(x) est Uentier de Z tel que % <z < % (Pentier n dépend donc de x).

1. Soit k € N* et f € L2. Montrer que T}, f € L? (plus précisément, Ty f € L2 et on confond alors,
comme d’habitude, Ty f avec {g € L2, g = T, f p.p-}) et que ||Tkf|l2 < || fll2, pour tout k € N*.

2. Soit f € C.(R,R) (i.e. f continue de R dans R et a support compact). Montrer que T) f — f dans
L? quand k — oo.

3. Soit f € L2 Montrer que T f — f dans L? quand k — oo.

Exercice 6.29 (Projections orthogonales) Corrigé 119 page 413
On pose H = L%(] — 1,+1[,B(] — 1,+1[),A). (On rappelle que B(] — 1,+1[) est la tribu borélienne de
] — 1,1 et X la mesure de Lebesgue sur B(] — 1,+1[).) Soit F = {f € H t.q. f]_ (fdx = 0}. Soit

G={f€Htq [i_ o fd\= [, fd\}

1,41

1. Montrer que F' et G sont des sous-espaces vectoriels fermés de H. Déterminer les sous-espaces F'=+,
Gtet FNG.

2. Calculer, pour g € H, les projections orthogonales Pr(g) et Pg(g) de g sur F et G.

Exercice 6.30 (Projection orthogonale dans L?) Corrigé 120 page 41/
On pose L? = LZ(R,B(R),\) (muni de sa structure hilbertienne habituelle) et, pour «, 3 € R donnés,
a<p C={fel*a<f<fBpp}

1. Montrer que C est vide si et seulement si a8 > 0.

2. On suppose maintenant que o8 < 0. Montrer que C est une partie convexe fermée non vide de L2.
Soit f € L2, montrer que Pef(z) = max{min{f(x), 3}, a} pour presque tout x € R. (Pcf désigne
la projection de f sur C.)

Exercice 6.31 Corrigé 121 page 415
Soit (E, T, m) un espace mesuré, et LP = LL(E, T, m).
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1. On suppose ici qu’ il existe A et B € T t.q ANB =0, et 0 < m(B) < +o0, 0 < m(A4) <
+0o. Montrer que LP est un Hilbert si et seulement si p = 2. [On pourra utiliser I'identité du
parallélogramme avec des fonctions de LP bien choisies.]

2. Montrer que pour m = &y (mesure de Dirac en 0), L% (R, B(R),m) est un Hilbert pour tout p €
[1, +00].

Exercice 6.32 (Espace [?) Corrigé 122 page 416
On note m la mesure du dénombrement sur P(N), c’est-a-dire m(A) = card(A) si A est fini et m(A4) = oo
si A n’est pas fini.

On note I? = L3(N, P(N), m).
1. Montrer que chaque élément de I ne contient qu'un seul élément de 1’espace L%(N, P(N),m).
2. Montrer que l'inégalité de Cauchy-Schwarz sur {?> donne :
O anbn)? <> a2 > 02
neN neN  neN

pour toutes suites (an)nen, (bn)nen C Ry t.q. >, cnaz < oo et 3o, b2 < oo.

3. Soit ¢ : N* — N*| bijective. Montrer que ZnEN* “07(;;) = 0. [On pourra commencer par montrer
que 22:1 ﬁ < ZZ:l % pour tout n € N* puis utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz.]

Exercice 6.33 (Isométrie d’un espace de Hilbert avec [?) Corrigé 123 page 418
Soit H un espace de Hilbert réel, de dimension infinie et séparable. Soit {e,, n € N} une base hilbertienne
de H (une telle base existe, cf. proposition 6.17).

Pour u € H, on définit a, € I2 (I? est défini & I'exercice 6.32) par a,(n) = (u/ey)w, pour tout n € N.
(On montrera tout d’abord que a,, est bien un élément de 2.)

Montrer que I’application A : u — a,, (est linéaire et) est une isométrie de H dans I2, c’est-a-dire que
||aqu2 = HU’HH pour tout v € H.
Montrer que A est bijective (il faut donc montrer que, pour tout a € 12, il existe u € H t.q. a = a,,).

Exercice 6.34 (Tribu et partition, suite et fin)

Cet exercice est la suite de 1’exercice 3.36. Soit (£2, .4, P) un espace de probabilité et a une partition de
On note 7(a) la tribu engendrée par a (voir exercice 3.36). On suppose que la partition a est mesurable,
c’est-a-dire que ses atomes sont des éléments de A (on a donc 7(a) C A).

Donner une base hilbertienne de L?(2, 7(a), P) construite & partir des atomes de a.

En déduire I’expression de la projection orthogonale d'une variable aléatoire X appartenant & L2(£2, A, P)
sur le sous espace L2(Q, 7(a), P).

6.5.3 Théoréeme de Radon-Nikodym et Dualité dans les espaces L

Exercice 6.35 (Fonctions absolument continues) Corrigé (partiel) 124 page 418
Soit —0o < a < b < +00. On admet les 2 résultats suivant :

e Toute fonction monotone définie sur [a, b], & valeurs dans R, est dérivable en presque tout point de

la, b[.
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e Soit f € Li(Ja,b[, B(Ja,b[), \). Pour z € [a,b], on pose F(z) = ffl]a,l.[d)\. La fonction F est alors
dérivable en presque tout point de Ja,b[ et on a F' = f p.p..

1. (Fonctions monotones.) Soit f une fonction monotone croissante définie sur [a, b] et & valeurs dans

R.

(a) Montrer que f' € Lk (Ja, b[, B(Ja,b[), \) et que
[ Fiadr < £0) - f@),

[On pourra poser f(z) = f(b) pour z > b, considérer f,(z) = n(f(z+1)— f(z)) et remarquer
que fn, — f' p.p. sur |a,b[.]

(b) Donner un exemple pour lequel 'inégalité de la question précédente est stricte. (Les courageux
pourront chercher un exemple pour lequel f est continue... )

2. (Fonctions absolument continues.)

Une fonction définie sur [a, b] et & valeurs dans R est dite absolument continue si pour tout € > 0 il
existe § > 0 tel que pour toute famille finie d’intervalles deux a deux disjoints (Ja, bx[)1<k<n dont
la somme des longueurs est inférieure & 6, ona > ,_, |f(bx) — f(ax)| < e.

(a) Montrer que “absolue continuité” implique “uniforme continuité”.

(b) Montrer que ’ensemble des fonctions absolument continues sur [a, b] forme un espace vectoriel.

3. (Fonctions absolument continues et fonctions monotones.) Une fonction f définie sur [a,b] (et &
valeurs dans R) est dite d variation bornée s’il existe C' t.q. pour toute subdivision du segment
[a,b], a = z9 < x1 < ... < m, = b, on ait Y ,_, |f(zx) — f(zx—1)| < C. Pour une fonction f &
variation bornée, on peut définir, pour a < z < b, V.*[f] par :

V() = sup{ S £ () = F(mk)l, @ =20 < 51 < . < 50 =7, n € N},
k=1

On pose aussi V2[f] = 0.

(a) Montrer que toute fonction absolument continue est & variation bornée.

(b) Montrer pour toute fonction f (définie sur [a, b] et) absolument continue, la fonction z — V[ f]
est absolument continue sur [a,b]. En déduire que toute fonction absolument continue (définie
sur [a,b]) est la différence de deux fonctions absolument continues monotones croissantes (et
est donc dérivable en presque tout point de ]a, b]).

4. Soit f € Lk(Ja,b,B(Ja,b]),\). Pour z € [a,b], on pose F(z) = J fljazdX. Montrer que F

absolument continue.

5. Soit F une fonction absolument continue et monotone croissante de [a, b] dans R. On prolonge cette
fonction sur R en posant F'(z) = F(a) si ¢ < a et F(z) = F(b) si > b. Une version étendue du
théoréme de Carathéodory (cette version étendue est donnée par le théoréme 2.5, pour ce résultat
il suffit de F' continue croissante) donne l'existence d’une (et une seule) mesure mp sur B(R) t.q.
mp(la, B]) = F(8) — F(a) pour tout a, 8 € R, o < .
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(a) Montrer que mp est absolument continue par rapport & A. [Utiliser la régularité de A et
labsolue continuité de F.]

(b) Montrer qu'il existe g € L (R, B(R), ) t.q. F(3) — F(a) = [ glja,gdA, pour tout o, § € R,
a < 8. Montrer que g = F’ p.p. sur |a, b].

6. Soit F' une fonction absolument continue de [a,b] dans R. Montrer que F' est dérivable en presque
tout point de Ja, b[, que F’ € Lk (Ja, b[, B(Ja,b[), \) et que pour tout = € [a,b] on a

F(z) — F(a) = /F’l]aw[d)\.

Exercice 6.36 (Dualité L!-L> par le théoréme de Radon-Nikodym) Corrigé 125 page 422
Soit (E,T, m) un espace mesuré fini et T € (LL(E,T,m))’. On suppose que T est positive, c’est a dire
que, pour f € Ly (E,T,m), f > 0 p.p. implique T(f) > 0.
1. Pour A € T, on pose u(A) = T(14). Montrer que p est bien définie et que p est une mesure finie
sur 7.

2. En utilisant le théoréme de Radon-Nikodym, montrer qu'il existe g € My t.q. T(14) = [ gladm
pour tout A € T

3. Montrer que g € L (E,T,m) (plus précisément, il existe h € L (E,T,m) t.q. h = g p.p.). [On
pourra montrer que ||glloc < ||T'[|(z1) en choissisant bien A dans la formule trouvée & la question
précédente.]

4. Montrer que T(f) = [ gfdm pour tout f € LL(E,T,m).

Exercice 6.37 (Une démonstration de la dualité L? — L9 pour p < 2) Corrigé 126 page 424
Soit (E,T,m) un espace mesuré o—fini et 1 < p < 2. On pose ¢ = p/(p — 1) et on note L" 'espace
LL(E,T,m) (pour r =p, r =qet r=2). Soit T € (LP)’.

1. On considére d’abord le cas ot m(FE) < +oo.

(a) Montrer que L? C LP et que I'injection canonique de L? dans LP est continue.

(b) Montrer qu'il existe g € L? t.q. T(f) = [ fgdm pour tout f € L%

(c) Montrer que la fonction g, trouvée a la question précédente, appartient & L? [distinguer les cas
p>1et p=1. Danslecasp > 1, on pourra considérer les fonctions f, = |9\(q_2)91{\g\§n}-
Dans le cas p = 1, prendre f = sgn(g)l4 ot A = {|g| > ||T'||(zry }.]

(d) Si f € LP, montrer que f, = flysj<n} € L?. En déduire que il existe g € L7 t.q. T(f) =
J fgdm, pour tout f € LP.

2. On considére maintenant le cas ot m(E) = +o0o. Comme m est o-finie, on peut écrire E = UpenAn,
avec An C Apy1 et m(A,) < +oo. Onnote Tp, = {A € T, A C A}, my, = my,, et L"(m,) =
Ly (A, T, my) (r=pouq).

(a) Soit n € N. Pour f € LP(m,,), on pose T,,(f) = T(f) avec f = f p.p. sur A, et f =0 p.p.
sur (Ay)¢. Montrer que T,, € (LP(m,,))" et quil existe g, € LI(m,,) t.q. :

T, (f) = / Fgudimn, Vf € L(m,).

On utilise (gn)nen dans les questions suivantes.
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(b) Montrer que si m > n, g, = gm p-p- sur A,.

(¢) On définit g : F — R par g = g, sur A,.
i. Montrer que g € L%(E). (Distinguer les cas ¢ < +00 et ¢ = +00.)
ii. Montrer que T'(f) = [ fgdm, pour tout f € LP.

Exercice 6.38 (Dualité LP — L9)
Lorsque p < 2, on propose d’étudier la démonstration suivante de la dualité LP — L? : soit T € (LP)" ;

1. On considére d’abord le cas ot m(E) < 400 :
(a) Montrer que L? C L? et que 'injection canonique de L? dans LP est continue.
(b) En déduire que il existe g € L? t.q. T(f) = /fgdm, VY felL?

(¢) Montrer que g € L? (distinguer les cas p > 1 et p = 1. Dans le cas p > 1, on pouwrra
considérer les fonctions f, = \g|(q*2)gl{|g|§n}. Dans le cas p = 1, prendre f = sgn(g)la ol
A =A{lg| > ITll(zry }-

(d) Si f € LP, montrer que f, = flysj<n} € L2. En déduire que il existe g € L? t.q. T(f) =

/fgdm, v felL’.

2. On considére maintenant le cas o m(E) = +o0o. Comme m est o-finie, on peut écrire £ = UpenAn,
avec An C Ap41 et m(Ay) < 4o0.

i
(a) A n fixé, définir & partir de T' une application linéaire continue 7T,, € (LP(A,L)) t.q. : dgn €
L) ST = [ fadm. ¥f € L7(4,).
An

(b) Montrer que si m > n, g, = gm pp sur A,.
(c) On définit g : E — R par g = gy, sur A,.
(i) Montrer que g € L1(E). (Distinguer les cas ¢ < 400 et ¢ = +00.)

(ii) Montrer que T'(f) = /fgdm7 v fell.

Exercice 6.39 (Démonstration du théoréme de dualité L? — L?)
Soient (F,T,m) un espace mesuré o-fini : il existe une famille dénombrable (A, ),cn d’ensembles A,
qu’on peut prendre disjoints deux & deux tels que m(A4,) < 400 et E = U A,,. Soient p € [1,400[ et

neN
T une forme linéaire continue sur L§ (E, T, m) = LP.

Partie 1. (Rappel du cours.) On considere d’abord le cas p = 2, montrer qu’il existe un unique g € L?
t.q. T(f) = /fgdm, v felL’

Partie 2. On s’intéresse maintenant au cas p € [1, 2]
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2
1. Soit ¢, une fonction mesurable de F dans R. Montrer que si ¢» € L™, ou r = —p, alors, pour
toute fonction f de L?, la fonction fi est dans LP.

Montrer qu’il existe une fonction ¢ € L™ de la forme : ¢ = Z anla,, o, >0.
neN
Dans toute la suite, 1 désignera une fonction particuliere de la forme précédente.

2. Déduire des questions précédentes 1’existence d’une unique fonction G € L? t.q., pour toute fonction
G
f de LP t.q. é cL? onaT(f)= /fadm.

1 1
3. Soient p €]1,2], et ¢q tel que — + — =1 ; on définit les fonctions f,, de E dans R, par :
P q

- . G "
fn= ‘g|(q 2)gl{|g|§n}1Bn oug= E et B, = U Ap. (643)
p=1
(a) Montrer que : V n € N, In € L2
G
(b) En déduire que g = % € L% [II est fortement conseillé d’utiliser la continuité de T de LP

dans R.]
4. Soient p=1et f € L'. On définit : f, =sgn(g)lalp, ot A= {|g| > [|T||(1ry}.

(a) Montrer que : ¥V n € N, In € L2

(0
(b) En déduire que m(AN B,) =0, Vn € N, et que g (= %) € L™,

5. Soient p € [1,2[ et f € LP, on définit f, = f1{fj<n}1B,. Montrer que % € L? et que f, tend vers

f dans LP. En déduire que il existe g € L9 t.q. T(f) = /fgdm7 vV felLr.

Partie 3. On s’intéresse maintenant au cas p > 2, et on suppose ici que 7' > 0, i.e. T(f) > 0 pour toute

1 1
fonction f > 0 p.p. Soit ¢ tel que — + = = 1.
P q
1. On suppose dans cette question que la forme linéaire T" est, de plus, continue pour la norme ||.||z:.

(a) Montrer qu'’il existe g € L™ t.q. T(f) = /fgdm pour toute fonction f € L' N LP.

(b) Montrer que g € L%. [On pourra utiliser un raisonnement similaire a celui de la question 8 de
la partie 2].

(¢c) En déduire qu’il existe ¢ € LY t.q. T(f) = /fgdm pour toute fonction f € LP et que

lgllze = IT||(zey - [On pourra utiliser un raisonnement similaire a celui de la question 5 de la
partie 2.
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2. On suppose ici qu’il existe une suite (7}, ), ey de formes linéaires sur LP vérifiant les quatre propriétés
suivantes :

VY feLP;f>0, 0<Tu(f) <T(f) (6.44)
V felr f>0, Ta(f) <Thia(f) (6.45)
(6.46)
(6.47)

Y Selnfzo. T <n [ fim
V felLP;f>0, T,(f) converge vers T(f) lorsque n tend vers + oo.

(a) Montrer que, pour tout n € N, il existe g, € LY tel que T,,(f) = /gnfdm, pour tout f € LP.
Montrer que ||gnllza < [|T(zry
(b) Montrer que, pour tout n € N, 0 < g, <n p.p. et g, < gnt1 P-D--

(¢) Montrer qu'’il existe g € LY t.q. T(f) = /gfdm, pour toute fonction f € LP.

3. Soit T;, 'application de LP dans R définie par :

SifeLPet f>0, T.(f) = inf (T((p) +n/(f—gp)dm),

pELP,0<p<f
si f € LP est quelconque, T, (f) = Tn(f) —T(f7)
Montrer que T, vérifie les propriétés (1) a (4).
4. Montrer que T,, est linéaire .
5. En déduire que, pour toute forme linéaire continue positive 1" sur LP, il existe une fonction g de L9

t.q. T(f) :/fgdm.

6. Montrer que, pour toute forme linéaire continue T sur LP, il existe une fonction g de L7 t.q.

T(f)= | fgdm. [Décomposer T en une partie positive et une partie négative.

6.5.4 Convergence faible, faible-x, étroite, en loi...

Exercice 6.40 Corrigé 127 page 427
Soient (E,T,m) un espace mesuré, (fn)neny C L? = L2(E,T,m) et f € L? t.q. la suite (f,)nen tende
faiblement vers f dans L?, c’est-a-dire : [ f,iodm — [ fodm pour toute fonction ¢ € L2.

1. Montrer que || f]l2 < liminf, 4o || full2-

2. On suppose de plus que || fn|l2 — ||f|l2 lorsque n — +o00. Montrer que la suite (fy,)nen tend vers f
dans L2.

Exercice 6.41 (Convergence faible) Corrigé 128 page 428

Soit (E,T,m) un espace mesuré o—fini. Pour 1 < r < oo, on note L" 'espace Li(E,T,m). Soit
1<p<ocetqg=p/(p—1). Soit (fn)nen C LP et f € LP.
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. Montrer que f,, — f faiblement dans L? quand n — oo (voir la dénition 6.17) si et seulement si

/fngdm — /fgdm, Vg € LY. (6.48)

Montrer que || f|l, < lminf, oo ||fnllp si fn — f faiblement dans LP, quand n — oo. [Utiliser
(6.48) avec un choix convenable de g.]

On suppose dans les questions suivantes (questions 3 & 7) que:

m(E) < oo, fn — f p.p., 3C t.q. |fullp < C, VneN. (6.49)
On suppose, dans cette question, que p > 1.

(a) Soit N e Net ge LI t.q. g =0 p.p. sur E§ avec Ex = Nyp>n{z € E; |fn(z) — f(z)] < 1}
Montrer que [ f,gdm — [ fgdm, quand n — cc.
(b) Montrer que f,, — f faiblement dans L?. [Pour g € LY, introduire gy = glg, .|

(c) Donner un exemple avec (E,T,m) = (]0, 1], B(]0, 1[), A) pour lequel f, /4 f dans LP.

On suppose, dans cette question, que p = 1. Montrer que || f|j1 < liminf,,_ o ||fx|l1- Donner un
exemple avec (E,T,m) = (]0, 1[, B(]0, 1[), A) pour lequel f,, /4 f faiblement dans L', quand n — oo.

On suppose, dans cette question, que p > 1 et on prend 1 < r < p. Montrer que f,, — f dans L",
quand n — oco. [On pourra, par exemple, utiliser le théoréeme de Vitali pour la suite (gn)nen avec

gn = |fn - flr]

Pour cette question, on retire dans (6.49) ’hypotheése m(E) < oo et on suppose que p > 1. Montrer
que f, — f faiblement dans LP.

Dans cette question, on conserve ’hypothese (6.49) mais on ne suppose plus que f € LP. Montrer
que f appartient nécessairement a LP.

On prend maintenant (E,T,m) = (]0,1[,B(]0, 1[), A) et on définit f,, pour n € N par f, = 1 p.p.
sur |2k/n,(2k + 1)/n[ pour k € N, 2k + 1)/n < 1 et f, = —1 p.p. sur |2k — 1/n,2k/n[ pour
k € N*, 2k/n < 1. Montrer que f,, — 0 faiblement dans L?, pour tout 1 < p < co. [On pourra, par
exemple, utiliser la densité de C([0,1],R) dans L!.]

Exercice 6.42 Soit (f,)nen la suite de fonctions de ]0, 1] dans R définie par f,(z) = (n — n?z)*. On
note A la mesure de Lebesgue sur la tribu B(R) des boréliens de 0,1[, et L? = LE(]0,1[, B(R), A) pour
p € [1,+0o0].

1.
2.

Montrer que la suite (f,)nen est bornée dans L*.
Montrer que la suite (f,)nen n’est pas bornée dans LP pour p > 1.

Y-a-t’il convergence simple, convergence presque partout, convergence uniforme, convergence en
mesure, convergence dans L? (p € [1,+00]) de la suite (fy,)nen (justifier vos réponses...) 7

Montrer que pour toute fonction ¢ € C([0,1],R), on a [ foedA — ¢(0). En déduire que la suite
(fn)nen ne converge pas faiblement dans L' (utiliser le fait que la mesure de Dirac n’est pas une
mesure de densité, cf exercice 5.2).
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Exercice 6.43 Soient (E,T,m) un espace mesuré t.q. m(E) < +00, et (f,)nen une suite de L? =
L2(E,T,m) t.q. :

(i) la suite (|| fnll2)nen est bornée,
(i) fn—f /fngdm — /fgdm quand n — +o0.
1. Montrer que f € L? et | f] < sup | £z
n>1

2. Soit € > 0, on note B, = {x € E;|f(z) — fa(z)| > €}. Montrer que m(B,,) — 0 lorsque n — +o0.

[On pourra introduire A, = U B, et montrer que m(A,) — 0 quand p — +00.]
n>p

3. Montrer que f, — f dans L' quand n — 4oo0.

[On pourra écrire /|fn — fldm 2/ | fr — f\dm—i—/ [ fn — fldm.]
[fn—Ffl>e [fn—fl<e
4. Montrer, en donnant un exemple, que f, peut ne pas converger dans L?, quand n — +oo.

5. Montrer que, pour tout g € L?, on a :

/fng dm — /fg dm quand n — 400 (6.50)

(on dit que f,, — f “faiblement” dans L?). [Décomposer /(f — fn)gdm de maniére semblable a la

question 3.]

Exercice 6.44 Soient (E,T,m) un espace mesuré t.q. m(E) < 400 et p € [1,+00]. Pour r € [1, 400,
on note L" = Ly (E,T,m) et ||.||, la norme usuelle sur L". Soit (fy)nen C LP, t.q. :

(i) la suite (|| fn|lp)nen est bornée,
(ii) fn — f pp quand n — +oo.

1. Montrer que f € LP et || f|l, < sup || fullp-
n>1

2. On suppose (dans cette question seulement) que p > 1. Soit r € [1,p[, montrer que f, — f dans
L" quand n — 4o0.

3. Soit ¢ le conjugué de p (i.e. tel que % + % = 1), montrer que, pour tout g € L7, on a :
/fng dm — /fg dm quand n — +o0.

Peut-on dire que f,, — f “faiblement” dans LP ?

Exercice 6.45 (Convergence forte contre convergence faible)
Soit (E,T,m) un espace mesuré. Pour r € [1,+0cc], on note L" 'espace L (E, T, m).
Soit p € [1,00][ et g exposant conjugué de p. Soit (uy)neny C LP, u € LP, (vy)neny C L et v € LA.
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1.

On suppose que u,, — u faiblement dans LP et v, — v dans L%, quand n — oco. Montrer que
Un Uy, — uv faiblement dans L', quand n — oo.

2. On suppose que p = 1, u,, — u faiblement dans L', v, — v p.p., quand n — 0o, et qu’il existe

C € R t.q., pour tout n € N, v,, < C p.p.. Montrer que u,v, — uv faiblement dans L', quand
n — oo.

Exercice 6.46 (Convergence faible et non linéarité) Corrigé 129 page 432

On désigne par X la mesure de Lebesgue sur les boréliens de ]0, 1[, par L? I'espace L% (]0,1[, B(]0,1[), \)
et par L? l'espace £E(]0, 1], B(]0,1]), A).

1.

(Unicité de la limite faible). Soit (uy)neny C L' et u,v € L'. On suppose que u,, — u faiblement
dans L', quand n — oo, (c’est-a-dire que T'(u,) — T'(u) pour toute application T linéaire continue
de L' dans R) et que u,, — v faiblement dans L*.

(a) Montrer que [(u—v)¢dA = 0, pour tout ¢ € L.

(b) Montrer que v = v p.p.. [Choisir convenablement ¢ dans ’égalité précécente.]

. (Convergence forte contre convergence faible) Soit (v, )neny C L™ et v € L. On suppose qu’il

existe C' > 0 t.q. ||vn]leo < C pour tout n € N et que v, — v p.p., quand n — oo.

(a) Montrer que v, — v dans LP, quand n — oo, pour tout 1 < p < co.
(b) Donner un exemple pour lequel v,, /4 v dans L*°.

(c) Soit (tn)nen C L' et u € L'. On suppose que ||tuy|o < C pour tout n € N et que u, — u
faiblement dans L', quand n — co. Montrer que [ u,v,d\ — [uvd), quand n — oco. [Ecrire
Up =0+ (v, — v).]

On se donne maintenant une fonction ¢ € C(R,R).

. Soit uw € L*°. Montrer que p ou € L.

. Soit u € L™ et v,w € u. Montrer que {h € L>®; h=povpp.} ={h €L h=ypowp.p.}.

Gréce aux 2 questions précédentes, pour v € L°, on pose, si v € u :

p(u) = {h € L>® h=gpowvp.p.}, de sorte que p(u) € L.

On se donne maintenant (uy,),en C L. On suppose qu'il existe C' > 0 t.q. ||upllcc < C pour tout
n € Net quil existe u € L' et f : ]0,1[— R t.q. :

e u, — u faiblement dans L', quand n — oo,

e o(u,) — f p.p., quand n — oo.

Le but de I'exercice est de comparer f et o(u).

. Montrer que | [ulsd\| < CA(A) pour tout A € B(]0,1[). Montrer que u € L™ que |Jull < C.

. On suppose, dans cette question, que ¢ est affine (c’est-a-dire qu’il existe a, § € R t.q. ¢(s) = as+

pour tout s € R). Montrer que f = ¢(u) p.p.. [Utiliser, en particulier, la question 1.]
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7. On suppose, dans cette question, que ¢ est injective. Montrer qu’il existe v € L™ t.q. u, — v p.p.
quand n — oo. En déduire que v = u et f = o(u) p.p..

8. (Astuce de Minty) On suppose, dans cette question, que ¢ est croissante.

(a) Soit v € L. Montrer que [(f—p(v))(u—v)dA > 0. [Utiliser la croissance de ¢ et la question
2 (c)]

(b) Soit w € L. Montrer que [(f — ¢(u))wd\ < 0. [Utiliser la question précédente avec
v=u+ (1/n)w.]

(c) Montrer que f = @(u) p.p..

9. On définit u,, pour n € N, par u, = 1 p.p. sur |2k/2n, (2k + 1)/2n[ pour k € {0,...,n — 1}, et
Up = —1 p.p. sur |2k — 1/2n,2k/2n[ pour k € {1,...,n}.
(a) Montrer que [ u,¢dX\ — 0, quand n — oo, pour tout ¢ € C([0,1],R).

(b) Montrer que u,, — 0 faiblement dans L', quand n — oco. [On pourra, par exemple, utiliser la
densité de C([0,1],R) dans L'.] Montrer que u,, # 0 dans L', quand n — oo.

(c) Donner un exemple de fonction ¢ € C(R,R) pour lequel ¢(u,) — f p.p. et f # ©(0) p.p.. (et
donc ¢ n’est pas croissante et n’est pas injective).

(d) Donner un exemple de fonction ¢ € C(R,R) croissante pour lequel ¢(u,) — f p.p. (et donc
J = ¢(0) p.p., par la question 8, et ¢ est non injective, par les questions 7 et 9 (b)).

Exercice 6.47 (Convergence faible et convergence forte dans L') Corrigé 130 page 437
Soit (X, T, m) un espace mesuré fini. Pour p € [1, 00|, on note L? l'espace LE (X, T, m).
Soit (fn)nen C LY, f € L' et C € R. On suppose que

e f, — f faiblement dans L', quand n — oo (c’est-a-dire que [ f,gdm — [ fgdm pour tout g € L*°).
e Pour tout n € N, f, > C p.p..
1. Montrer que f > C p.p..
2. On suppose maintenant que f = C p.p..
Montrer que f, — f dans L' (c’est-a-dire lim,, oo || fn — f|l1 = 0).

Exercice 6.48 (Convergence étroite de mesures) Corrigé 131 page 437

Soit (1, )nen une suite de mesures finies sur B(R) (on rappelle que “m,, finie” signifie que “m,(R) < o0”)
et m une mesure finie sur B(R). On rappelle que Cy(R,R) C L&(R, B(R),m,,), pour tout n € N, et que
Co(R,R) C LL(R, B(R), m).

On suppose que :
/gdmn — /gdm, pour tout g € Cp(R, R).

Soit f € C(R,R). On ne suppose pas que f est bornée, mais on suppose que f € L4(R,B(R), m,,) pour
tout n € N.

1. On pose a = sup,,cy mn(R). Montrer que o < oo.

190



2. On suppose, dans cette question, que :
8= sup/ |f|2dm, < oco.
neN

(a) Soit ¢ une fonction continue de R dans R, & support compact et t.q. 0 < p(z) < 1 pour tout
x € R. Montrer qu'il existe C' € R, ne dépendant que de « et § (définis ci dessus), t.q. :

/Ifl@dm <C.

(b) Montrer que f € L(R, B(R), m)

(¢) Montrer que /fdmn — /fdm7 quand n — oo.

3. On ne suppose plus que sup / |f|2dm,, < oco.
neN

Montrer (en choississant convenablement (m.,)nen, m et f) que on peut avoir f & L (R, B(R), m).

Exercice 6.49 (Convergence faible et convexité) Corrigé 132 page 440

Dans cet exercice (E,T,m) est un espace mesuré et on suppose que la mesure m est o—finie.. Pour tout
1 <r < o0, on note L" lespace L"(E,T,m) (et L" Pespace L™ (E,T,m)). Soit 1 < p < 00, (U )nen une
suite bornée de LP et u € LP t.q. u, — u faiblement dans L? quand n — oo (on rappelle que ceci signifie
T(un) — T(u), quand n — oo, pour tout T dans (LP)’, c’est-a-dire dans le dual topologique de LP).

1. Onpose r =p/(p—1)sip>1etr=o0,sip=1 Montrer que, pour tout v € L" :

/unvdm — /uvdm.

Soit » € CH(R,R). On suppose que ¢ est strictement convexe (ce qui est équivalent & dire que ¢’
est strictement croissante).

2. Soit a € R. Pour x € R, on pose hy(z) = ¢(x) — ¢(a) — ¢'(a)(z — a).
(a) Montrer que hy(x) > 0 si z # a.
(b) Montrer que h, est décroissante sur | — 0o, a[ et croissante sur Ja, oo(.

Soit 1 < ¢ < co. On suppose maintenant que la suite (@(u,))nen est bornée dans LY et qu’elle
converge faiblement dans L?, quand n — oo, vers une (classe de) fonction(s) g € L9.

Précision de notation : On choisit un représentant pour u,. On désigne alors par ¢(u,,) la fonction
(de E dans R) z — @(u,(x)). Cette fonction est supposée étre dans £7 et on I'identifie, comme
d’habitude, avec I’élément de L? qu’elle représente.

Pour n € N, on pose f,, = [p(uy) — ¢(u) — ¢ (u)(u, —u)].

Précision de notation : Ici aussi, pour définir f,, on choisit un représentant pour u. On désigne
alors par ¢(u) et ¢'(u) les fonctions = — @(u(z)) et z — ¢’ (u(x)).
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10.

. Soit k € RY et B € T t.q. m(B) < co. On pose Ay = {|u| < k} (c’est-a-dire A, = {z € E t.q.

lu(x)| < k}.
Montrer que /fnlA,v l1gdm — /(¢ — p(u))la,1pdm, quand n — oo.
Montrer B > ¢(u) p.p.. [Utiliser les questions 2(a) et 3.]

On suppose maintenant que @ = ¢(u) p.p..

. Soit B €T t.q. m(B) < 0o, k € Ry et Ay = {|u| < k}. Montrer que (fy)nen admet une sous suite

convergeant p.p. vers 0 sur Ay N B.

(Question plus difficile.) Montrer que (fy,)nen admet une sous suite convergeant p.p. vers 0 sur E.
[Utiliser le fait que la mesure m est o—finie et un “procédé diagonal”.]

Soit € E t.q. fu(z) — 0, montrer que u,(x) — u(z). [Soit b € R, limite d'une sous suite de la
suite (un(z))nen. Utiliser la question 2 pour montrer que b = u(x).]

Montrer que (un)nen admet une sous suite convergeant p.p. vers u.

On suppose ici que p > 1. Montrer que u,1p — ulp dans L" pour tout r € [1,p[ et tout B € T
t.q. m(B) < co. [Utiliser I'exercice 6.18.]

En prenant (E,T,m) = (R, B(R), ) et ¢(s) = s2, donner un exemple pour lequel u,, /4 v p.p. sur
E (toutefois, d’apres la question 8, (un)neny admet une sous suite convergeant p.p. vers u).

Exercice 6.50 (Produit de convergences faibles) Corrigé 133 page 444
Soit (E,T,m) un espace mesuré fini. Pour p € [1, 0o, on note LP P'espace LR (E, T, m).
Soit a, 3 > 0. Pour a € Ry, on définit ¥, de Ry dans R par ¢,(t) = (t* — a®)(t? — a?).

1.

w N

Soit a € Ry. Montrer que ¢,(t) > 0 pour tout ¢t € Ry, ¢ # a.

Soit (fn)nen une suite de fonctions positives appartenant a L™ et ly,lg,lo+p € L. On suppose
que la suite (f,)nen est bornée dans L™ et que f; — I, x—faiblement dans L*°, quand n — oo,
poury=a,vy=0ety=a+p.

On rappelle que f; — [, x—faiblement dans L* signifie que f flodm — f lypdm, quand n — oo,
pour tout ¢ € L.

Soit ¢ € L' t.q. ¢ > 0 p.p.. Montrer que [ loedm > 0.
Montrer que I, > 0 p.p..

]

Q=

Montrer que lo+3 > lals p.p.. [On pourra utiliser ¢, (t) > 0 avec t = f,,(z) et a = (l4(x))

1
On suppose maintenant que lo+3 = lalg p.p.. On pose f =15 et g, = (f& — f)(f2 — fP).

a ontrer que g, — ans , quand n — oQ.
Mont 0 dans L! d

(b) Montrer qu'il existe ¢ : N — N strictement croissante t.q. g,(») — 0 p.p., quand n — oo.
Montrer que fun) — f p-p., quand n — co. [Utiliser la question 1.]

(¢) Montrer que f,, — f dans L4, quand n — oo, pour tout ¢ € [1, oo].
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Exercice 6.51 (Convergence faible contre convergence forte)
Soit (E,T,m) un espace mesuré. On suppose que m est o-finie. Pour r €
Ly (E,T,m) (et L" est muni de sa norme usuelle). Soit p,q € [1,] t.q.

,00], on note L" lespace

[1
%Jr% = 1. Soit (fn)nen une
suite bornée de L? et (¢, )nen une suite bornée de LY.

1. On suppose ici que p € [1,00[ (et donc ¢ €]1,x)]), ¢, — ¢ dans L7, quand n — oo, et f, — f
faiblement dans LP, quand n — oo (c’est-a-dire que T'(f,) — T'(f) pour toute application linéaire

continue 1" de L? dans R).

(a) Montrer que [ f,pdm — [ fidm, pour tout ¢ € L9.
(b) Montrer que [ fnpndm — [ fodm.

2. On suppose ici que p = oo (et donc ¢ = 1), , — ¢ dans L', quand n — oo, et f, — f x—faiblement
dans L, quand n — oo (c’est-a-dire que [ foipdm — [ fipdm pour tout 1 € L'). Montrer que
[ faondm — [ fedm.

On suppose pour la suite de I'exercice que p =1 (et donc ¢ = 00) et m(E) < oo.
3. Montrer que ¢,, — ¢ dans L*°, quand n — oo, implique :
(p1) ¢n — % p.p. quand n — oo.

4. Montrer, en prenant (par exemple) (E,T,m) = (]0, 1[, B(]0, 1[), A) que (pl) n’implique pas ¢, — ¢
dans L™ quand n — oo. [Il faut donc trouver une suite (p,)neny bornée de L™ et ¢ € L™ t.q.
©n — @ p.p., quand n — 00, et ||pn — ¥llco 7 0, quand n — o0/

On suppose maintenant que la suite (¢, )nen vérifie (pl) et que :
(p2) fn — f faiblement dans L', quand n — oo,

5. Montrer que ¢ € L™ (au sens “il existe ¢ € L>(E,T,m) t.q. ¢ = ¢ p.p.”). [On rappelle que la
suite (¢n)nen est, par hypothese, bornée dans L]

6. On admet que (p2) implique I"équi-intégrabilité de la suite (fy,)nen, ¢’est-a-dire :
Ve>0,30>0tq. AeT, m(A) <4, nEN:>/ | frldm < e.
A

Montrer que [ frondm — [ fedm. [On pourra utiliser le théoréme d’Egorov.]

Exercice 6.52 (Dunford-Pettis)
En attente

Exercice 6.53 (Conv. étroite et conv. des mesures des intervalles) Corrigé 134 page 444

Soit (Mg )nen une suite de mesures sur B(R) et m une mesure sur B(R). On suppose que m,, — m
étroitement, quand n — oo, et que m est diffuse (c’est-a-dire que m({x}) = 0 pour tout = € R). Soit I
un intervalle de R, montrer que m,,(I) — m(I) quand n — co. Montrer (en donnant un contre-exemple)
que cette propriété peut étre fausse si m n’est pas diffuse.

Exercice 6.54 (Convergence en loi) Corrigé 135 page 445
Soit (€2, A, P) un espace de probabilités et X une v.a. réelle de loi uniforme sur [—1, 1].
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1. Montrer que —X est une v.a. de méme loi que X.
2. Donner un exemple de suite (X, )nen de v.a. t.q. :

(a) (Xn)nen converge en loi vers X,

(b) (X, — X)nen ne converge pas en loi vers 0.

3. Donner un exemple de trois v.a. X,Y,Z t.q. X et Y aient la méme loi, mais sans que XZ et YZ
aient la méme loi.

Exercice 6.55 (Convergence en loi 4+ convergence en probabilité) Corrigé 136 page 446

Soit (£2,.A, P) est un espace de probabilité, X une v.a. réelle et (X, )nen, (Yn)nen deux suites de v.a.
réelles t.q. :
X, — X en loi, Y,, — 0 en probabilité, quand n — oc.

Montrer que
X, +Y,— X en loi, quand n — .

[On pourra utiliser la convergence vague.]

Exercice 6.56 (Convergence en loi versus convergence en probabilité) Corrigé 137 page 446
Soit (£2,.A, P) un espace de probabilité, X une v.a. réelle et (X,,)nen une suite de v.a. réelles.

1. On suppose, dans cette question, que X,, — X en probabilité, quand n — oo. Montrer que :
X, — X en loi, quand n — oc.

Remarquer qu’il suffit de démontrer une convergence vague de Px, vers Px.
g n

2. On suppose qu’il existe a € R t.q. X = a p.s.. On suppose aussi que X,, — X en loi, quand n — oo.
Montrer que :
X, — X en probabilité, quand n — oo.
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