Chapter 4

Fonctions intégrables

Maintenant qu’on a construit un espace mesuré (E, T, m) (dont un exemple fondamental est (F,T,m) =
(R, B(R), A\), on voudrait généraliser la notion d’intégrale & cet espace, c’est-a-dire introduire une applica-
tion qui a f, fonction de F dans R, associe un réel, dépendant de la mesure m, que nous noterons f fdm,
tel que:

o Si f=14, A€T,alors [ fdm =m(A),

e L[’application ainsi définie soit linéaire, c’est-a-dire que pour toutes fonctions f et g définies de FE
dans R, [(af + Bg)dm =a [ fdm+ 3 [ gdm, ¥V (a,B) € R%

En fait, on ne peut pas définir une telle application sur toutes les fonctions de E dans R, nous allons la
définir seulement sur les fonctions que nous appellerons “intégrables”.

4.1 Intégrale d’une fonction étagée positive

Soit (E,T,m) un espace mesuré. On rappelle que £, est ensemble des fonctions étagées de E dans
R, ne prenant que des valeurs positives ou nulles. Si f € £, f non nulle, le lemme 3.1 nous donne,
en particulier, Dexistence de (a;, 4;)i=1,..n C RL x T t.q. A;NA; =0,si4 #j,i,5 € {1,...,n},
et f = > " a;la,. Dautre part, le lemme 3.2 nous permet d’affirmer que, pour une fonction étagée
positive qu’on écrit sous la forme : f = 3" | a;14,, ol les A; sont deux & deux disjoints et les a; sont
strictement positifs, la valeur >_" | a;m(A;) est indépendante de la décomposition choisie. On peut donc
définir l'intégrale sur £, de la maniere suivante :

Définition 4.1 (Intégrale d’une fonction de £;) Soit (E,T,m) un espace mesuré et soit f de E
dans R une fonction étagée positive non nulle (c’est-a-dire f € £ ). Soient (A;)i=1,...n C T une famille
de parties disjointes deux & deux (i.e. t.q. A;NA; =0 sii+#j) et n réels aq,...,a, strictement positifs
tels que f = > a;la,. On définit Uintégrale de f, qu’on note [ fdm, par : [ fdm =" | a;m(A;)
(on a donc [ fdm € Ry). D’autre part, si f =0, on pose [ fdm = 0.

n

Remarque 4.1 En adoptant la convention 0 x +0o = 0, on peut aussi remarquer que si f = Z a;la, €
i=1

&4, o la famille (A;);=1,. o C T est t.q. A, NA; =0sii#j,etonles réels ai, ..., a, sont supposés
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positifs seulement, on a encore :
n
/fdm = am(4). (4.1)
i=1
Proposition 4.1 (Propriétés de ’intégrale sur £,) Soient f et g€ &, a et B € R%, alors :

e linéarité positive : of + Bg € €4, et /(af + Bg)dm = a/fdm —|—ﬂ/gdm,
e monotonie : f>g= [ fdm > [ gdm.

DEMONSTRATION :

Il est facile de montrer que si f € €4 et « € R ona af € &4 et [afdm = « [ fdm. Pour montrer
la linéarité positive, il suffit donc de considérer le cas « = 3 = 1 et f et g non nulles. Soit donc f,
g € &4, non nulles. D’apres le lemme sur la décomposition canonique des fonctions étagées positives
non nulles (lemme 3.1), on peut écrire f = 371 a;la, et g = D200, bjlp; avec 0 < a1 < ... < ap,
A; # 0 pour tout i, A;,NA; =0sii+#j5,0<b <...<byp, Bj # 0 pour tout j, B;NB; = 0
si j # 4. En posant ag = by = 0, Ag = (UP_14,)° et By = (U;»Llej)c, on a aussi f = > . a;la,,
g = Z;-n:o bjlp, et on peut écrire f+g =Y " Z;ﬁ:o(ai +0;)1anB; = > jex (@i +bj)1a,nB,, avec
K ={(,j) €{0,...,n} x{0,...,m}\ (0,0)}.

On adonc f+g € & et [(f+g)dm = 3, j)cx(ai + bj)m(A; N Bj). On en déduit [(f + g)dm =
Dt 2o (AN By) + 370 ST g bym(A;NBy) = 300 aim(Ay) +307L bym(B;) (car (Ao, ..., Ay)
et (By,...,By,) sont des partitions de E). On a donc bien montré [(f + g)dm = [ fdm + [ gdm.

Il reste & montrer la monotonie. Soit f, g € £+ t.q. f > g. On a donc f — g € &4 (on rappelle que
& est un espace vectoriel sur R, voir la proposition 3.1) et donc la linéarité positive nous donne que

[ fdm = [(f —g)dm+ [ gdm > [ gdm car [(f — g)dm > 0.

Remarque 4.2

1. Une conséquence directe de la linéarité positive de l'intégrale sur £, est que, si f € &;, pour
n
n’importe quelle décomposition de f: f = ZailAl €&y, a1,..,an > 0et (A;)i=1,..n CT (on ne
i=1
suppose plus A; N A; =0 si i # j), on a encore, par linéarité positive :
n

fdm = Zn: a; [ 1a, = Z a;m(A;), (4.2)
/ /
i=1

=1
en posant a;m(A;) =0sia; =0.

2. Une conséquence de la monotonie de l'intégrale sur £, est que, pour tout f € £;, on a :

/fdmz sup{/gdm,g e&i,g< [}
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4.2 Intégrale d’une fonction mesurable positive

On donne maintenant un petit lemme fondamental qui va permettre de définir I'intégrale des fonctions
de M+.

Lemme 4.1 Soient (E,T,m) un espace mesuré, (fn)nen C €4, et g € E4, tels que :
o fot1(z) > fulx), pour tout n € N, et tout x € E,

o lim f,(z) > g(x), pour tout x € E,
n—oo

alors
lim [ f,dm > /gdm. (4.3)

Noter que la suite ([ fndm)nen est une suite croissante de Ry, donc sa limite existe dans R..

DEMONSTRATION : Pour x € F, on pose f(x) = lim,_, o fn(z) (cette limite existe et appartient & R ).
Il se peut que f & &4, mais on a toujours f € M, et les hypotheses du lemme donne f, T f quand
n — 00.

Soit «a €]0, 1], on définit, pour n € N :
A ={z € F; ag(z) < fu(z)}. (4.4)

On a donc A, = (fn — ag) H([0,x[) € T, A, C Apyq (car fr, < for1) et E = UpenAy. En effet, si
x € E, on distingue 2 cas :

1. Si g(x) =0, alors x € A,, pour tout n € N donc = € UpenAn,

2. Si g(x) > 0, on a alors ag(z) < g(x) < lim,_s fn(z). Il existe donc n, (dépendant de x) t.q.
x € A, pour n > n,. Donc, x € UpenAy,.

On a donc bien montré que F = UpenAy,. (Comme A,, C A,,+1, pour tout n € N, on peut aussi remarquer
que la suite de fonctions («gla, Jnen converge simplement et en croissant vers la fonction ag.)

On remarque maintenant que agla, € &4, fn € £+ et que, grace a la définition de A,, on a aglya, < fp.
La monotonie de I'intégrale sur £, donne donc :

agla, dm < [ fndm. (4.5)
/ /

En utilisant la décomposition canonique de g (lemme 3.1) il existe (b;, B;)i=1,...p t.q. 0 < by < ... < by,
B; # 0 pour tout i, B;NB; =0sii#jetg=>" blp. Onadoncagla, ="  ablpna, et
donc :

p
/aglAndm = Zabim(Bi NA,).
i=1
Comme Upen(B;NA,) = BiN(Unen4y) = B;NE = B, la continuité croissante de m donne m(B;NA,,) —
m(B;), quand n — oo. On en déduit :

P P
lim [ agla,dm = lim Zabim(Bi NA,) = Zabim(Bi) = /agdm.
i=1

i=1
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On peut donc passer a la limite, quand n — oo, dans (4.5) et obtenir :

/agdm < lim fndm.

n—o0

Enfin, la linéarité positive de I'intégrale sur £, donne [ agdm = « [ gdm. On conclut la démonstration
du lemme en faisant tendre « vers 1.
m

Remarque 4.3 Dans la démonstration précédente, on a besoin de av < 1 pour pouvoir écrire ag(z) <
fn(x) pour n > n,, avec n, € N pouvant dépendre de x. Un tel n, pourrait ne pas exister en prenant
a=1.

Le lemme suivant est une conséquence simple du lemme 4.1.

Lemme 4.2 Soient (E,T,m) un espace mesuré et f € My. Soient deuzr suites (fn)nen €t (gn)nen
d’éléments de £, convergeant simplement et en croissant vers f. On a alors :

lim [ fpdm= lim [ g,dm. (4.6)

n—oo n—o0

DEMONSTRATION :
1l suffit d’appliquer le lemme 4.1 avec g = g,, p fixé. On obtient [ g,dm < lim,_. [ f,dm. Puis, passant
a la limite quand p — oo, lim,_. [ gpdm < lim,_,o [ fndm. On obtient enfin (4.6) en changeant les
roles de f,, et gp.

[

Le lemme 4.2 permet donc de définir 'intégrale sur M de la maniére suivante :
Définition 4.2 (Intégrale sur M. ) Soient (E,T,m) un espace mesuré, et f € M. D’aprés la propo-
sition sur la mesurabilité positive, il existe une suite (fn)nen C E4 telle que fn, T f quand n — oo,
c’est-a-dire :

e Pour tout x € E, fn(x) — f(z), quand n — oo,

o fur1(x) > fn(x), pour tout z € E, et tout n € N.

On définit Uintégrale de f en posant :

/fdm: lim [ f,dm (€ R.). (4.7)

On a aussi la caractérisation suivante, parfois bien utile, de I'intégrale d’une fonction mesurable positive
a partir d’intégrales de fonctions étagées positives:

Lemme 4.3 Soient (E,T,m) un espace mesuré et f € My ; alors [ fdm = sup{ [ gdm,g € E4,9 < f}.
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DEMONSTRATION : Soit (fn)nen C &4 telle que f, T f quand n — oco.

La monotonie de l'intégrale sur £, donne que [ f,dm = sup{[gdm,g € E1,g9 < fn} (voir la remar-
que 4.2). Comme f, < f, on a donc, pour tout n € N :

/fndm _ sup{/gdm,g €€ g< fu) < sup{/gdm,g €ig< )

La définition de [ fdm donne alors : [ fdm < sup{[gdm,g € E;,9 < f}.

Pour montrer I'inégalité inverse, soit g € €1 t.q. g < f. Comme f,, 1 f, le lemme 4.1 donne [ gdm <
lim, . [ fndm = [ fdm. On a donc sup{ [ gdm,g € E4,9 < f} < [ fdm.

Proposition 4.2 (Propriétés de ’intégrale sur M_) Soient f et g € M, o et § € R%, alors :

o linéarité positive : of + g € My, et /(ch + Bg)dm = a/fdm +ﬂ/gdm,
e monotonie : f>g= [ fdm > [ gdm.

DEMONSTRATION :
La linéarité positive se démontre de maniére tres simple & partir de la linéarité positive sur £; (proposition
4.1). et de la définition 4.2.

La monotonie est une conséquence immédiate du lemme 4.3.

Remarque 4.4 (A propos de 0 X co...) Soient (E,T,m) un espace mesuré et A € T t.q. m(A4) = 0.
On note I4 la fonction indicatrice de I'ensemble A. Cette fonction est définie de E dans R, par :
Ia(z) =+oosiz € Aet Iy(x) =0sia ¢ A. Cette fonction est souvent notée aussi col 4. Il est clair que
Iy € My et que I4 est la limite croissante de la suite (fy,)nen C €4 définie par f,, = nly. On en déduit,
en utilisant la définition de I'intégrale sur M, que [ Ixdm = 0.

Une conséquence de cette remarque est le lemme suivant :

Lemme 4.4 Soit (E,T,m) un espace mesuré.

1. Soit f € My et A € T. On note fla € My la fonction définie par fla(x) = f(x) six € A
et fla(x) =0 si x € A°. On définit fA fdm par [ fladm. On suppose que m(A) = 0. Alors,
fA fdm = 0.

2. Soit f, g€ My t.q. f=g pp.. Alors, [ fdm = [ gdm.
3. Soit f € My t.q. f=0 p.p.. Alors [ fdm = 0.
DEMONSTRATION :

1. Soit f € My et A€ T t.q. m(A) = 0. Soit I4 la fonction indicatrice de 'ensemble A (définie dans
la remarque 4.4). On a évidemment f14 < I4 et donc, par monotonie, | fladm = 0.

79



2. Soit f, g € My t.q. f =g p.p.. Soit A €T t.qo m(A) =0et flge = glae. On a donc f14c,
glac € My et [ flaedm = [ glacdm. D’autre part, comme [ fladm = [ gladm =0, on a aussi,
par linéarité positive [ fdm = [ flaedm + [ fladm = [ flacdm (et de méme pour g). Donc,
[ fdm = [ gdm.

3. Soit f € My t.q. f=0p.p.. Alors [ fdm = [0dm = 0.
"

Ce lemme nous permet d’étendre la définition de I'intégrale a certaines fonctions non mesurables :

Définition 4.3 Soit (E, T, m) un espace mesuré et f définie sur A°, a valeurs dans R (resp. R, ), avec
AeT, m(A) =0 (on dit que f est définie p.p., car f n'est pas définie sur A).

1. f est m-mesurable (resp. m-mesurable positive) si il existe g € M (resp. g € My) t.q. f =g p.p..
(c’est-a-dire qu’il existe B € T t.q. m(B) =0, BD A et f =g sur B°).

2. Soit f m-mesurable positive. On pose [ fdm = [ gdm, avec g € My t.q. f =g p.p. (noter que

cette intégrale ne dépend pas du choix de g, grice au lemme 4.4).

Remarque 4.5 Soit (E,T,m) un espace mesuré. Il est facile de montrer les résultats suivants :

1. Soit f de F dans R ou R. Alors, f € £, si et seulement si f € M, Imf C Ry et card(Imf) < co.

2. Soit A € T t.q. m(A) =0et f de A° dans R. Alors, f est m-mesurable si et seulement si il existe
(fr)nen C € t.q. fn — f p-p- (voir exercice 4.17).

3. Soit A € T t.q. m(A) =0et f de A° dans R,. Alors, f est m-mesurable positive si et seulement
si il existe (fp)nen C €4 t.q. frn — f P.D-.

Le résultat suivant sera souvent utile par la suite. En particulier, les inégalités de Markov et Bienaymé-
Tchebichev (voir la section 4.9) en découlent immédiatement.

Lemme 4.5 Soient (E,T,m) un espace mesuré, f € My ett € R% ; alors :
1
m({fzth <7 [ fam. (4.8)

DEMONSTRATION : On définit 4, = {f >t} ={zr € E; f(z) > t}. Ona A, € T et f > tla,. Par
monotonie de I'intégrale sur M, on en déduit I'inégalité 4.8. (]

4.3 Théoreme de convergence monotone et lemme de Fatou

Théoréme 4.1 (Convergence Monotone (1)) Soit (E,T,m) un espace mesuré et soit (fn)nen C
My tq fas1(z) > fo(x), pour tout n € N et tout © € E. On pose, pour tout x € E, f(x) =

hr—? fn(x) €Ry. Alors f € My et : /fndm — /fdm lorsque n — +oo0.

80



DEMONSTRATION :
Noter que si (fn)nen € €4, le fait que [ f,dm — [ fdm, lorsque n — +o0, est donné par la définition de
I'intégrale sur M. La difficulté est donc ici de travailler avec (fy,)neny € M4 au lieu de (fn)nen € E4.

Comme (fn)nen C M4 converge simplement et en croissant vers f, la proposition 3.5 donne f € M.
Puis, par monotonie de l'intégrale sur M4, on a

lim /fndm < /fdm. (4.9)
n—-+oo
Il reste donc & montrer que :

hr—? /fndm > /fdm. (4.10)
Pour montrer (4.10), on va construire une suite de fonctions (g,)pen C €+ t.q gp T f, quand p — oo, et

9p < fp, pour tout p € N.

Pour tout n € N, f, € My ; il existe une suite de fonctions (fn p)peny C E+ t.q. fnp 1 fn lorsque p tend
vers +00. On définit alors :

Gp = SUp frp (4.11)
n<p

On note que :

1. g, € &4 car g, est le sup d’'un nombre fini d’éléments de £; (donc g, est mesurable, Im(g,) C Ry
et card(Im(g,)) < 0o, ce qui donne g, € &;).

2. gp+1 > gp, pour tout p € N. En effet, comme f, ,11 > fnp (pour tout n et p), on a

Ip+1 = SUP{fp+1.,p+1vsuP fn,p+1} > SUp frpt1 = SUp frp = Gp-
n<p n<p n<p

On peut donc définir, pour = € E, g(x) = lim,_.~ g,(z) € R4 (car la suite (g,(z))pen est croissante
dans R).

3. g = f. En effet, on remarque que g, > fnp si n < p. On fixe n et on fait tendre p vers I'infini,
on obtient g > f, pour tout n € N. En faisant n — oo on en déduit ¢ > f. D’autre part, on a
fnp < fn < f pour tout n et tout p. On a donc g, < f pour tout p. En faisant p — co on en
déduit g < f. On a bien montré que f = g.

4. gp < fp pour tout p € N. En effet, f,, < fn < f, sin <p. On a donc g, = sup,,<,, fnp < fp-

Les points 1 & 3 ci dessus donnent (g,)pen € £ €t gp T f quand p — oo. Donc, la définition de I'intégrale
sur My donne [ fdm = lim,_, [ gp,dm.

Le point 4 donne (par monotonie de l'intégrale sur M) [g,dm < [ fpdm, on en déduit [ fdm =
limy, .o [ gpdm < lim,_.o [ fpdm.

Finalement, on obtient bien [ fdm = lim,_. [ f,dm.

On utilisera souvent une légere extension (facile) du théoréme de convergence monotone :

81



Théoréme 4.2 (Convergence Monotone (2)) Soit (E,T,m) un espace mesuré et soit (fn)nen C
M. On suppose que fn, T f p.p. (c’est-a-dire que il eriste A € T t.q. m(A) = 0 et fo(x) T f(x)
pour tout x € A°). La fonction f (définie p.p.) est alors m—mesurable positive (c’est-a-dire que il existe

geEM,i tq f=gpp.) et /fndm — /fdm. On rappelle que, par définition (voir la définition 4.3),
[ fdm = [ gdm avec g € M4 t.q. f =g p.p..

DEMONSTRATION :

Soit A € T't.q. m(A) =0et f,, T fsur A°, quand n — co. On pose g, = fnlae (cest-a-dire g, (x) = fn(z)
siz € A°et gp(z) =0siz € A). Ona g, € M4 et g, T g avec g = flae (cest-a-dire g(z) = f(x) si
x€ Aet g(x) =0siz € A). Comme g € My et f = g p.p., on a donc f m—mesurable positive. Puis, le

théoréme 4.1 donne [ g,dm — [ gdm quand n — oco. D’autre part, on a [ g,dm = [ f,dm (car f, = gn
p.p.) et [gdm = [ fdm (par définition de [ fdm), donc

/fndmﬂ/fdm.

Corollaire 4.1 (Séries a termes positifs ou nuls) Soient (E,T,m) un espace mesuré, (fn)nen C

M ; on pose, pour tout x € E, f(x an (e Ry). Alors f € My et /fdm Z/fndm

n=0
DEMONSTRATION : On applique le théoréme de convergence monotone (théoréme 4.1) & la suite (gn )nen

définie par
n

Onag, € My etg,T f Doncfe M,et

pz:;)/fpdmz/gndmﬁ/fdm.

Lemme 4.6 (Fatou) Soient (E,T,m) un espace mesuré, (fn)nen C My. On pose pour tout v € E :
flz) = limj_nffn(x) = lirf (iI>1f fp(x)) e Ry. Alors f e My et :
n—-+o0o n—-+o0o p>n

n—-+o0o

fdm<hm1nf/fndm— hm (mf/fpdm (4.12)

DEMONSTRATION : Pour n € N, on pose g,(x) = inf,>, f,(z) (pour tout z € E), de sorte que g, € M4
(cf. proposition 3.5) et g, T f. Le théoréme de convergence monotone (théoréme 4.1) donne que f € M
et [ gndm — [ fdm.

Or, g, < fpsip>n. Onadonc [ g,dm < [ fydmsip > net donc (en fixant n) [ g,dm < inf,>, [ f,dm.

On en déduit
/fdmf lim /gn m < hm (mf/fpdm fhmlnf/fndm
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Le lemme de Fatou est souvent utilisé avec des suites (fp)nen C M telles que la suite ( f fndm)pen est
bornée et la suite (fn(x))nen est convergente pour presque tout x € E. Il permet alors de montrer que la
limite (au sens de la convergence p.p.) de la suite (fy,)nen est “intégrable” (voir les paragraphes suivants).
On utilise pour cela le corollaire (immédiat) suivant :

Corollaire 4.2 Soient (E,T,m) un espace mesuré et (fn)nen C My t.q. fo(x) — f(x), pour presque
tout x € E, lorsque n — +00. On suppose qu’il existe C >0 t.q. [ fndm < C, pour tout n € N. Alors,

f est m—mesurable positive et /fdm <C.

DEMONSTRATION : Comme (fy,)nen € M4 et f, — f p.p., on a bien f m—mesurable positive. On pose
g = liminf, . fn (c’est-a-dire g(z) = liminf, o fn(x) pour tout © € E). Onadonc g € My et f =g
p.p. donc [ fdm = [ gdm par définition de I'intégrale des fonctions m-mesurables (définition 4.3).
Le lemme de Fatou donne [ fdm = [ gdm < liminf, . [ gndm et donc [ fdm < C car [ g,dm < C
pour tout n € N.

|

4.4 Mesures et probabilités de densité

4.4.1 Définitions

A partir d’une mesure et d’une fonction mesurable positive, on peut définir une autre mesure de la maniere
suivante :

Définition 4.4 (Mesure de densité)

Soient (E,T,m) un espace mesuré et f € M. Pour A € T, on rappelle que fla est la fonction (de E
dans R, ) définie par fla(z) = f(x) siz € A et fla(x) =0 si x € A® (cette fonction appartient o M)
et on définit [, fdm par [ f1adm.

On définit alors p: T — Ry par :

u(A):/flAdm:/Afdm, VAeT. (4.13)

L’application p ainsi définie est une mesure sur T (ceci est démontré dans lexercice 4.22), appelée mesure
de densité f par rapport a m, et notée p = fm.

Proposition 4.3 Soient (E,T,m) un espace mesuré, f € My et u la mesure de densité f par rapport
a m. Alors, la mesure p est absolument continue par rapport a la mesure m, c’est-a-dire que si A € T
est tel que m(A) =0, alors u(A) = 0.

DEMONSTRATION : Soit A € T t.q. m(A) =0. On a alors f14 = 0 m-p.p. et donc u(A) = [ fladm =0
d’apres le lemme 4.4. n

On déduit de cette proposition que la mesure de Dirac définie sur B(R) par :

5(A)=1si0€A

5(A) = 0'si 0 € A°. (4.14)
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n’est pas une mesure de densité par rapport a la mesure de Lebesgue (on peut montrer que ces deux
mesures sont étrangeres (voir définition 2.16 et proposition 2.4).
Notons que l'on peut aussi définir des mesures signées de densité, voir la définition 6.15.

4.4.2 Exemples de probabilités de densité

Définition 4.5 (Probabilité de densité) Soit p une probabilité sur B(R), on dit que p est une proba-
bilité de densité (par rapport ¢ Lebesgue) s’il existe f € My t.q. [ fdX=1 et p(A) = [ fladX = [, fdA
pour tout A € B(R).

Les lois de probabilité sur B(R), de densité par rapport & la mesure de Lebesgue, données dans la
proposition suivante seront souvent utilisées dans le calcul des probabilités (On rappelle qu’une loi de
probabilité est, par définition, une probabilité sur B(R)).

Définition 4.6 (Quelques lois de densité sur B(R))

1. Loi uniforme, U(a,b) Soit a,b € R, a < b, la loi uniforme sur [a,b] est la loi de densité ﬁl[a,b] :
p(A) = ﬁ f 1[a,b]]—Ad/\7 VAeT.

2. Loi exponentielle, E(1) Soit T > 0; la loi exponentielle est définie par la densité [ définie par :

0 st x<0
S (4.15)
3. Loi de Gauss, N'(u,0?%) Soit (u,0) € R x R% ; la loi de Gauss de paramétre (u,0) est définie par la
densité f définie par :

Fa) = 0\}% exp(—(mQ_Uf) ) (4.16)

4.5 L’espace L' des fonctions intégrables

Soit f € M, La proposition 3.7 donne que |f|, f*, f~ € M et la monotonie de 'intégrale sur M donne
[ frdm < [|fldm et [ f~dm < [|f|dm. Ceci va nous permette de définir 'espace L' et I'intégrale sur
L' A partir de 'intégrale sur M (définition 4.2 page 78).

Définition 4.7 (Espace L' et Intégrale de Lebesgue) Soient (E,T,m) un espace mesuré et f €

M. On dit que f est intégrable (ou intégrable au sens de Lebesgue) si [ |fldm < +oo. Dans ce cas, on

a aussi /f+dm < 400 et /f_dm < +00. On pose alors :

/fdm = /f+dm — /f_dm (e R). (4.17)
On note LL(E,T,m) (ou plus simplement L) I’ensemble des fonctions intégrables.

Soit f € M, la linéarité positive de l'intégrale sur M, donne [ |fldm = [ ftdm + [ f~dm. On voit
donc que f € L' si et seulement si [ fTdm < oo et [ f~dm < .

Proposition 4.4 (Propriétés de £! et de I’intégrale sur L) Soit (E, T, m) un espace mesuré. On
a alors :
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1. L' est un espace vectoriel sur R.

2. L’application f +— /fdm est une application linéaire de L' dans R.

3. Monotonie : soient f et g € L' telles que f < g ; alors /fdm < /gdm

4. Pour tout f € L', | [ fdm| < [|f|dm.
DEMONSTRATION :

1. On sait déja que M est un espace vectoriel sur R (proposition 3.5). Pour montrer que £! est un
espace vectoriel sur R, il suffit de remarquer, en utilisant la linéarité positive et la monotonie de
Iintégrale sur M., que [|afldm = |a| [|fldm et [|f + gldm < [|fldm + [|g|dm, pour tout
f,g€ M et tout o € R.

2. (a) Soit « € Ret f € £L1. On veut montrer que

/afdm:a/fdm. (4.18)

Cas 1. Si a =0, (4.18) est bien vraie.

Cas 2. Sia > 0, on remarque que (af)™ = af* et (af)” = af~. En utilisant la linéarité positive
de Dintégrale sur M4, on en déduit [afdm = [(af)Tdm — [(af)"dm = a(f frdm —
[ f-dm)=a [ fdm.

Cas 3. Si @ < 0, on remarque que (af)t = (—a)f~ et (af)” = (—a)f". En utilisant la
linéarité positive de l'intégrale sur M, on en déduit [afdm = [(af)tdm— [(af)"dm =
(—a)([ f~dm — [ fftdm) =a [ fdm.

(b) Soit f,g € £'. On veut montrer que

[+ gydm = [ gim+ [ gam.

On utilise les deux décompositionsde f+g: f+g=(f+9)"—(f+9) = fT—f +gT—g.
Onen déduit (f+g)T+ f~+9g =(f+9)~ + fT +g". En utilisant la linéarité positive de
I'intégrale sur M, on en déduit

/(f+9)+dm+/f_dm+/g_dm:/(f+g)_dm+/f+dm+/g+dm.

On en déduit (noter que tous les termes de 1’égalité précédente sont dans R )

[t +artam= [+ an= [ rran— [fan+ [gtam— [gin.
et done (S + g)dm = [ fam + [ gdm.

On a bien montré que I'application f +— / fdm est une application linéaire de £! dans R.
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3. Soit f,g € L' t.q. f < g. On remarque que f* — f~ < gt —¢g~, donc f* +¢g- < gt + f~. En
utilisant la linéarité positive et la monotonie de I'intégrale sur M, on en déduit [ fTdm+ [ g~dm <
Jgtdm+ [ f~dm et donc [ fdm = [ ftdm — [ f~dm < [gtdm — [g~dm = [ gdm.

4. Soit fe L' Onal [ fdm|=|[ffdm— [ f~dm|< [ frdm+ [ f~dm = [|f|dm.

]
On peut définir sur £! une semi-norme de la maniére suivante :
Définition 4.8 (Semi-norme sur £') Soient (E,T,m) un espace mesuré et f € L. On pose :
171 = [ \7ldm (£19)

L’application de L' dans R, définie par f v~ || f||1 est une semi-norme sur L.

On a bien ||f||; € Ry pour tout f € L. Le fait que f — || f||1 est une semi-norme sur £! découle alors
de la partie 1 de la démonstration de la proposition 4.4, ¢’est-a-dire du fait que [ |af|dm = |af [ |f|dm
et [|f+gldm < [|fldm + [|g|dm, pour tout f,g € M et tout a € R. Par contre, || - |1 n’est pas une
norme sur £! car ||f|l; = 0 n’entraine pas f = 0 mais seulement f = 0 p.p., comme cela est démontré &
la proposition 4.5.

Proposition 4.5 Soit (E,T,m) un espace mesuré.
1. Soit f € M4. Alors [ fdm =0 si et seulement si f =0 p.p..
2. Soit f € LY. Alors || f|l1 = 0 si et seulement si f =0 p.p..
3. Soit f,g € L t.q. f=g p.p.. Alors [ fdm = [ gdm.
DEMONSTRATION :
1. Soit f e M.

(a) On suppose que f =0 p.p. . On a alors [ fdm = [0dm = 0 (ceci est donné par le troisiéme
point du lemme 4.4.)

(b) on suppose que [ fdm = 0. Soit n € N*, le lemme 4.5 page 80 donne [ fdm > %m({f > %})
On a donc m({f > 2}) =0 et m({f > 0}) < X, cno m({f = £}) = 0 (on a utilisé ici la
o-sous additivité de m). Comme {f = 0}¢ = {f > 0}, on en déduit f =0 p.p..

2. Soit f € L. La propriété démontrée ci dessus donne ||f||; = 0 si et seulement si |f| = 0 p.p., et
donc ||f|l1 = 0 si et seulement si f =0 p.p.

3. Soit f,g € L' t.q. f=gpp.. Ona [ fdm— [gdm|=|[(f—g)dm| < [|f—gldm =0 (On a
utilisé le quatrieme point de la proposition 4.4 et |f — g| = 0 p.p.). Donc, [ fdm = [ gdm.

La derniere assertion de la proposition précédente nous permettra, dans la prochaine section, de définir
l'intégrale sur un espace appelé L.

On conclut cette section par une proposition préliminaire au théoreme de convergence dominée.
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Proposition 4.6 Soit (E,T,m) un espace mesuré. Soit (fu)nen C LY, fE M etg e LY t.q fo — f
p.p., quand n — oo, et, pour tout n €N, |f,| < g p.p.. On a alors f € LY, ||f, — fll1 — 0, quand n — oo
et [ fodm — [ fdm, quand n — oco.

DEMONSTRATION :

Comme f,, — f p.p. quand n — oo, Il existe A € T t.q. m(A) =0 et fn,(z) — f(z) pour tout = € A°.
Puis, comme |f,| < g p.p., il existe, pour tout n € N, B,, € T t.q. m(By,) =0 et |f,| < g sur B;. On
pose C = AU (UpenBn). Par o-sous additivité de m, on a aussi m(C) = 0. On pose alors h,, = fr1lce,
h = flge G = glge, de sorte que h, = f, p.p-, h = f p.p. et G = g p.p.. De plus les fonctions h,,, h et
G sont toujours mesurables et donc h, € L', h € M et G € L.

Comme |h,(z)| < G(x) pour tout x € E (et pour tout n € N) et h,(z) — h(x) pour tout x € E. On a
aussi |h| < G. Ceci montre que h € L' et donc que f € L.

On pose maintenant F,, = 2G — |h,, —h|. Comme |h,, —h| < 2G, on a F,, € M et on peut donc appliquer
le lemme de Fatou (lemme 4.6) & la suite (F),)nen. Comme liminf, . F,, = 2G, on obtient :

/2de < liminf/(QG |l — hl)dm = Tim (inf /(20 — B — B)dm). (4.20)

n—oo p>n

La linéarité de l'intégrale sur £! donne [(2G — |h,, — h|)dm = [2Gdm — [ |h,, — h|dm. Donc :

inf /(QG — |hn — h])dm = /Qde — sup/ |hn, — hldm
p=>n p>n
et

liminf/(ZG — |hy — h|)dm = /2de - limsup/ |hn, — hldm.

n—oo n—oo
L’inégalité 4.20 devient alors (en remarquant que f 2Gdm € R) :

limsup/ |h — hldm < 0.

n—oo

On a donc ||k, — k|1 — 0 quand n — oo et, comme h,, —h = f, — f p.p., on en déduit ||f, — f|]l1 — 0,
quand n — oo, et donc ffndm — f fdm, quand n — oo (grace au quatrieme point de la proposition
4.4).

]
4.6 L’espace L!
Dans toute cette section, on travaille avec un espace mesuré (E,T,m).
On définit maintenant une relation d’équivalence, notée (= p.p.), sur £! par :
[ (=pp) gsif=g pp. (4.21)

Définition 4.9 (L') L’ensemble L' = Li(E, T, m) est l’ensemble des classes d’équivalence de la relation
(= p.p.) définie sur L1, i.e. L' = L/(=p.p.).

Dans la suite, L! désigne L (FE,T,m) et L' désigne L% (E, T, m).
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Remarque 4.6

1. Un élément de L! est donc une partie de £!.

2. Si f e L', on note f = {geLtg=fpp} f est donc un élément de L', ¢’est 1'élément de L
auquel f appartient (on l'appelle la classe de f).

Définition 4.10 (Structure vectorielle sur L') On munit L' d’une structure vectorielle (faisant de
L' un espace vectoriel sur R)

1. Soient F € L' et a € R. On choisit f € F et on pose oF = {g € L'; g = af p.p.}.
2. Soient F,G € L'. On choisit f € F, g€ G et on pose F+G={hec L h=Ff+gpp}

La définition précédente est bien cohérente. En effet oF' (qui est la classe de af) ne dépend pas du choix
de f dans F car f = f; p.p. implique af = af; p.p.. De méme F + G (qui est la classe de f + g) ne
dépend pas du choix de f dans F' et du choix de g dans G car f = f; p.p. et g = g1 p.p. implique
f+9=/fi+g1pp.

Définition 4.11 (Intégrale sur L') Soit F € L' et f € F (on dit que f est un représentant de la

classe F, noter que f € L'). On pose :
/de:/fdm. (4.22)

Ici aussi cette définition est bien cohérente car f Fdm ne dépend pas du choix de f dans F, grace
au troisieme point de la proposition 4.5. Le troisieme point de la proposition 4.5 nous donne aussi
Iflli = llgll si f,g € L' et f =g p.p.. Ceci nous permet de définir une norme sur L! :

Définition 4.12 (Norme sur L') Soit F € L'. On choisit f € F et on pose |[F|1 = ||f]1-

Proposition 4.7 L’application F — ||F||1 est une norme sur L'. L’espace L' muni de la norme || - |1
est donc un espace vectoriel normé.

DEMONSTRATION : Il est facile de vérifier que || - |1 est bien une norme sur R (sachant que c’est déja
une semi-norme sur £1). Le seul point délicat est de remarquer que ||F||; = 0 implique que F = 0 (0
est ici I’élément neutre de L', c’est-a-dire {h € L'; h = 0 p.p.}). Ceci découle du premier point de la
proposition 4.5. [

On montrera plus loin que L' est complet, c’est donc un espace vectoriel normé complet, c’est-a-dire un
espace de Banach, voir le théoreme 4.6 page 93.

On rappelle que si f € £, F € L' et que f € F, on dit que f est un représentant de F. On introduit
maintenant plusieurs notions de convergence dans L'. Il est facile de vérifier que ces définitions sont
cohérentes, c’est-a-dire qu’elles ne dépendent pas des représentants choisis pour les éléments de L.

La notion de convergence simple n’a pas de sens dans L', mais la notion de convergence p.p., vue
précédemment, se généralise aux éléments de L' ainsi que la notion de convergence en mesure.

Définition 4.13 Soit (E,T,m) un espace mesuré.

1. Soient (Fy)neny C LY et F € LY. On dit que F,, — F p.p. quand n — o si f, — f p.p., quand
n — oo, avec f, € F, et f € F.
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2. Soient (Fy)ney C L' et F € L'. On dit que F,, — F en mesure quand n — 0o si fn, — f en
mesure, quand n — oo, avec f, € F, et f € F.

3. Soient (Fp)neny C LY et F € L'. On dit que F,, — F dans L' quand n — o si ||F,, — F|l; — 0
quand n — oo. (Ici aussi, noter que ||F, — F|1 = ||fo — fl1 si fn € Fy et f € F.)

4. Soient F,G € L*. On dit que F > G p.p. si f > g p.p. avec f € F et g€ G.

On peut démontrer (s’inspirer de la démonstration du théoréme 4.7 et voir les exercices du chapitre 3)
que si une suite de fonctions de L' converge en mesure, alors on peut en extraire une sous-suite qui
converge presque partout. Dans le cas ou la mesure m est finie, la convergence presque partout entraine
la convergence en mesure.

Remarque 4.7 Soit (E,T,m) un espace mesuré. Soient F,G € L. F = G est donc équivalent & f = g
p.p. si f € F et g € G. En général, on écrira plutét F' = G p.p. au lieu de F' = G (voir la remarque 4.9).

Remarque 4.8 Soit (£, T, m) un espace mesuré. Soient (F},),en C L' et f : E—R (ou f : E— R).
On utilisera souvent la notation (légérement incorrecte), “F,, — f p.p. quand n — oo”. Cette notation
signifie “f,, — f p.p. quand n — c0” en choissisant f, € F,,. Ceci est cohérent car le fait que “f,, — f
p-p- quand n — oo” ne dépend pas du choix de f, dans F,, (voir aussi la remarque 4.9).

En fait, on écrira méme souvent “F,, — f p.p. quand n — oo” (pour une suite (Fy,)ney C L') sans
préciser les espaces de départ et d’arrivée pour f. A vrai dire, en choissisant f,, € F,, f est au moins
définie p.p. sur F et le changement du choix de f,, dans F;, ne change f que sur un ensemble de mesure
nulle. D’autre part, en ’absence de précision, f sera supposée étre a valeurs dans R.

Proposition 4.8 (propriétés de I’intégrale sur L') Soit (E,T,m) un espace mesuré. On a alors :
1. Soit F € L*. Alors | [ Fdm| < ||F|;.
2. F— [ Fdm est une application linéaire continue de L' dans R.
3. Soient F,G € L' t.q. F > G p.p., alors [ Fdm > [ Gdm.
DEMONSTRATION :
1. Soit F€ L' et f€ F,ona|[Fdm|=|[ fdm| <|f|li = |F]|.

2. La linéarité de 'intégrale sur L' découle immédiatement de la linéarité de I'intégrale sur £ (propo-
sition 4.4). La continuité est donné par le premier point ci dessus.

3. La monotonie de l'intégrale sur L' découle immédiatement de la monotonie de I'intégrale sur £?
(proposition 4.4).

Remarque 4.9 soit (E,T,m) un espace mesuré.

1. On confondra dans la suite un élément F' de L' avec un représentant f de F, c’est-a-dire avec un
élément f € L! t.q. f € F.
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2. De maniére plus générale, soit A C E t.q. A° soit négligeable (c’est-a-dire A° C B avec B € T et
m(B) =0) et soit f : A — R (la fonction f est donc définie p.p.). On dira que f est un élément
de L' si il existe une fonction g € £! t.q. f = g p.p.. On confond donc, en fait, la fonction f avec
la classe d’équivalence de g, c’est-a-dire avec § = {h € £L!; h = g p.p.}. D’ailleurs, cet ensemble est
aussi égal & {h € £'; h = f p.p.}. En confondant ainsi f et § on a donc [ fdm = [ gdm. Noter
également que f est m-mesurable (voir la définition 4.3 page 80).

3. Avec la confusion décrite ci-dessus, si f et ¢ sont des éléments de L', f = g signifie en fait f = g
pP-p..

Remarque 4.10 Soient (E,T,m) un espace mesuré, et (E,T,m) son complété (cf définition 2.15 et
exercice 2.15). L’espace L} (E, T, m) est “identique” & I'espace L} (E, T, m), il existe une bijection évidente
entre ces deux espaces en remarquant que si f € LL(E, T, m), alors il existe g € LL(E,T,m) t.q. f =g
p.p. (voir & ce propos l'exercice 4.9).

Pour montrer quune fonction est dans L' on utilise souvent le lemme de Fatou de la mani¢re suivante
(voir exercice 4.27 pour la démonstration, qui est en fait une conséquence facile du lemme de Fatou pour
les fonctions mesurables positives, cf lemme 4.6) :

Lemme 4.7 (Utilisation de Fatou) Soient (E,T,m) un espace mesuré, et (fn)nen C Li(E,T,m).
On suppose que :

1. f,>0p.p.,VneN,
2. 3C, [ fodm < C, ¥n €N,
3. fn— f p.p., quand n — oo,
alors f € Ly(E,T,m) (au sens “il existe g € L(E,T,m) t.q. f=g p.p.”) et [|fldm < C.

On peut également montrer qu’une fonction est dans L' en utilisant le théoréme de convergence monotone.
Ceci est précisé dans le théoreme 4.3 (dit théoréme de Beppo-Lévi) (qui donne aussi un résultat de
convergence dans L1).

4.7 Théorémes de convergence dans L'

Nous connaissons & présent trois notions de convergence pour les fonctions de L', les notions de con-
vergence presque partout, convergence en mesure et la notion de convergence habituelle dans un espace
normé, c’est-a-dire , ici, la convergence pour la norme L!. On peut montrer par des contre-exemples que
la convergence presque partout n’entraine pas la convergence L', et que la convergence L' n’entraine
pas la convergence presque partout. Pour montrer que la convergence presque partout n’entraine pas la
convergence L1, on peut considérer 'espace mesuré (E,T,m) = (R, B(R), \) et la suite (f,)nen C LH(R)
définie par : f,(x) = nlg ;. On a évidemment f,, — 0 pp, alors que ||fn|[1 = 1. Pour montrer que la
convergence L! n’entraine pas la convergence presque partout, on considére & nouveau I’espace mesuré
(E,T,m) = (R,B(R),\), et on construit la suite (f,)nen C L*(R) (dite “bosse glissante”) définie par :

frar(z) = 1]%1%], pour n = @, p € Netl<k<mn. Onpeut voir facilement que ||f,|: = L
p(p—1) p(p+1)
2 0 2

P
pour n € | [, alors que f,, 0 pp (par contre, on peut noter qu'il est possible d’extraire
de (fn)nen une sous-suite qui converge presque partout vers 0). Le théoréeme de convergence dominée,
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énoncé ci-apres, donne une hypothése suffisante pour qu’une suite (de fonctions) convergeant presque
partout converge aussi dans L.

On rappelle (voir la remarque 4.8) que 'hypothese “(Fy,)neny € Lt et f : E — R t.q. F, — f p.p.”
signifie simplement que f,, — f p.p. en choisissant f,, € F,,. Cette définition est bien cohérente car elle
ne dépend pas du choix des f,, dans F;,. On rappelle aussi que f,, — f p.p. signifie qu'il existe A € T
t.q. m(A) =0et fr(z) — f(z) dans R pour tout x € A°.

4.7.1 Convergence presque partout et convergence dans L'

Le théoreme suivant est une conséquence du théoreme de convergence monotone et permet de montrer la
convergence dans L' d’une suite monotone de fonctions convergeant presque partout.

Théoréme 4.3 (Beppo-Lévi) Soient (E,T,m) un espace mesuré et (fn)nen C Ly(E,T,m). On sup-
pose que :

1. fat1 2 fo p-p., VR €N, Jou foiy1 < fn p.p., Vn € NJ,
2. fn— f p.p., quand n — oco.
On a alors :

1. fe LL(E,T,m) (au sens “il existe g € L&(E,T,m) t.q. f =g p.p.”) si et seulement si :

lim / fodm € R.

n—-+4oo

2. Si feLL(E,T,m), alors f, — f dans L'.

La démonstration de ce théoreme fait 'objet de I’exercice 4.28.
Nous allons maintenant voir un résultat fondamental, conséquence du lemme de Fatou, qui permet de
prouver la convergence de suites dans L' sans hypothese de convergence monotone.

Théoréme 4.4 (Convergence dominée) Soit (E,T,m) un espace mesuré. L’espace L (E,T,m) est
noté Lt . Soit (fn)nen C LY et f une fonction de E dans R telles que :

1 fn— [ pp.
2. 3F € L' t.q., pour tout n €N, |f,| < F p.p..
Alors f € L' (au sens “il existe g € LL(E,T,m) t.q. f =g p.p.”) et f,, — f dans L' (c’est-a-dire

|fn — fldm — 0 lorsque n — 4+o00). Ceci donne aussi /fndm — | fdm, lorsque n — +oo.

DEMONSTRATION :

Ce théoreme est essentiellement donné par la proposition 4.6. La différence avec la proposition 4.6 tient
dans le fait que f,, et F sont dans L! au lieu de £! et que f n’est pas nécessairement mesurable. Il s’agit
toutefois de différences “mineures” comme nous le voyons ci apres.

Pour tout n € N, on choisit un représentant de f,, encore noté f,. La premiere hypothese du théoreme
signifie que f, — f p.p. (voir la remarque 4.8). Il existe donc A € T t.q. m(A) =0 et fn(z) — f(x),
quand n — oo, pour tout z € A°. On remplace alors f,, par f,1ac, encore noté f, (c’est toujours un
représentant de la méme classe d’équivalence car m(A) = 0). On définit aussi g par g = f sur A°et g =0
sur A. Enfin, on choisit un représentant de F', encore noté F. On obtient ainsi :

91



1. (fn)nGN C ['15

2. fu(x) — g(z) pour tout z € E, quand n — oo,

3. Fe L' et f, < F p.p., pour tout n € N.

Les 2 premiers items donnent aussi g € M (par la proposition 3.5, on utilise ici le fait que f,,(z) — f(z)
pour tout = € E et pas seulement pour presque tout ). On peut donc appliquer la proposition 4.6 page
87. Elle donne : g € L1, ||f, — g]li — 0, quand n — oo et [ f,dm — [ gdm, quand n — oo.

Comme g = f p.p., on a donc f € L' (au sens “il existe g € LL(E,T,m) t.q. f = g p.p.”). Puis
I fn = flli = llfn — glli — 0, quand n — oo, et ffndm — fgdm = ffdm7 quand n — oo.

4.7.2 Convergence d’une série absolument convergente et conséquences

On va maintenant montrer que I'espace (L', ||.||1) est un espace de Banach, en montrant que toute série
absolument convergente dans L' (i.e. t.q. la série des normes converge) est convergente dans L. On en
déduira aussi un résultat trés important (le théoreme 4.7) qui permet d’extraire d’une suite convergeant
dans L' une sous-suite convergeant presque partout. On aura besoin au cours de la démonstration du
petit résultat (démontré dans lexercice 4.9) suivant :

Lemme 4.8 Soient (E,T,m) un espace mesuré et F € My. On suppose que [ Fdm < oco. Alors
F < +o00 p.p. (c’est-a-dire que il existe A € T t.q. m(A) =0 et F(z) < co pour tout x € A°).

Théoréme 4.5 (Séries absolument convergentes dans L') Soit (E,T,m) un espace mesuré. Soit

(fa)new C L t.¢. > || fulls < +00 ; alors :
neN

1.3re L' ; |ZZ:0 fol < F p.p., pour tout n € N.
2. La série de terme général f,(x) est, pour presque tout x € E, convergente (dans R).
On définit f par f(x) =, cn fu(x) (de sorte que f est définie p.p.).

3. f € L' (au sens “il existe g € LL(E,T,m) t.q. f =g p.p.”) et ZZ:O fp — f dans L' et p.p., quand
n — 00.

DEMONSTRATION :

1. On choisit un représentant de f,, encore noté f, et on pose F'(z) =3 _y [fp(z)| € Ry. On a donc
F e M, et le corollaire 4.1 du théoréme de convergence monotone donne

/de = Z/|fn|dm =Y | fall < oo

neN neN

Le lemme 4.8 donne alors F' < oo p.p., c’est-a-dire il existe A € T t.q. m(A4) =0 et F(z) < oo
pour tout x € A°. En remplacant F par 0 sur A, on a donc F € L. (Donc, F € L' au sens de la
remarque 4.9).

La définition de F' donne immédiatement | ZZ:O fp| < F p.p., pour tout n € N.
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2. Pour tout z € A€, la série de terme général f,(z) est absolument convergente dans R, donc
convergente. Comme m(A) = 0, f est donc définie p.p. car elle est définie pour z € A° par

fl@) =m0 3750 fp(2)-

3. On pose s, = ZZ:O fp- le premier point donne |s,| < F p.p., pour tout n € N et F € L'. Le
deuxieéme point donne s, — f p.p.. On peut donc appliquer le théoreme de convergence dominée
(théoreme 4.4). 11 donne f € L! et la convergence de la suite (s,)nen (vers f) dans L'. La
convergence p.p. (vers f) de la suite (s,)nen est donné par le deuxiéme point.

Théoréme 4.6 (Riesz-Fisher) Soit (E,T,m) un espace mesuré. L' est un espace de Banach, c’est-a-
dire un espace vectoriel normé complet.

DEMONSTRATION : On sait déja que L! est espace vectoriel normé. Une conséquence du théoréme 4.5 est
que, dans L', toute série absolument convergente est convergente. Cette propriété est une caractérisation
du fait qu'un espace vectoriel normé est complet. On en déduit donc que (L', |.||1) est complet et donc
que (L', |.||1) est un espace de Banach. "

Dans la suite L! sera toujours muni de la norme || - ||;.

Théoréme 4.7 (Réciproque partielle du théoréme de CD) Soient (f,)neny C L' et f € L telles
que fn — f dans L', alors il existe une sous-suite (fn, )ren, et F € L1 telles que :

L fow = [ PP

2. | fol < F p.p., pour tout k € N.
DEMONSTRATION :En utilisant le fait que (f,)nen est une suite de Cauchy dans L', on construit par

récurrence une suite (fy, )ren telle que ngy1 > ny et si p,g > ng, [|fp — folli < 2% On peut alors
appliquer le théoréme 4.5 a la série de terme général g, = fn,,, — fn, pour conclure. (]

On donne maintenant le théoreme de Vitali, qui donne des conditions nécessaires et suffisantes de con-
vergence dans L' pour une suite convergeant p.p.. La démonstration de ce théoreme ainsi que des petits
résultats préliminaires qu’elle nécessite font ’objet des exercices 4.29 et 4.30.
Proposition 4.9 Soient (E,T,m) un espace mesuré, f € Ly (E,T,m) ; alors :

1.Y €>0, 3 6>0tq VAeT,m(A) <dé= [,|fldn <e.

2.¥ >0, 3 CeT tg mC)<+oo et [, |fldm <e.

Théoréme 4.8 (Vitali) Soient (E,T,m) un espace mesuré et (fn)nen C L' = LY(E,T,m) t.q. fr, — f
p.p., f prenant ses valeurs dans R (voir remarque 4.8). Alors, f € L' et f, — f dans L' si et seulement
si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

1. (Equi-intégrabilité) Ve > 0,36 >0 ;V Ae T,V neN,m(4) <= / |frldm <€ .
A

2. (“Equi-petitesse a linfini”) Ve > 0,3C € T,m(C) < +o0 ;Vn € N,/ [ fnldm < e.
La démonstration de ce théoreme fait l'objet de ’exercice 4.30 ; elle ne nécessite pas le théoreme de
convergence dominée : on utilise le théoreme d’Egorov (cf théoreme 3.2 et exercice 3.25). Le théoreme
de convergence dominée peut étre vu comme une conséquence du théoréme de Vitali (cf exercice 4.30).
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4.8 Continuité et dérivabilité sous le signe [

Soient (E,T,m) un espace mesuré, f une fonction de £ x R dans R ; &t € R fixé, on définit Papplication
f(,t): E— R, qui a z associe f(x,t). On suppose que 'application f(.,¢) ainsi définie vérifie 'hypothese
suivante :

f(,t) e L' = Ly (B, T,m), VteR, (4.23)

et on note F' I'application définie de R dans R par :
F(t) = /f(, t)dm = /f(x, t)dm(x). (4.24)
Théoréme 4.9 (Continuité sous [) Soient (E,T,m) un espace mesuré, f une fonction de ExR dans

R vérifiant Uhypothése (4.23) et to € R ; on suppose de plus que :

1. Dapplication f(z,.), définie pour presque tout © € E par : t — f(x,t), est continue en ty, pour
presque tout x € E ;

2.3 e>0et3 GeLL(E,T,m) tels que |f(.,t)] <G p.p., pour tout t €]ty — &, to + €l.
Alors F, définie de R dans R par : F(t) = /f(.,t)dm = /f(m,t)dm(x), est continue en tg.

DEMONSTRATION : Soit (tn)nen Clto — &,to + €[, t.q. t, — to lorsque n — +oco. Soit f,, définie par
falz) = f(z,tn). Comme f, — f(-,t0) p.p. et |fu] < G p.p.. On peut appliquer le théoreme de
convergence dominée (théoréme 4.4) a la suite (fn)nen. Il donne F(t,) — F(to) quand n — oo.

Théoréme 4.10 (Dérivabilité sous [) Soient (E,T,m) un espace mesuré, f une fonction de E x R
dans R vérifiant Uhypothése (4.23) et to € R . On suppose de plus qu’il existe ¢ > 0, A € T et G €
Li(E, T,m) t.q. m(A)=0 et :

1. L’application t — f(x,t) est dérivable pour tout t €|ty — €,to + €[ et pour tout x € A° ;

0
2. |a—{(x,t)| < G(z) pour tout t €]ty — e, to + €[ et pour tout x € A°.

Alors F, définie de R dans R par : F(t) = /f(.,t)dm = /f(x,t)dm(x), est dérivable en ty et :

F'(to) = / %(w,to)dm(x). (4.25)

DEMONSTRATION : Soit (t,)nen+ Clto — €,t0 + €[, t.q. t, — to lorsque n — +oo et t,, # to pour tout
n € N*. Soit f,, définie par
f(I,tn) B f(x7t0)

="

La suite (f,)nen est dans L! et on peut lui appliquer le théoréme de convergence dominée (théoréme
4.4) car f, — %(-,to) p-p-, quand n — oo, et, si z € A° et n € N, il existe 6, , €]0,1[ t.q. fn(z) =

%(x, Oz nto+ (1 — 0, n)t,) (grace au théoréme des accroissements finis) et donc | f,,| < G p.p., pour tout
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n € N. Le théoréme 4.4 donne alors af( to) € L' et [ fodm — f (-, to)dm. Ceci étant vrai pour toute
suite (tn)nen Clto — &, to + €[, t.q. t, — to lorsque n — 400 et t, ;é to pour tout n € N*, on en déduit
bien que F' est dérivable en tg et :

F'(to) = / g’; (, to)dm(z). (4.26)

4.9 Espérance et moments des variables aléatoires

Définition 4.14 (Espérance, moment, variance) Soient (2, A,p) un espace probabilisé et X une
variable aléatoire réelle.

1. Si X > 0 (c’est-ag-dire X (w) > 0 pour tout w € ), on définit l’espérance E(X) de la variable
aléatoire X par E(X) = [ X (w)dp(w)

2. Si X € Ly (Q, A,p) (c’est-a-dire E(|X|) < 00), on définit lespérance E(X) de la variable aléatoire

X par :
/ X(w)dp(w

On définit la variance de X par Var(X) = o? E((X — E(X))?) (avec o(X) >0).

3. Pour r € [1,+00|, le moment d’ordre r de la variable aléatoire X est l'espérance de la variable
aléatoire | X|".

Définition 4.15 (Covariance) Soient (2, A, p) un espace probabilisé et X,Y deuz v.a.r. t.q. E(X?) <
0 et E(Y?) < oco. On définit la covariance de X et'Y par : cov(X,Y) = E((X — E(X)(Y — E(Y)).
(Remarquer que (X — E(X)(Y — E(Y)) est une v.a.r. intégrable car sa valeur absolue est majorée, par
exzemple, par X2 +Y? + E(X)? + E(Y)? qui est intégrable.)

On calcule rarement 'espérance d’une v.a. comme intégrale par rapport a la probabilité p ; en effet,
lespace (€2, A, p) est souvent mal connu. Le théoréme 4.11 montre qu’il suffit en fait de connaitre la loi
de la v.a. X pour calculer son espérance (ou, plus généralement, l'espérance d’une fonction de X). On
se ramene ainsi au calcul d’une intégrale sur R.

Les deux inégalités suivantes découlent immédiatement du lemme 4.5 :

Lemme 4.9 (Inégalité de Markov) Soient (2, A,p) un espace probabilisé, X une variable aléatoire
réelle positive sur Q et A € R%. On suppose que 0 < E(X) < co. Alors :

1

p({X = AB(X))) < 1.

DEMONSTRATION : 11 suffit, par exemple, d’appliquer le lemme 4.5 avec f = X et t = AE(X). ]

Lemme 4.10 (Inégalité de Bienaymé Tchebichev) Soient (2, A,p) un espace probabilisé, X une
variable aléatoire réelle sur ), intégrable et t.q. sa variance vérifie 0 < o(X) < 400, et X € R% . Alors :

P{IX = B0 2 A0(X)}) < 55
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DEMONSTRATION : Appliquer le lemme 4.5 avec f = |X — E(X)|? et t = \202(X). n

Soit (€2, A, p) un espace probabilisé, X une variable aléatoire réelle sur 2. La loi de X, notée px est définie
par px (A) = p(X~1(A)), pour tout A € B(R)). Ceci est équivalent & dire que pour tout A € B(R), on a,
avec p =14 :

/ 0 X (w)dp(w) = / o(2)dpx (z). (4.27)
Q R

On rappelle que ¢ o X est souvent improprement noté ¢(X), ce qui s’explique par le fait ¢ o X(w) =
»(X(w)) pour tout w € Q. Le théoreme 4.11 montre que cette égalité est vraie pour une large classe
de fonctions boréliennes ¢ de R dans R ou R (on rappelle que borélienne signifie mesurable quand les
espaces sont munis de la tribu de Borel).

Théoréme 4.11 (Loi image) Soit (2, A,p) un espace probabilisé, X une variable aléatoire réelle sur
Q et px la loi de la variable aléatoire X. On a alors :

1. L’égalité (4.27) est vraie pour toute fonction @ borélienne de R dans R, et toute fonction borélienne
bornée de R dans R.

2. Soit ¢ une fonction borélienne de R dans R, la fonction 9o X appartient & L'(Q, A, p) si et seulement
si p € LY(R,B(R),px). De plus, si ¢ € L*(R,B(R), px), L’égalité (4.27) est vraie.

DEMONSTRATION : On remarque que (4.27) est vraie pour tout ¢ = 14, avec A € B(R) (par définition
de px). Par linéarité positive, (4.27) est encore vraie pour tout ¢ borélienne étagée positive de R dans
R. Par convergence monotone, (4.27) est alors vraie pour tout ¢ borélienne de R dans R, . Ceci donne la
premiére partie du premier item. En utilisant la décomposition ¢ = ¢ —¢~, on montre alors le deuxiéme
item. Enfin, la deuxiéme partie du premier item vient du fait que ¢ est intégrable pour la probabilité px
si ¢ est borélienne bornée. [

Un produit de v.a.r. intégrables et indépendantes est une v.a.r. intégrable (ce qui est, bien str, faux sans
I'hypothese d’indépendance) et L’espérance de ce produit est égal au produit des espérances. Ce résultat
plus général est donnée dans la proposition suivante.

Proposition 4.10 Soit (2,.A,p) un espace probabilisé, d > 1 et X1,..., X4 des v.a.r. indépendantes.

1. Soit p1,...,pq des fonctions boréliennes de R dans Ry. On a alors :
d n
E([[e:i(X)) = ][ E(pi(X)). (4.28)
i=1 i=1

(En convenant qu’un produit de termes est nul si l'un des termes est nul.)

2. Soit p1,...,p4 des fonctions boréliennes de R dans R. On suppose que o(X;) est intégrable pour
touti=1,...,d. La v.a.r. szl vi(X;) est intégrable et I'égalité (4.28) est vraie.

3. Soit p1,...,¢4 des fonctions boréliennes bornées de R dans R. L’égalité (4.28) est vraie.

N.B. Si Xy,...,X4 sont des v.a.r., le fait que (4.28) soit vraie pour toute famille ¢1,. .., 4 de fonctions
boréliennes bornées de R dans R est donc une condition nécessaire et suffisante pour les v.a.r. Xq,..., X4
soient indépendantes.
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DEMONSTRATION : Si ¢1,...,@q sont des fonctions caractéristiques de boréliens de R, I’égalité (4.28)
est une conséquence immédiate de la définition de I'indépendance des X; (Si ¢; = 14, avec 4; € B(R),
on a E(pi(X;)) = P({X; € A;}) = P(X;'(4;))). Par linéarité positive, on en déduit que (4.28) est
vraie si les fonctions ¢; sont (boréliennes) étagées positives (c’est-a-dire ¢ € £, ). Puis, par convergence
monotone, on en déduit le premier item de la proposition (car toute fonction orélienne de R dans R est

limite croissante d’éléments de &).

Pour le deuxieéme item, on utilise (4.28) avec la fonction z +— |p;(x)| au lieu de la fonction ¢; (pour
tout 7). On montre ainsi que la v.a.r. Hle ©i(X;) est intégrable. Puis, on montre (4.28) par linéarité
(utilisant ¢; = @ — ;).

Le troisiéme item est conséquence immédiate du deuxiéme (car si X est une v.a.r. et ¢ est une fonction
borélienne bornée, la v.a.r. p(X) est intégrable). L]

Une conséquence de la proposition 4.10 est que XY est intégrable et cov(X,Y) = 0 si X,Y sont deux
v.a.r. intégrables sur un espace probabilisé (€2, A, p).

Pour montrer que des v.a.r. sont indépendantes, il est parfois utile de savoir qu’il suffit de montrer (4.28)
lorsque les fonctions ; sont continues a support compact de R de R. C’est ’objet de la proposition 4.12 qui
se démontre & partir d’un résultat d’unicité (proposition 4.11) sur lequel nous reviendrons au chapitre 5.
On note C.(R,R) 'ensemble des fonctions continues & support compact de R de R (une fonction ¢ de R
dans R est & support compact si il existe un compact K de R t.q. ¢ = 0 sur K°).

Proposition 4.11 Soit m et i deuzx mesures sur B(R), finies sur les compacts de R. On suppose que :

/(pdm = /(pdu pour tout ¢ € C.(R,R).

Alors, m = u.
DEMONSTRATION : Puisque m et p sont des mesures sur B(R), finies sur les compacts, on a bien
C.(R,R) C LL(R,B(R),m) et C.(R,R) C LL(R,B(R),x). On pose maintenant C = {]a,b[, a,b € R,
a < b} et on commence par montrer que m = y sur C.
Soit a,b € R, a < b. 1l existe une suite (¢n)nen C Ce(R,R) t.q. @, T 1), En effet, il suffit de construire
©n, pour n > 2/(b — a), de la maniére suivante :

on(xz) =0siz <a,

on(@)=n(z—a)sia<z<a+i,

on(@)=1sia+i<z<b-—1i

on(x)=-—n(x—b)sib— L <z <b

on(x)=0sib< x.
Puis, en passant & la limite quand n — oo dans I'égalité [ ¢,dm = [ ¢, dp, on obtient (par convergence
monotone ou par convergence dominée) m(Ja,b]) = p(]a, b]).

On conclut enfin que m = p en utilisant, par exemple, la proposition 2.5. L]

Proposition 4.12 Soit (2, A, p) un espace probabilisé, d > 1 et X1,..., X4 des v.a.r. Ces v.a.r. sont
indépendantes si et seulement si on a, pour tout famille {1, ..., pa} C C.(R,R),

d d
E(H 0i(X:)) = [ [ Elei(X2)), (4.29)

=1
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(En convenant qu’un produit de termes est nul si l'un des termes est nul.)

DEMONSTRATION : Le fait que la condition est nécessaire est une conséquence immédiate de la proposi-
tion 4.10 car une fonction continue a support compact est borélienne et bornée. On montre maintenant
que la condtion est nécessaire. On suppose donc que (4.29) est vraie pour toute famille {¢1,...,pq} C
C.(R,R) et on veut montrer que les v.a.r. Xj,..., X, sont indépendantes, c’est-a-dire que pour tout
Ai,..., A, € BR), on a:

(On rappelle en effet que E(14,(X:)) = p(X; " (4i) et E(ITZ, 1a,X,)) = p(Mi=, X, (4)).)

Pour montrer (4.30), on introduit, pour tout 1 < n < d + 1, la propriété suivante, notée P, :
P, : (4.29) est vraie si p; = 14,, avec A; € B(R), pour i < n, et ¢; € C.(R,R) pour i > n.

L’hypothese de la proposition donne que P; est vraie. On suppose maintenant que P, est vraie pour un
ne{l,...,d}. Soit A; € B(R) pour i <n (et p; = 14,) et ¢; € C.(R,R) pour ¢ > n. Pour A, € B(R),
on pose, avec @, = 14, :

m(An) = B(TTL, ¢i(X3)),
(An) =TTy E(pi(X3)).

Les applications m et p sont des mesures sur B(R). La propriété P,, montre que f pdm = f (pdp pour

tout ¢ € C.(R,R). La proposition 4.11 montre alors que m = u ce qui donne la propriété P,;. Par

récurrence sur n, on montre ainsi que Py est vraie, ce qui donne (4.30) et 'indépendance de X7, ..., X,.
[

4.10 Espace Li(E,T,m) et espace Lyy(E,T,m)
Définition 4.16 Soient (E,T,m) un espace mesuré et N >1 (N € N).

1. Soit f : E — RN. Pour x € E, on pose f(z) = (fi(z),..., fn(x))* € RN. La fonction f
appartient & L x (E,T,m) si fn € Li(E,T,m) pour tout n € {1,...,N}.

2. Si f € Lin(E,T,m), on note

/fdm:(/fldm,...,/dem)teRN.

La caractérisation suivante de mesurabilité et intégrabilité est intéressante.
Proposition 4.13 Soient (E,T,m) un espace mesuré, N > 1 et f : E — RN,

1. f, est mesurable (de E dans R) pour tout n € {1,...,N} si et seulement si f est mesurable de E
dans RN c’est-a-dire si et seulement si f~1(A) € E pour tout A € B(RY).

2. Si f est mesurable (de E dans RY ). On munit RY d’une norme, notée ||-||. Alors, f € L (E, T, m)
si et seulement si [ | f|ldm < oo (noter que || f|| € My).

DEMONSTRATION : On donne la démonstration pour N = 2.
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1. On suppose d’abord fi, f» € M. On veut montrer que f est mesurable de E dans R%2. Comme
B(R?) est engendré par {A x B, A, B € B(R)}, il suffit de montrer que f~1(A x B) € T pour tout
A, B € B(R).

Soit donc A, B € B(R). On a f~'(A x B) = f;*(A)N f, *(B) € T car f; et fo sont mesurables.
Donc f71(A x B) € T. On a bien montré que f est mesurable de E dans R?

Réciproquement, on suppose maintenant que f est mesurable de £ dans R%. Soit A € B(R). On
remarque que f; '(A) = f71(A x R). Or A x R € B(R?), donc f; '(A) = f~*(AxR) € T, ce qui

prouve que f; est mesurable. On prouve de maniere semblable que f2 est mesurable.

2. Soit f mesurable de £ dans RY. On suppose que RY est muni d’une norme, notée || - ||. Comme
y — |ly|| est continue de RY dans R, I'application ||f|| : # — ||f(x)| est mesurable de E dans R
(comme composée d’applications mesurables). Comme cette application ne prend que des valeurs
positives ou nulles, on a donc || f|| € M.

Comme toutes les normes sur RY sont équivalentes, on a donc [ | f|[dm < oo si et seulement si

JIfllidm < oo, avec || f|l1 = Zgﬂ |fn]. Il est alors immédiat de remarquer que [ ||f|1dm < oo si
et seulement f,, € L (E, T, m) pour tout n € {1,...,N}. On a donc :

/ Iflldm < 00 < f € Lrx (E,T,m).

La définition de Eﬂw (E,T,m) donne immédiatement que cet espace est un espace vectoriel sur R. De
plus, si RY est muni d’une norme, notée |- ||, il est aussi immédiat que I'application f +— [ || f||dm est une
semi-norme sur [,%{N (E, T, m). Pour obtenir un espace vectoriel normé, on va considérer, comme dans le
cas N = 1, l’espace £]§N (E, T, m) quotienté par la relation “f = g p.p.”. On rappelle que f = g p.p. si il
existe A € T t.q. m(A) =0et f =g sur A°.

Définition 4.17 Soit (E,T,m) un espace mesuré.
1. L’espace L (E, T, m) est Uespace L (E,T,m) quotienté par la relation “f =g p.p.”.

2. On munit RN d’une norme notée || - ||. Soit F € Lyy(E,T,m). On pose ||F|y = [ ||f|dm, ot
f € F (cette définition est correcte car indépendante du choiz de f dans F).

Proposition 4.14 Soient (E,T,m) un espace mesuré et N > 1. Lespace Ly (E,T,m) est un espace
de Banach (réel) c’est-a-dire un espace vectoriel (sur R) normé complet (avec la norme définie dans la
définition 4.17).

DEMONSTRATION : La démonstration de cette proposition découle facilement du cas N = 1. [

Définition 4.18 Soit (E,T, m) un espace mesuré.

1. Soit f : E — C. On note R(f) et S(f) les parties réelle et imaginaire de f. On a donc,
pour x € E, f(z) = R(f)(z) +1S(f)(x), avec R(f)(x), S(f)(x) € R. La fonction f appartient
LL(E,T,m) si R(f),S(f) € LL(E,T,m).
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2. Si f € LL(E,T,m), on note
/fdmz/?R(f)dm—ﬁ—i/%(f)dme(C.

Ici aussi, on a une caractérisation de mesurabilité et intégrabilité.
Proposition 4.15 Soit (E,T,m) un espace mesuré et f une application de E — C.

1. R(f) et S(f) sont mesurables (de E dans R) si et seulement si f est mesurable de E dans C,
c’est-a-dire si et seulement f~1(A) € E pour tout A € B(C).

2. Si f est mesurable (de E dans C), f € LL(E,T,m) si et seulement si [ |f|dm < oo (noter que
lfl e My).

DEMONSTRATION :
La démonstration de cette proposition se ramene facilement & la précédente démonstration (c’est-a-dire a
la démonstration de la proposition 4.13) en utilisant Papplication ¢ : C — R? définie par p(z) = (x,y)*
si z =x 41y € C, qui est une bijection continue, d’inverse continue.

|

Ici aussi, la définition de [Z(}‘:(E ,T,m) donne immédiatement que cet espace est un espace vectoriel sur C.
Il est aussi immédiat que 'application f — [ |f|dm est une semi-norme sur £&(E,T,m). Pour obtenir
un espace vectoriel normé, on va considérer l'espace L& (E, T, m) quotienté par la relation “f = g p.p.”.

Définition 4.19 Soit (E,T, m) un espace mesuré.
1. L’espace LL(E,T,m) est 'espace LL(E,T,m) quotienté par la relation “f = g p.p.”.

2. Soit F € LL(E,T,m). On pose ||F|1 = [|fldm, ou f € F (cette défintion est correcte car
indépendante du choiz de f dans F).

Proposition 4.16 Soit (E,T,m) un espace mesuré. L’espace L&(E,T,m) est un espace de Banach
(complexe) c’est-a-dire un espace vectoriel (sur C) normé complet (avec la norme définie dans la définition

4.19).

DEMONSTRATION :

La démonstration de cette proposition découle facilement du fait que L} (E, T, m) est un espace de Banach
(réel).

4.11 Exercices

4.11.1 Intégrale des fonctions mesurables positives et espace L!

Exercice 4.1 (Sup de mesures) Corrigé 59 page 354
Soit (E,T) un espace mesurable et (my)nen une suite de mesures sur 7. On suppose que My, +1(A) >
my, (A) pour tout A € T et tout n € N. On pose m(A) = sup{m,(A),n € N} pour A € T.
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1. (Lemme préliminaire) Soit (anp)npen C Ryt et (ap)pen C Ry t.q. @py1,p > anp, pour tout n,p € N,
et anp — ap quand n — oo, pour tout p € N. Montrer Z;C:o Qnp — Z;O:o ap (dans R4 ) quand

e N o] oo
n — oo. [On pourra utiliser 3 -~ anp < D207 anp < D 7, ap.]
2. Montrer que m est une mesure.

3. Soit f € EL(E,T). (On rappelle que &4 (E,T) est 'ensemble des fonctions étagées de E dans Ry .)
Montrer que [ fdm = sup,cy([ fdm,).

4. Soit f € M, (E,T). (On rappelle que M (FE, T) est ’ensemble des fonctions mesurables de FE dans
R..)

(a) Montrer que ([ fdmy)nen est une suite croissante majorée par [ fdm.

(b) Montrer que [ fdm, — [ fdm quand n — oo.

5. Soit f € L§(E,T,m). Montrer que f € L}(E,T,my) pour tout n € N et que [ fdm, — [ fdm
quand n — oo.

Exercice 4.2 (Somme de mesures) Corrigé 60 page 335
Soient my et mg deux mesures sur ’espace mesurable (E,T).

1. Montrer que m = my + mq est une mesure.

2. Montrer qu’une application f mesurable de F dans R est intégrable pour la mesure m si et seulement
si elle est intégrable pour les mesures my et ms. Si f est intégrable pour la mesure m, montrer que

J fdm = [ fdmy + [ fdmo.

3. Soit (1, )nen une famille de mesures (positives) sur (E,T') et (ap)neny C€ RY . On pose, pour A € T,
m(A) =3, cny nMmn(A). Montrer que m est une mesure sur 7 ; soit f une application mesurable
de E dans R et intégrable pour la mesure m ; montrer que f est, pour tout n € N, intégrable pour
la mesure m,, et que f fdm = ZHGN o, f fdm,.

Exercice 4.3 (Mesure de Dirac) Corrigé 61 page 337
Soit &y la mesure de Dirac en 0, définie sur B(R). (cf exemple 2.1.) Soit f € M., calculer [ fddo.

Exercice 4.4 (Restrictions de la mesure de Lebesgue) Corrigé 62 page 337

Soit A et B deux boréliens de R t.q. A C B. On note A4 [resp. Ap] la restriction a B(A) [resp. B(B)] de
la mesure de Lebesgue sur B(R). Soit f € L(B,B(B),Ag). Montrer que f, € L(A,B(A),\a) et que
[ fiadxa = [ fladXp. [Considérer d’abord le cas f € €1 puis f € My et enfin f € L]

Exercice 4.5 (Intégrale de Lebesgue et intégrale des fonctions continues) Corrigé 63 page 338

Soit f € C([0,1],R). Montrer que f € L§([0,1],B([0,1]),\) et que [ fd\ = fol f(z)dz (cette derniere
intégrale est & prendre au sens de “I'intégrale des fonctions continues” vue au Chapitre 1). On rappelle
que 'on note (un peu abusivement...) par A la restriction & B([0,1]) de la mesure le Lebesgue (aussi
notée A...) sur B(R).

Exercice 4.6 (Fonctions continues et fonctions intégrables) Corrigé 6/ page 339
Soit m une mesure finie sur B([0, 1]). Montrer que C([0,1],R) C £L(]0,1], B([0,1]), m).

Exercice 4.7 (f, g€ L' % fge L)
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Soient f, g € £}([0,1],B([0,1]),A). Donner un exemple pour lequel fg & L& ([0, 1], B([0,1]), \).

Exercice 4.8 (Rappel du cours...)

Soit (E,T,m) un espace mesuré et f € M,. Montrer que si A € T est tel que m(A) = 0, alors
J4 fdm(= [ fladm) = 0. (On rappelle que f14 = f sur A et fl4 =0 sur A°)

Exercice 4.9 (f positive intégrable implique f finie p.p.) Corrigé 65 page 339

Soit (E, T, m) un espace mesuré et f € M . Montrer que si /fdm < 400, alors f < 400 p.p..

Exercice 4.10 (Une caractérisation de ’intégrabilité) Corrigé 66 page 340

Soient (E,T,m) un espace mesuré fini, u une fonction mesurable de E dans R. Pour n € N, on pose
A, ={z e E |Ju(z)| >n} et B, ={z € E,n < |u(z)] <n+1}.

1. Montrer que :

—+o0 —+o00
/\u|dm < 400 & Z nm(By,) < +o00 & Zm(An) < 4o0. (4.31)
n=0

n=0

2. Soit p €]1, +oo|, montrer que |u|P est une fonction mesurable et que :

+o0 +o0
/ [ulPdm < +o00 & Z n? m(B,) < +oo & Z nP~tm(A,) < +oo. (4.32)
n=0

n=0

Exercice 4.11 (Sur la convergence en mesure)
Soit (E,T,m) un espace mesuré. Soit (fn)neny € M, (gn)nen C M et f,g € M t.q. f, — f en mesure
et g, — g en mesure, quand n — oo.

1. On suppose, dans cette question, que f € L& (E, T, m) et que g € LL(E, T, m). Montrer que fg € M
et fngn — fg en mesure, quand n — oo.

[On pourra s’inspirer de la question 3. de I’exercice 3.23 et donc commencer par montrer que, pour
tout € > 0, il existe ng et kg € N tels que :

n>ng, k>ko=>m{{zx € E;|fulx)] >k}) <e]

Donner un exemple pour lequel fg & L&(E, T, m).

2. En prenant (E,T,m) = (R, B(R), A), Donner un exemple pour lequel f,g, # fg en mesure, quand
n — oo (pour cet exemple, on a donc f ¢ LL(E,T,m) ou g & L&(E, T, m)).

Exercice 4.12 (Sur l’inégalité de Markov) Corrigé 67 page 342
Soit (E, T, m) un espace mesuré et f € L&(E,T,m).

1. Montrer que pour tout a > 0, on a am({|f| > a}) < / | f] dm.
{If>a}

2. Montrer que pour tout a > 0, on a m({|f| > a}) < (/ |f] dm)/a. (Ceci est I'inégalité de Markov.)
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3. Montrer que
lim am({|f] > a}) = 0. (4.33)

4. Donner des exemples de fonctions non intégrables qui vérifient la propriété (4.33) dans les 2 cas
suivants : (E,T,m) = (R, B(R),\) et (E,T,m) = (]0,1[, B(]0, 1]), \).

Exercice 4.13 (Sur f >0 p.p.) Corrigé 68 page 343
Soit (E,T,m) un espace mesuré et f € LL(E, T, m). Montrer que les 2 conditions suivantes sont équiva-
lentes :

1. f>0p.p,
2. fAfdmZOpourtoutAET.
Exercice 4.14 Corrigé 69 page 344
Soient (E,T,m) un espace mesuré et f € L1(= LL(E, T, m)).

1. Montrer que : Ve > 0,36 >0t.q. VA€ T, m(A) <é= / |fldm < e. [Introduire f, = inf(|f], n)].
A

2. Montrer que : Ve > 0,3C €T t.q.:
(i) m(C) < +oo,
(@) [ Ifldm <<,
Cc

(iif) sup [f] < 400,
c

[Considérer C,, = {z € E;
vérifie (i), (i) et (4ii).]
Exercice 4.15

Soit (E,T,m) un espace mesuré et f € LL(FE,T,m). On suppose que 0 < f < 1 p.p. et que [ fdm =
[ f? dm. Montrer qu’il existe un ensemble mesurable fini A tel que f =14 p.p..

< |f(z)] < n}, et montrer que pour n > ng ot ny est bien choisi, C,,

S|=

Exercice 4.16 (Intégration par rapport & une mesure image)

Soit (E,T,m) un espace mesuré, (F,S) un espace mesurable et f de E dans F. On suppose que f est
mesurable, c’est & dire que f~!(B) € T pour tout B € S. pour tout B € S, on pose u(B) = m(f~1(B))
(On note souvent u = fom).

1. Montrer que p est une mesure sur S (on l'appelle mesure image de m par f).
2. p est-elle finie (resp. o-finie, diffuse) lorsque m est finie (resp. o-finie, diffuse) 7

3. Montrer qu’une fonction ® mesurable de F' dans R est pu—intégrable si et seulement si ® o f est
m-intégrable et que dans ce cas
/ <I>Ofdm:/ D du.
E F

Exercice 4.17 (m—mesurabilité) Corrigé 70 page 345
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Soit (E,T,m) un espace mesuré. Soit A € T t.q. m(A) =0 et f une application de A° dans R. Montrer
que :

il existe g mesurable de E dans R t.q. f = ¢g p.p. si et seulement si il existe (f,)nen, suite de fonctions
étagées, t.q. f, — f p.p., quand n — oo.

Exercice 4.18 (Mesure compléte, suite de ’exercice 2.32) Corrigé 71 page 345
On reprend les notations de I'exercice 2.32 page 49. On note donc (F,T,m) le complété de l'espace
mesuré (E,T,m).

Montrer que LL(E,T,m) C LL(E,T,m). Soit f € L4(E,T,m), montrer qu'il existe g € LL(E, T, m) t.q.
f =g p.p- et que /fdm = [ gdm.
Exercice 4.19 (Petit lemme d’intégration) Corrigé 72 page 346

Soit (E, T, m) un espace mesuré et f € M(E,T). (On rappelle que M(E,T) est ensemble des fonctions
mesurables de E dans R.)

1. On suppose (dans cette question) que f € L4(E, T, m). Montrer que

(Ap)nen C T, m(A,) =0 = /flAndm — 0. (4.34)

2. On prend (dans cette question) (E,T,m) = (R, B(R), A). Donner un exemple de f € M(E,T) t.q.
f >0 (de sorte que f € ML (E,T)), pour lequel (4.34) est faux.

3. On suppose (dans cette question) que m(FE) < oo et que f > 0 (c’est & dire f(x) > 0 pour tout
x € E). Montrer que

(Au)nen C T, / Fladm —0 = m(A,) — 0. (4.35)

On pourra utiliser le fait que, pour p € N*, 4,, C {f < %} U{z € A,; f(z) > Il)}

4. On prend (dans cette question) (E,T,m) = (R, B(R), A) (de sorte que m(E) = 0o). Montrer que si
f€LL(E, T,m)et f>0,alors (4.35) est faux. Donner un exemple de f € L&(E,T,m) t.q. f > 0.

Exercice 4.20 (Fatou sans positivité) Corrigé 73 page 348
Soit (E,T,m) un espace mesuré. Soit (f)nen C L&(E,T,m), f € LE(E,T,m) et h € M(E,T). (On
rappelle que M(E,T) est 'ensemble des fonctions mesurables de E dans R.)

1. On suppose que f,, — h p.p. quand n — oo, f,, > f p.p. pour tout n € N, et on suppose qu’il
existe C € R t.q. [ fndm < C pour tout n € N.
(a) Montrer qu’il existe (gn)nen C L&(E,T,m) et g € L&(E, T, m) t.q.

® fun=gn p.p., pour tout n €N, f =g p.p,
e g,(x) — h(x), quand n — oo, pour tout x € E,
e g, > g pour tout n € N.

(b) Montrer que h € LL(E, T, m).
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2. (question plus difficile) On reprend les hypotheses de la question précédente sauf “f,, > f p.p., pour
tout n € N” que 'on remplace par 'hypothese (plus faible) “il existe D € R t.q. [ fpdm > D pour
tout n € N”. Donner un exemple pour lequel h ¢ LL(E, T, m). [Prendre (E,T,m) = (R, B(R), \).]

Exercice 4.21 Corrigé 74 page 348
Soient T > 0 et f € £' = £1([0,T], B([0,T]),\) (X désigne donc ici la mesure de Lebesgue sur B([0,T1).

1. Soit n € N. Montrer que la fonction x — €™ f(x) appartient & £!.

On suppose, dans la suite de l'exercice, que f > 0 p.p. et qu’il existe M € Ry t.q. que
J €™ f(z) d\(z) < M pour tout n € N.

2. Montrer que f =0 p.p.. [Appliquer le théoréme de convergence monotone.|

3. On suppose de plus que f est continue. Montrer que f(z) = 0 pour tout = € [0, 7.

4.11.2 L’espace L'

Exercice 4.22 (Mesure de densité) Corrigé 75 page 349
Soit (E,T,m) un espace mesuré et f € M. Pour A € T, on pose u(A) = [, fdm.

1. Montrer que p est une mesure sur 7.

2. Soit g € M. Montrer que g € LL(E, T, 1) si et seulement si fg € Ly (E,T,m) (on pose fg(z) =0
si f(z) = o et g(z) = 0). Montrer que, pour g € Li(E, T, p), [ gdu= [ fgdm.

(On dit que p est la mesure de densité f par rapport & m et on pose u = fm.)

Exercice 4.23 (Comparaison de convergence dans L')

On considere ici 'espace mesurable (R, B(R), ot B(R) est la tribu des boréliens sur R. On note \ la
mesure de Lebesgue et, pour a € R, on note J, la mesure de Dirac en a. On pose g = d1 + d2 + 3A
(noter que i est une mesure sur B(R)). Soit f I'application de R dans R définie par f(x) = 2. On pose
fn = f1=nn) pour tout n € N. On pose L*(p) = Li (R, B(R), p).

1. Montrer que, pour tout n € N, f,, € L*(u), et calculer a,, = [ f,dp.

2. A-t-on convergence simple, convergence uniforme, convergence en mesure, convergence dans L' (p)
de la suite (fn)nen 7.

Exercice 4.24 (Convergence uniforme et convergence des intégrales)

Soient (E,T,m) un espace mesuré et (fn)neny C L' (= LL(E,T,m)) ; on suppose que f, converge
uniformément vers f quand n — oo (plus précisément : il existe des représentants des f,,, encore notés
fns t.q. fn, converge uniformément vers f).

1. A-t-on f € L' (plus précisément : existe-t-il F € L! t.q. f =g p.p. si g € F) ? [distinguer les cas
m(E) < 400 et m(E) = +o00.]

2. Si feLet ([ fndm)pen converge dans R, a-t-on : liIil fndm = /fdm ?
n—-1+oo

Exercice 4.25 Corrigé 76 page 350
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Soit (E,T,m) un espace mesuré. On note L' I'espace L} (E,T,m). Soit (fn)nen C L' et f € L'. On
suppose que, pour tout n € N, f,, > 0 p.p., que f, — f p.p. et que [ fpdm — [ fdm lorsque n — +o0.
Montrer que f, — f dans L'. [on pourra examiner la suite (f — fn)T.]

Exercice 4.26 (Exemple de convergence)
1. Soit (E,T,m) un espace mesuré, (fn)nen C Li(E,T,m), f,g € Ly(E,T,m). On suppose que
fn— [ p.p. et que f, — g dans LL(E, T, m). Montrer que f = g p.p.
2. On suppose maintenant (E,T,m) = ([-1,1], B(R),A). Pour n € N, on définit la fonction : f, =
nl -1
(202w

(a) Montrer que la suite (f,)nen est bornée dans L', et que la suite ([ f,d\)nen converge.
(

)
b) Peut-on appliquer le théoréme de Lebesgue de la convergence dominée 7
(c) A-t-on convergence de la suite (f,)nen dans L (E,T,m) ?

)

(d) Montrer que pour toute fonction ¢ continue de [—1,1] & valeurs dans R, [ fod\ — [ @ddg
lorsque n — +o0 (on dit que f,A tend vers dyp dans l’ensemble des mesures sur les boréliens
de [—1, 1] pour la topologie “faible 7).

Exercice 4.27 (A propos du lemme de Fatou)
Soient (E,T,m) un espace mesuré et (f,)nen C L1(= L&(E,T,m)) t.q. f, > 0 p.p. pour tout n € N.
On pose, pour tout = € E, f(z) = lim+inf fn(x).

n—-1+0oo

1. Construire, pour tout n € N, g, € M4 t.q. f, = gn p-P--
On pose g = lim inf gn (Ol gy, est construite & la question 1).
n—-1+oo

2. Montrer que f = g pp, que f > 0 p.p. et que :

/gdm < lim}_nf fndm (4.36)

3. On suppose de plus qu’il existe C' > 0 t.q. /fndm < C pour tout n € N. Montrer que f €
LL(E,T,m) et que f < 400 p.p..
Exercice 4.28 (Théoréme de Beppo-Lévi) Corrigé 77 page 351
Soient (E, T, m) un espace mesuré, (fy)nen C L' (= LL(E, T,m)) et f: E — R, t.q.:
(i) fn — f p-p. lorsque n — 4o0.
(ii) La suite (fy)nen est monotone, c’est-a-dire :
fn+1 = fn P.p., pour tout n € N,
ou

fn+1 < fn p-p., pour tout n € N.

1. Construire (gn)nen C L'(= Ly(E,T,m)) et g € M t.d. fo = gu .0, [ = g P-D., gn(@) — g(2)
pour tout z € E, et gn+1 > g, pour tout n € N (ou gp+1 < gn pour tout n € N).
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2. Montrer que f € L' < ’ lirf /fndm eR.

3. On suppose ici que f € L', montrer que f, — f dans L', lorsque n — +o0.

Exercice 4.29 (Préliminaire pour le théoréme de Vitali) Corrigé 78 page 353
Soient (E, T, m) un espace mesuré et f € L'(= L& (E, T, m)).

1. Montrer que pour tout ¢ > 0, il existe § > 0 t.q. :
AeT, m(A)Séﬁ/A|f|dm§5.
[Choisir un représentant de f et introduire f,, = inf(|f],n)].
2. Soit € > 0, montrer qu’il existe C' € T t.q. m(C) < 400 et /C |f|ldm < e. [Choisir un représentant
de f et considérer C,, = {z € E; % < |f(z)|}.]

Exercice 4.30 (Théoréme de Vitali) Corrigé 79 page 354
Soient (E,T,m) un espace mesuré, (f,)nen C L (= LL(E,T,m)) et f: E — R, t.q. fn — f p.p..

1. On suppose m(E) < +oo. Montrer que : f € L' et f, — f dans L' lorsque n — +00 si et seulement
si (fn)nen est équi-intégrable (i.e. : Pour tout € > 0, il existe 0 t.q. (A€ T, ne N, m(A) <=
Jilfuldm < e). [Pour montrer le sens =, utiliser la question 1 de Uezercice 4.29. Pour le sens <,
remarquer que [ |fn — fldm = [, |fn — fldm + [,. |fn — fldm, utiliser le théoréme d’Egorov et le
lemme de Fatou...]

2. On suppose maintenant m(E) = +oco. Montrer que : f € L' et f, — f dans L! lorsque n —
+oo si et seulement si (fy,)nen est équi-intégrable et vérifie : Ve > 0,3C € T, m(C) < +o0 et
fCC |fnldm < e pour tout n. [Pour montrer le sens =, utiliser Uexercice 4.29. Pour le sens <,
utiliser Uexercice 4.29, le lemme de Fatou et le résultat de la question 1.]

3. Montrer que le théoreme de convergence dominée de Lebesgue peut étre vu comme une conséquence
du théoreme de Vitali.

Exercice 4.31 (Théoréme de “Vitali-moyenne”) Corrigé 80 page 357
Soit (E, T, m) un espace mesuré. On note £L* = L4 (E, T, m). Soit (fn)nen C L' et f € M(E,T).

1. On suppose que m(E) < co. On se propose ici de montrer que :

1
ferltet } - { 1. f, — f en mesure, quand n — oo, (4.37)

lfn— flli — 0 quand n — oo 2. (fn)nen équi-intégrable.

(a) Montrer le sens (=) de (4.37).

(b) Pour montrer le sens (<), on suppose maintenant que f, — f en mesure, quand n — oo, et
que (fn)nen est équi-intégrable.

i. Montrer que pour tout § > 0 et n > 0, il existe n € N t.q. : p,q > n = m{|fp — f4| >
ny < 6.
ii. Montrer que la suite (f,,)nen est de Cauchy dans L.
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iii. Montrer que f € £! et que ||f, — f|l1 — 0 quand n — oo.

2. On ne suppose plus que m(E) < co. Montrer que :

1. f, — f en mesure, quand n — oo,
ferllet - 2. (fn)nen équi-intégrable,
I — flli — 0 quand n — oo 3. Ve>0,3A €T t.q. m(A) <ooet,

Jae

Exercice 4.32 (Continuité de p — | - ||,) Corrigé 81 page 360
Soient (E,T,m) un espace mesuré et f € M(E,T).

(4.38)

fnldm < e, pour tout n € N.

1
1. Pour p € [1,+o0[, on pose ||f|l, = (/ |f|pdm)P (noter que |f|P € M4) et on dit que f € LP si
/1l < +00. On pose I = {p € [1,+0[, f € £7}.
(a) Soient p; et py € [1,400[, et p € [p1,p2]. Montrer que si f € L£P* N LP2 alors f € LP. En
déduire que I est un intervalle. [On pourra introduire A = {x;|f(z)] < 1}.]

(b) On montre sur des exemples que les bornes de I peuvent étre ou ne pas étre dans I. On prend
pour cela: (E,T,m) = ([2,+oo[, B([2,00[), A) (X est ici la restriction & [2, 00[ de la mesure de
Lebesgue sur B(R)). Calculer I dans les deux cas suivants:

i f(z)=12€(2,400].
ii. f(z) = smaye. @ € [2,+00].
(c) Soit (pp)nen C I et p € I, (I désigne 'adhérence de I dans R), t.q. p, T p (ou p, | p).
Montrer que [ |f|P*dm — [ |f|Pdm quand n — +oo. [On pourra encore utiliser ’ensemble
Al

2. On dit que f € L™ ¢l existe C € R t.q. |f| < C p.p.. On note ||f|lcc = inf{C € R t.q. |f| < C
p.p.}. Si f & L, on pose || f|loc = +00.

(a) Montrer que f < ||f|lcc p-p.- A-t-on ff I fllsop-p- ?
On pose J = {p € [1,+o0|; f € LP} C R;.

(b) Remarquer que J = I ou J = I U{+oc0}. Montrer que si p € I et +oo € J, alors [p, +00] C J.
En déduire que J est un intervalle de R, .

(¢) Soit (pn)nen C I t.q. pn T +00. On suppose que || f|lcoc > 0 (noter que f =0 p.p. < || flloc =
0).
i. Soit 0 < ¢ < || f]lco- Montrer que : liminf | fllp, = c. [On pourra remarquer que / | f|Pdm
> m({w;[f(z)] = c}]
ii. On suppose que || f|lco < +00. Montrer que : limsup || f|lp,, < ||f|loc- [On pourra considérer
n—-4oo

Pn
la suite g, = (%) et noter que gn < go p.p-- |
oo

iii. Déduire de (a) et (b) que || flp, — ||f]lc lorsque n — +o0.
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3. Déduire des deux parties précédentes que p — || f[, est continue de .J dans Ry, ot .J désigne
ladhérence de J dans R (c’est-a-dire J = [a,b] si J = |a, b|, avec 1 < a < b < +o0, et | désigne | ou

D-

Exercice 4.33 (Exemple de continuité et dérivabilité sous le signe [)
Soit f:R x Ry — Rydonnée par: f(t,x) =ch(t/(1+z)) — 1.

1. Montrer que pour tout t € R, la fonction f(¢,.) appartient & L'(R,, B(R), \).
2. On pose: F(t) = fR+ f(t,z)dz. Montrer que F est continue, dérivable. Donner une expression de
F.

Exercice 4.34 (Contre exemple a la continuité sous le signe [
Soit f : Ryx]0,1[— Ry donnée par: f(t,z) = 1siz € [0,4] U [t,1], f(%,t) = 2 et f est affine par
morceaux.

1. Montrer que la fonction f(.,x) est continue pour tout z €]0, 1[.
2. Montrer que f(t,z) — 1 lorsque ¢t — 0, pour tout x €]0, 1].
3. Montrer que [ f(t,z)dx /> 1 lorsque t — 0. Pourquoi ne peut on pas appliquer le théoréme de

continuité sous le signe [ ?

Exercice 4.35 (Continuité d’une application de L' dans L') Corrigé 82 page 366
Soient (E, T, m) un espace mesuré fini et soit g une fonction continue de R dans R t.q. :

AC eRL; |g(s)| <Cls|+C, Vs € R. (4.39)
1. Soit u € L(E,T,m). Montrer que gou € LL(E,T,m).

On pose L' = LL(E,T,m). Pour u € L', on pose G(u) = {h € L§(E,T,m); h=gowv p.p.} € L,
avec v € u.

2. Montrer que la définition précédente a bien un sens, c’est a dire que G(u) ne dépend pas du choix
de v dans u.

3. Soit (un)neny C L. On suppose que u, — u p.p. et qu'il existe F € L! t.q. |u,| < F p.p., pour
tout n € N. Montrer que G(u,) — G(u) dans L'.

4. Montrer que G est continue de L' dans L'. [On pourra utiliser la question 3. et le théoréme appelé
“réciproque partielle de la convergence dominée”)

5. (Question non corrigée, voir le corrigé 106 page 393) On considere ici (E,T,m) = ([0,1], B(R), A).
On suppose que g ne vérifie pas (4.39). On va construire v € L' t.q. G(u) € L.

(a) Soit n € N*, montrer qu’il existe a,, € R tel que : |g(an)| > njan| et |an| > n.
(b) On choisit une suite (@, )pen+ vérifiant les conditions données & la question précédente. Montrer
qu’il existe a > 0 t.q.

(¢c) Soit (an)nen+ une suite définie par : a; =1 et ant1 = an — (ot v, €t « sont définies

|an[n?
dans les 2 questions précédentes). On pose u = Z:z anl| Montrer que u € L' et

G(u) € L*.

Ant1,an"
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4.11.3 Espérance et moments des variables aléatoires

Exercice 4.36 Soient (E,T) un espace probabilisé et X une variable aléatoire de (E,T) dans (R, B(R)),
de loi de probabilité px. Calculer ’espérance et la variance de la variable aléatoire X dans les cas
sutvants :

1. px est la loi uniforme sur [a,b] (a,b € R, a <b;
2. px est la loi exponentielle ;

3. px est la loi de Gauss.

Exercice 4.37 Dans une ruche, la longévité d’une abeille ouvriére née au printemps est une variable
aléatoire X définie par la densité de probabilité f(t) = At2e~*, ou A et a sont des réels positifs.
Sachant que la longévité moyenne d’une abeille est de 45 jours, calculer X et .

Exercice 4.38 (Probleme de Buffon) Sur un parquet “infini” dont les lattes ont une largeur 2d, on
laisse tomber au hasard une aiguille de longueur 2¢ avec ¢ < d, et on veut estimer la probabilité de
Iévénement A: “I’aiguille rencontre un interstice”. On appelle (2, T, p) l'espace probabilisé associé & ce
probléme.

On considere:

e que la position z du centre de 'aiguille par rapport a l'interstice le plus proche et dans la direction
a2’z perpendiculaire aux lattes est une variable aléatoire uniformément distribuée sur [—d, d],

e que 'angle orienté 6 que fait D'aiguille avec 'interstice est une variable aléatoire uniformément
distribuée sur [-7, 7].

1. Montrer que ’événement A “correspond” (on précisera en quel sens) a la partie P4 du plan (z,0):

Py ={(x,0) € [-d,d] x [-F, 5];|z| < £sinf}. Représenter graphiquement P4.

2. Montrer que p(A) = 2.

Exercice 4.39 (Inégalité de Jensen) Corrigé 83 page 367
Rappel : Une fonction f de R dans R est convexe si et seulement si pour tout a € R il existe ¢, t.q.
f(z) = f(a) > cq(x — a) pour tout x € R.

Soit f une fonction convexe de R dans R et X une v.a. sur un espace de probabilité (£2, 4, P). On
suppose que X et f(X) sont intégrables. Montrer I'inégalité de Jensen, c’est-a-dire :

[ se0ap = g [ xap)
[Utiliser le rappel avec a bien choisi.

Exercice 4.40 (Sur I’équi-intégrabilité ) Corrigé 84 page 368
Soit (F,.A, P) un espace de probabilité et (X,)nen une suite de v.a. (réelles). On rappelle que la suite
(X )nen est équi-intégrable si [, [X,|dP — 0, quand P(A) — 0 (avec A € A), uniformément par rapport
an € N. Montrer I’équivalence entre les deux propriétés suivantes :

1. lim sup/ | Xn|dP =0,
{|Xn|>a}

a—0o0 nEN
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2. sup/ | Xn|dP < +00 et (X,)nen équi-intégrable.
neN

Exercice 4.41 (Caractérisation de I’indépendance) Corrigé 85 page 368

Soit (€2, A, P) un espace de probabilités, n > 2 et X1, Xo, ..., X, n variables aléatoires réelles. Montrer
que l'indépendance de (X1, Xo,...X,,) est équivalente & la propriété suivante :

n
V(as,...,an) €] — 00, +00[", P[X1 < ay,..., X, < an] = [[ PIX; < ai].
i=1

(La notation P[X < a] est identique & P({X < a}), elle désigne la probabilité de l’ensemble {w €
Q, X(w) <a}.)

Exercice 4.42 (Sign(X) et |X| pour une gaussienne) Corrigé 86 page 368
Pour s € R, on pose sign(s)=1 si s > 0, sign(s)=-1si s < 0 et sign(0)= 0. Soit (2,.4, P) un espace
2
1

V2ro
ol o > 0 est la racine carré de la variance de X). Montrer que sign(X) et |X| sont indépendantes et

préciser leurs lois. Méme question avec sign(X) et X?2.

_ a
e 2027

probabilisé et X une v.a.r. gaussienne centrée (c’est-a-dire Px = f\ avec, pour x € R, f(z) =

Exercice 4.43 (V.a. gaussiennes dépendantes) Corrigé 87 page 368
Soit (£2,.4, P) un espace de probabilités, o1 > 0, o2 > 0 et X7, X deux variables aléatoires indépendantes
et telles que :

X1 ~N(0,02) et Xy ~N(0,03).
(le signe “~” signifie “a pour loi”.) Construire deux v.a. Y7 et Y5 t.q. X7 ~ Y7, Xo ~ Y5 et Y7 et Y3 soient
dépendantes.

Exercice 4.44 (V.a. gaussiennes dépendantes, & covariance nulle) Corrigé 88 page 369

soit (£2,.4, P) est un espace de probabilités et X, S deux v.a. réelles, indépendantes, t.q. X ~ N(0,1)
et S a pour loi Pg = %(51 + %5,1. (1l est possible de construire un espace de probabilités et des v.a.
indépendantes ayant des lois prescrites, voir le Chapitre 7.)

1. Montrer que SX ~ N(0,1).
Montrer que SX et X sont dépendantes.
Montrer que Cov(SX, X) = 0.

W N

(Question subsidiaire.) On ne suppose plus Uexistence de S, mais on suppose qu’il existe Y v.a.
gaussienne indépendante de X. Montrer que si Y ~ N(0,02), avec o > 0, il est possible d’utiliser
Y pour construire S, v.a. indépendante de X et telle que Pg = %51 + %6,1.

Exercice 4.45 (Identités de Wald) Corrigé 89 page 370
Soit (€2, A, P) un espace probabilisé, (X,,)nen+ une suite v.a.r.i.i.d. et N une v.a. a valeurs dans N*. On
pose Sy = X1 + ...+ Xn (c’est-a-dire que, pour w € Q, Sy(w) = Zivz(“f) Xn(w)).

1. On suppose, dans cette question, que les v.a.r. N, Xq,..., X, ... sont indépendantes. Pour n € N*,
on pose 4, = {w € Q, N(w) = n} (on note, en général, A, = {N =n}), Y, = >/ X, et
Zn = ZZ:l | Xp!-

111



(a) Soit n € N*. Montrer que 14, et Y, sont des v.a.r. indépendantes et que 14, et Z,, sont des
v.a.r. indépendantes.

(b) On suppose que N et X; sont intégrables . Montrer que Sy est intégrable et calculer E(Sy)
en fonction de E(N) et E(X;). [On pourra remarquer que Sy = » oo 14, Y, et |Sy| <
220:1 La, Zn-]

(¢) On suppose que N et X; sont de carré intégrable, montrer que Sy est de carré intégrable et
calculer sa variance en utilisant les variances de IV et Xj.

2. On suppose maintenant que {N = n} € o(Xy,...,X,) pour tout n € N* (ot o(Xy,...,X,,) est la
tribu engendrée par X,..., X,) et que E(X;) = 0.

(a) Montrer que 1in<n) et X, sont des v.a.r. indépendantes.
(b) Reprendre les questions 1(b) et 1(c). [On pourra écrire Sy = >, oy Lin<n}Xn-]

N.B. : Le cas E(X;) # 0 peut aussi étre traité. Il se rameéne au cas E(X;) = 0 en considérant
Y, = X, — E(X,,).

Exercice 4.46 (Limite p.s. et indépendance) Corrigé 90 page 370

Soit (€2, .4, P) un espace probabilisé, (X, )nen+ une suite v.a.r. et X, Y deux v.a.r.. On suppose que, pour
tout n € N*, X, et Y sont indépendantes et on suppose que X,, — X p.s., quand n — oco. Montrer que
X et Y sont indépendantes.

Exercice 4.47 (Exponentielle d’une v.a. gaussienne)
Soit (€2, A, P) un espace de probabilité et X une v.a. t.q. X ~ N(0,1). Soit Y = exp(X). Calculer la
moyenne, la variance et la densité de Y.

Exercice 4.48 (Loi du x?)
Soit (2,4, P) un espace de probabilité et X une v.a. t.q. X ~ A(0,1). Calculer espérance, la variance
ainsi que la densité de la v.a. X2. (Remarque : cette loi s’appelle “Loi du x? & 1 degré de liberté”.)
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Chapter 5

Mesures sur la tribu des boréliens

5.1 L’intégrale de Lebesgue et ’'intégrale des fonctions continues

Nous commengons par comparer U'intégrale de Lebesgue (définie sur (R, B(R), A)) a I'intégrale “classique”
des fonctions continues (et plus généralement des fonctions réglées).

Soit I un intervalle de R (borné ou non). On rappelle que B(I) = {A € B(R), A C I}. On peut donc
considérer la restriction & B(I) de la mesure de Lebesgue définie sur B(R). On notera en général (un peu
incorrectement) aussi A cette mesure sur B(I).

Proposition 5.1 Soit —0co < a < b < +o00. Soit f € C([a,b],R). Alors, f € LL([a,b],B([a,b]),\)) et
[ fax= f: f(z)dx (cette derniére intégrale est & prendre au sens de “lintégrale des fonctions continues”
vue au Chapitre 1).

DEMONSTRATION :
La démonstration de cette proposition fait 'objet de l'exercice (corrigé) 4.5 page 101. En fait I'exercice
4.5 s'intéresse au cas [0, 1] mais s’adapte facilement pour le cas général [a, b].

Remarque 5.1

1. Si I est un intervalle de R dont les bornes sont a,b € R (I peut étre fermé ou ouvert en a et b) et
si f e LY(I,B(I),\) ou L*(I,B(I),\), on notera souvent :

/ fdr = / F@)dA(z) = / " Fa)de.

Cette notation est justifée par la proposition précédente (proposition 5.1) car, si I est compact,
I'intégrale de Lebesgue contient I'intégrale des fonctions continues (et aussi I'intégrale des fonctions
réglées et aussi I'intégrale de Riemann, voir 'exercice 5.3).

2. Soient —oco < a <b < 4o et f € C([a,b],R).

La proposition 5.1 donne que f € L1L([a,b],B([a,b]),)\)). En fait, on écrira souvent que f €
L ([a, b], B([a,b]),\)), c’est-a-dire qu’on confondra f avec sa classe dans L ([a,b], B([a,b]), \), qui

113



est {g € L}([a,b],B([a,b]),\); g = f p.p.}. On peut d’ailleurs noter que f est alors le seul élé-
ment continu de {g € £%([a,b],B([a,b]),)\); g = f p.p.} comme le montre la proposition suivante
(proposition 5.2).

Proposition 5.2 Soient —oo < a < b < +o0 et f,g € C(Ja,b[,R). On suppose que f =g A-p.p.. On a
alors f(x) = g(x) pour tout x € [a,b].

DEMONSTRATION :
Cette proposition est démontrée & I’exercice (corrigé) 3.10 page 67 pour a = —c0 et b = co. La démon-
stration pour a et b quelconques est similaire.

Proposition 5.3 Soit f € C.(R,R) (fonction continue a support compact). Alors f € LL(R,B(R),\).
(Ici aussi, on écrira souvent f € LL (R, B(R),\).)

De plus, sia,b € R sont t.q. a<b et f =0 sura,b]® (de tels a et b existent). Alors, [ fd\ = ff f(x)dx
(cette derniére intégrale étant a prendre au sens de “I’intégrale des fonctions continues” vue au Chapitre 1).

DEMONSTRATION:

On remarque d’abord que f est borélienne car continue. Puis, pour montrer que f est intégrable, on
va utiliser la proposition 5.1. Comme f est a support compact, il existe a,b € R t.q. a < bet f =0
sur [a,b]°. On a alors, par la proposition 5.1, f), . € C([a,b],R) C LL([a,b], B([a,b]),\). On a donc
JIfldN = [fj,;|dX\ < oo et done f € LE(R, B(R), ). Enfin, la proposition 5.1 donne aussi :

/fna,b]dA—/:f(:c)dx.

D’ou l'on conclut bien que [ fd\ = ff f(z)dz.

Le résultat précédent se généralise & I'intégrale de Riemann des fonctions Riemann-intégrables (construite
a partir des sommes de Darboux). Ceci fait 'objet de I'exercice 5.3.

5.2 Mesures abstraites et mesures de Radon
Remarque 5.2 Les propositions 5.1 et 5.3 donnent les résultats suivants :

1. Pour f € C.(R,R), on pose L(f) = [ fd\. L’application L est une application linéaire (de C..(R,R)
dans R) positive, c’est-a-dire que f > 0= L(f) > 0. (On rappelle que f > 0 signifie que f(z) >0

pour tout z € R.)

Plus généralement, soit m une mesure sur (R, B(R)), finie sur les compacts. Il est facile de voir
que C.(R,R) C LL(R,B(R),m) (en toute rigueur, on a plutét C.(R,R) C LL(R,B(R),m)). Pour
[ € C.(R,R), on pose L(f) = [ fdm. L’application L est une application linéaire (de C.(R,R)
dans R) positive (ou encore une “forme linéaire positive”).

On peut montrer une réciproque de ce résultat (théoreme 5.1).
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2. Soit —0 < a < b < co. Pour f € C([a,b],R), on pose L(f) = [ fd\. L’application L est une
application linéaire (de C([a,b],R) dans R) positive.

Ici aussi, plus généralement, soit m une mesure finie sur ([a, b, B([a,b])). Il est facile de voir
que C([a,b],R) C Lg([a,b], B([a,b]),m) (ou plutot C([a,b],R) C Lg([a,b], B([a,b]),m)). Pour f €
C([a,b],R), on pose L(f) = [ fdm. L’application L est une application linéaire (de C([a,b],R)
dans R) positive (ou encore une “forme linéaire positive”).

Ici aussi, on peut montrer une réciproque de ce résultat (voir la remarque 5.5).

On énonce maintenant des résultats, dis a F. Riesz, qui font le lien entre les applications linéaires
(continues ou positives) sur des espaces de fonctions continues (c’est cela que nous appellerons “mesures
de Radon”) et les mesures “abstraites” sur B(R) (c¢’est-a-dire les applications o —additives sur les boréliens
de R, & valeurs dans R ou R, non identiquement égales & +o00). Le théoreme 5.1 donné ci apres est parfois
appelé “Théoreme de représentation de Riesz en théorie de la mesure”. Dans ce cours, nous utilisation
I’appelation “Théoreme de représentation de Riesz” pour le théoreme 6.8, il s’agit du “Théoreme de
représentation de Riesz dans les espaces de Hilbert”.

Théoréme 5.1 (Riesz) Soit L une forme linéaire positive sur C. dans R, alors il existe une unique
mesure m sur (R, B(R)) t.q. :
v fed,, L(f):/fdm. (5.1)

De plus, m est finie sur les compacts (c¢’est-a-dire m(K) < oo pour tout compact K de R.)

DEMONSTRATION : La partie “unicité” de cette démonstration est assez facile et est donnée dans la
proposition 5.4. La partie “existence” est plus difficile, on en donne seulement le schéma général.

Soit L une forme linéaire positive sur C..(R,R).
1. Montrer que L est continue, c’est-a-dire : pour tout compact K de R, il existe Cx € R t.q.

pour toute fonction continue & support dans K, |L(f)| < Ck|f|lcc- (Considérer une fonction
Y € C.(R,R) t. q. Yr(z) =1six € K, et Yr(x) >0).

2. Montrer le lemme suivant:

Lemme 5.1 (Dini) Soient (fr)neny C C.(R,R) et f € C.(R,R) t.q. fn T f ou f, | f lorsque
n — +oo. Alors f, converge uniformément vers f.

3. Déduire des deux étapes précédentes que si (f)nen € C.(R,R) et f € C.(R,R) t.q. f, T f ou
fn | f lorsque n — +o00, alors L(f,) — L(f).

4. Soient (fn)nen €t (gn)nen C Ce(R,R) des suites telles que f,, 1 fet g, T g (ou fr | f et gn | g), OU
f et g sont des fonctions de R dans R. Montrer que si f < g alors lim,, 4o L(f,,) < lim,, 1o L(gn)
(et dans le cas particulier ot f = g, lim;,— 100 L(fr) = lim,— 40 L(gn)). [On pourra, par exemple,
considérer, pour n fixé, h, = inf(gp, fn) et remarquer que h, T fp.]

5. On définit:

Ap = {FR=R3(falnen CCoRR); fu 1 f et T L(fa) <+, (52)
A— = {f R— R; El(fn)nEN C Cc(Ra R)v fn l f et nEI_EOOL(fn) > _OO}’ (53)
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Si f € AT, on pose L(f) = limy— 100 L(fn), ot (frn)nen C Ce(R,R); f T f. Si f € A™, on pose
L(f) = limy— 100 L(fn), o0t (fn)nen C Ce(R,R); f,, | f. Vérifier que ces définitions sont cohérentes
(c’est-a-dire qu’elles ne dépendent pas des suites choisies et que si f € AT N A~ les deux définitions
coincident). Montrer les propriétés suivantes:
(a) Si fe A" (resp. A7) alors —f € A~ (resp. AT)et L(—f) = —L(f).
(b) Si f,g€ AT (resp. A7) alors f+g € A" (resp. A7) et L(f +g) = L(f) + L(g).
(c) Si fe AT (resp. A7) et a € R, alors af € A1 (resp. A7) et L(af) = aL(f).
d) Si fe A" (resp. A7) et g€ AT alors sup(f,g) € AT et inf(f,g) € AT.
)
)
)

—_—

e) Sif,g€ AT (resp. A7) et f > g, alors L(f) > L(g).
Si (fu)nen C Ay (vesp. A7) et f, 1 f € AT (vesp. fn | f € A7), alors L(f,) > L(f).

Soit (fn)nen C A+ (resp. A7) t.q. fu T f (vesp. fn | f), ol f est une fonction de R dans R.
Si limy,— 400 L(fn) < 400, alors f € AT,

(f
(g

Remarquer aussi que AT contient toutes les fonctions caractéristiques des ouverts bornés et que A~
contient toutes les fonctions caractéristiques des compacts.

6. On pose:
E={f:R—-R;Ve>0,3gc AT et hc A";h < f<get L(g) — L(h) <&} (5.4)
et pour f € E, on définit:
L(f) = sup L(h) = inf L(g). (5.5)
heA— geA~
h<f g=f

Montrer que cette définition a bien un sens, c¢’est-a-dire que d’une part :

sup L(h) = inf L(g),
heA— geA—~
h<f g=f

et d’autre part la définition de L sur F est compatible avec la définition sur A" et A~ (apres avoir
remarqué que AY C E et A~ C E). Montrer les propriétés suivantes sur E:

(a) E est un espace vectoriel et L une forme linéaire positive sur F.
(b) E est stable par passage a la limite croissante ou décroissante.

(c) E est stable par inf et sup, i.e. si f € F et g € E, alors sup(f,g) € E et inf(f,g) € E.

7. Soit (¢n)nen CCet.q. 0< , <letp, T1. OnposeT ={A € P(R); 149, € E¥Vn € N}. Montrer
que T D B(R).

8. Pour A € T, on pose: m(A) = lim,, 400 L(1apy,) € RU {4+0c0}. Montrer que m est une mesure
o-finie.

9. Montrer que L}(R,T,m) = E et que [ fdm = L(f),Vf € E.

Proposition 5.4 Soit d > 1, m et u deuxr mesures sur B(R?), finies sur les compacts. On suppose que
[ fdm = [ fdu, pour tout f € C.(R%R). Alors m = p.
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DEMONSTRATION : La démonstration de cette proposition peut se faire en utilisant la proposition 2.5.
Elle est faite pour d = 1 au chapitre 4 (proposition 4.11. Sa généralisation au cas d > 1 est laissée en
exercice. [ ]

Remarque 5.3 Le théoreme 5.1 donne un autre moyen de construire la mesure de Lebesgue que celui
vu au chapitre 2 :

Pour f € C.(R,R), on pose L(f) = f:f(x)dx, ol a,b € R sont choisis pour que f = 0 sur [a,b]¢ (on
utilise ici I'intégrale des fonctions continues sur un compact de R). L’application L est clairement linéaire
positive de C.(R,R) dans R. Le théoreme 5.1 donne donc lexistence d’une mesure m sur B(R) t.q.
J fdm = L(f) pour tout f € C.(R,R). Cette mesure est justement la mesure de Lebesgue (elle vérifie
bien m(Ja,b[) = b — a pour tout a,b € R, a < b).

Définition 5.1 On définit les espaces de fonctions continues (de R dans R) suivants :
Co(R,R) ={f € C(R,R); Su§|f(l“)\ < oo},
e

Co(R,R) = {f € C(R,R); f(z) — 0 quand |z — oo},
C.(R,R)={f € C(R,R);IK C R, K compact, f =0 sur K°}.

Pour f € Cyp(R,R), on pose || fllu = supger |f(z)|. La norme | - ||, s’appelle “norme de la convergence
uniforme” (elle est aussi parfois appelée “norme infinie”.)

11 est clair que C.(R,R) C Cyp(R,R) C Cp(R,R) et on rappelle que Cy(R,R) et Cp(R, R) sont des espaces
de Banach (e.v.n. complet) avec la norme || - ||,

Remarque 5.4 Soit m une mesure finie sur B(R), alors C,(R,R) C LL(R, B(R),m) (en toute rigueur,
on a plutét C, C Li(R,B(R),m)). Pour f € Cy(R,R), on pose L(f) = [ fdm. L’application L est
alors une application linéaire sur Cp,(R,R). On munit C,(R,R) de la norme de la convergence uniforme,
L’application L est alors continue (car L(f) < m(E)| f|l. pour tout f € Cp(R,R)). L’application L est
aussi positive, c’est-a-dire que f > 0 = L(f) > 0. On donne ci-aprés des réciproques partielles de ces
résultats.

Théoréme 5.2 (Riesz) Soit L une application linéaire positive de Cy dans R, alors il existe une unique
mesure m finie sur (R, B(R)) t.q. :

V feCo, L(f):/fdm. (5.6)

DEMONSTRATION : Ici aussi, on ne donne qu’un schéma de la démonstration.

Soit L une application linéaire positive de Cy dans R.

1. Pour montrer que si m existe, alors m est finie, considérer les fonctions f,, = 1_, ) + (z +n +
D1 (n+1)m] + (n+1—=2)1p, ,4q), et la continuité de L.

2. Montrer que L est continue.[Raisonner par l’absurde en supposant que L est positive et non continue :
en utilisant le fait que si L est non continue alors L est non bornée sur la boule unité, construire
une suite g, de fonctions positives telles que la série de terme général g, converge absolument. Soit
g la limite de la série de terme général g,, montrer que T(g) > n,Vn € N/]
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3. Montrer que la restriction T de L & C.(R,R) est linéaire continue, et donc par le théoréme 5.1 qu’il
existe une unique mesure m t.q. T(f) = [ fdm,Vf € C.(R,R).

4. Montrer que L(f) = [ fdm Vf € Co(R,R) [approcher f de manié¢re uniforme par f, € C.(R,R),
prendre par exemple: fn, = fo, ot @, € C.(R,R), ¢, =1 sur[—n,n| et ¢, (x) = 0 sur [—(n+1),n]°.
Montrer que lim,, o L(f) = L(f) et que lim,, o [ fodm = [ fdm .

Le résultat du théoreme 5.2 est faux si on remplace Cy par Cp. On peut, par exemple, construire une
application linéaire continue positive sur Cj, non identiquement nulle sur (', et nulle sur Cy. Si on note
L une telle application (nulle sur Cp mais non identiquement nulle sur C3) et si m est une mesure finie
sur (R, B(R)) t.q. L(f) = [ fdm pour f € Cj, on montre facilement (en utilisant [ fdm = 0 pour tout
f € Cp) que m = 0 et donc L(f) = 0 pour tout f € C%, en contradiction avec le fait que L n’est pas
identiquement nulle sur Cj.

Pour construire une application linéaire continue positive sur Cj, non identiquement nulle et nulle sur
Cy, on peut procéder de la maniere décrite ci aprés. On note F' le sous espace vectoriel de C formé des
éléments de C} ayant une limite en +oo. On a donc f € Fsi f € Cp et siil existe [ € R t.q. f(x) — I
quand z — oo. Pour f € F on pose L(f) = lim,_, f(z). On a ainsi défini une forme linéaire positive
sur F (car, pour f € F, f(z) > 0 pour tout z € R implique bien L(f) > 0). En utilisant le théoréme
5.3 donné ci apres, il existe donc L, forme linéaire positive sur Cy, t.q. L = L sur F. L’application L est
donc linéaire continue positive sur Cy (pour la continuité, on remarque que |L(f)| < ||f||.), elle est bien
nulle sur Cy (car lim; .o f(x) =0si f € Cy C F) et non identiquement nulle sur C, car L(f) = 1 si f
est la fonction constante, égale a 1 en tout point.

Théoréme 5.3 (Hahn-Banach positif)

Soit F' un sous espace vectoriel de Cy = {f € C(R,R); sup,cg | f(z)| < 0o} et T une application linéaire
de F dans R. On suppose que F contient les fonctions constantes et que T est positive (c’est-a-dire que,
pour f € F, f(z) > 0 pour tout x € R implique T(f) > 0). Il existe alors T, application linéaire positive

sur Cy, t.q. T =T sur F.

DEMONSTRATION : La démonstration n’est pas détaillée ici. Elle peut se faire en utilisant une technique
trés similaire & celle donnant la démonstration du théoréme de Hahn-Banach (qui permet aussi de montrer
le théoreme de prolongement d’une application linéaire continue définie sur un sous espace vectoriel d’un
espace de Banach). Elle peut aussi se faire en se ramenant au théoréme de Hahn-Banach lui-méme tel
qu’il est donné, par exemple, dans le livre d’analyse fonctionnelle de H. Brezis.

Il est intéressant de noter que le résultat du théoreme peut étre faux si on retire 'hypothese “F’ contient
les fonctions constantes”. n

On peut maintenant faire la remarque suivante:

Remarque 5.5 Soit K une partie compacte de R. On note C(K,R) = {f|,,f € Cp}. Si m est une
mesure finie sur (K, B(K)) l'espace fonctionnel C(K,R) est inclus dans L (K, B(K),m), et Papplication
qui & f € C(K,R) associe [ fdm est linéaire positive (et continue, si C(K,R) est muni de la norme de
la convergence uniforme). Réciproquement, soit L une application linéaire positive de C'(K,R) dans R.
Le théoréme précédent permet de montrer qu’il existe une unique mesure finie, notée m, sur (K, B(K))
t.q. :

L(f):/fdm, Vf € C(K,R). (5.7)
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Considérons maintenant le cas des mesures signées: si m est une mesure signée sur (R, B(R)) (ou sur
(K,B(K))), Papplication qui & f € Cp (ou € C(K), K étant une partie compacte de R) associe [ fdm
est linéaire continue (pour la norme de la convergence uniforme). Réciproquement, on a aussi existence
et unicité d’une mesure (signée) définie a partir d’une application linéaire continue de Cy (ou de C(K))
dans R:

Théoréme 5.4 (Riesz, mesures signées) Soit L une application linéaire continue (pour la norme in-
finie) de Co(R,R) dans R (ou de C(K,R) dans R, ot K est un compact de R). Alors il existe une unique
mesure signée, notée m, sur B(R) (ou sur B(K)) t.q. :

L(f) = /fdm, Vf € Co(R,R)( ou C(K,R)). (5.8)

Les éléments de (Co(R,R))" (ou (C(K,R))") sont appelés "mesures de Radon” sur R (ou K ). On rappelle
que, pour un espace de Banach (réel) E, on note E' son dual topologique, c’est-a-dire l’ensemble des
applications linéaires continues de E dans R.

DEMONSTRATION : Elle consiste & se ramener au théoréme de Riesz pour des formes linéaires positives.
Elle n’est pas détaillée ici. On rappelle seulement que si m est une mesure signée sur 7' (tribu sur
un ensemble F). il existe deux mesures finies m™ et m~ sur T, étrangeres (c’est-d-dire qu’il existe
A€Ttqg mT(A) =m (A°) =0) et t.q. m =m™ —m~. On a alors (par définition) L} (E,T,m) =
LE(E,T,mT)NLLYE, T,m™)et,si f€LLE,T,m), [fdm = [ fdm™ — [ fdm~. n

Définition 5.2 (Mesure de Radon) Soit Q un ouvert borné de R, alors on appelle mesure de Radon
sur Q un élément de (C(2,R))’, c’est-a-dire une application linéaire continue (pour la norme infinie) de
C(£2,R) dans R.

Remarque 5.6 Soit T une forme linéaire sur C.(Q, R).

1. Si T est continue pour la norme |||, on peut montrer qu’il existe une et une seule mesure signée,
notée p, sur les boréliens de Q telle que T(f) = [ fdu, pour tout f € C.(Q,R). Pour montrer
lexistence de p, on peut commencer par se ramener au théoréme 5.4 en prolongeant 7' (de maniere
non unique) en une application linéaire continue sur C(Q,R) (ceci est possible par le théoréme
de Hahn-Banach). Le théoréme 5.4 donne alors une (unique) mesure sur B(Q) correspondant &
ce prolongement de T. La restriction de cette mesure & B({2) est la mesure u recherchée. Il est
intéressant de remarquer que cette mesure p est unique, sans que celle donnée par le théoreme 5.4
soit unique (car cette derniére dépend du prolongement choisi de T & C(£2,R)).

2. Si T est continue pour la topologie “naturelle” de C.(£2,R), (c’est-a-dire que, pour tout compact
K C Q, il existe Cx € R tel que T(f) < Ck| fllco, pour tout f € C.(,R) avec f = 0 sur
le complémentaire de K) alors ce résultat est faux ; par contre on peut montrer qu’il existe deux
mesures (positives) p; et o sur les boréliens de Q telles que T'(f) = [ fdui— [ fdus2,V f € Co(Q,R);
noter que p1 et o peuvent prendre toutes les deux la valeur 400 (exemple : N =1, Q =] — 1, 1],
T(f) = X nf(1 = 1) =3 onf(=1+ 1)), et donc que (u1 — p2)(€2) n’a pas toujours un
sens. . ..

Soit maintenant 7" une forme lindaire sur C2°(€2, R), continue pour la norme || - ||, alors il existe une et
une seule mesure signée, notée i, sur les boréliens de  telle que T'(f) = [ fdu, V f € C°(Q,R).
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5.3 Changement de variables, densité et continuité

On montre dans cette section quelques propriétés importantes de I'espace Li (R, B(R),\) (et éventuelle-
ment de L (R, B(R), i) si p est finie sur les compacts)

Proposition 5.5 (Changement de variable affine) Soienta € R*, 3 € R et f € L1(R,B(R), ). On

(R, B(R),
définit g : R — R par g(z) = f(az + 3) pour x € R. Alors, g € L*(R,B(R),\) et [ gd\ = ﬁ J fdA.

Le méme résultat reste vrai en remplacant £ par L.
DEMONSTRATION :

1. On pose p(z) = ax + 3, pour tout x € R, de sorte que g = f o p. Comme f et ¢ sont boréliennes
(noter que ¢ est méme continue), g est aussi borélienne, c’est-a-dire g € M.

2. Pour montrer que g € L' (R, B(R), \) et

/ gdx = ﬁ / fd, (5.9)

(a) On suppose que f = 14 avec A € B(R) t.q. A(A) < co. On a alors g = 11, s (avec
1A- 8 ={1ly— 0 2 € A}). Onadonc g€ LR, B(R),\) et (5.9) est vraie (car on a déja

vu que )\(éA — g) = ﬁ)\(A), dans la proposition 2.9).
(b) On suppose que f € & N LY R, B(R), \). 1l existe donc ay,...,a, >0et Ay,..., A, € T t.q.
f=>0",ala,. Comme f € L}R,B(R),N), on a aussi \(4;) < oo pour tout i. On conclut

alors que g = >, aili,, s, cequidonne que g € &4 NLY(R, B(R), \) et que (5.9) est vraie.

(c) On suppose que f € M, NLYR,B(R),\). Tl existe (f,)neny C E4 NLYR,BR),A) t.q. fn 1 f
quand n — oo. On a donc [ f,d\ T [ fd\ quand n — oo. On définit g,, par g,(z) = az + 3,
pour tout € R. On a alors g, € £ NLYR, B(R),A), gn T get [ gndA T [ gd\ quand n — oo.
Comme (5.9) est vraie pour f = f, et g = gn, on en déduit que g € M, N LY R, B(R), \) et
(5.9) est vraie.

(d) On suppose enfin seulement que f € £'(R, B(R),\). Comme f = f+ — f~ avec f* € M, N
LY(R,B(R), \), on peut utiliser I'étape précédente avec f* et on obtient que g € L*(R, B(R), \)
et que (5.9) est vraie.

on raisonne en plusieurs étapes :

3. Le résultat obtenu est encore vrai pour L! au lieu de £'. 1l suffit de remarquer que
fi=/f2pp. =91 =92 PP,
avec g;(+) = fila- +0),i=1,2.

En fait, lorsque f décrit un élément de L' (qui est un ensemble d’éléments de £!), la fonction
g(a - +3) décrit alors un élément de L'.

Le résultat de densité que nous énongons a présent permet d’approcher une fonction de LL(R, B(R), \)
“aussi pres que 'on veut” par une fonction continue a support compact. Ce résultat est souvent utilisé
pour démontrer certaines propriétés des fonctions de L': On montre la propriété pour les fonctions
continues, ce qui s’avere en général plus facile, et on “passe a la limite”.
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Théoréme 5.5 (Densité de C.(R,R) dans L (R, B(R), \))
L’ensemble C.(R,R) des fonctions continues de R dans R et a supports compacts, est dense dans L' =
LL (R, B(R), ), c’est-a-dire :

vf € L]%Q(R7B(R)7)‘)a Ve > Oa 390 € CC(R7 R)v ||f - SDHI <e.

DEMONSTRATION :

On a déja vu que C.(R,R) C L'. En toute rigueur, on a plutot C.(R,R) C £! = LL(R,B(R),\).
L’objectif est donc de montrer que pour tout f € L1 et tout & > 0, il existe ¢ € C.(R,R) t.q. || f—¢|1 <e.
On va raisonner une nouvelle fois en plusieurs étapes (fonctions caractéristiques, £,, M et enfin £!).

Etape 1. On suppose ici que f = 14 avec A € B(R) et A\(A) < oo.

Soit ¢ > 0. Comme A est une mesure réguliere (proposition 2.3), il existe un ouvert O et un fermé F
t.qr FCACOet A(O\F)<e. Pour n € N*, on pose F,, = F N [—n,n], de sorte que F,, est compact
(pour tout n) et F' = Upen+ Fp. La continuité croissante de A donne alors A(Fy,) T A(F), quand n — oo.
Comme A(F) < M(A) < 0o, on a aussi A(F'\ F,,) = A(F) — A(F},) — 0 quand n — oo. Il existe donc ng
t.q. A(F\ Fpp) < e.

On pose K = F,,, et on obtient donc K C FF C A C O. Ce qui donne A(O\K) < A(O\F)+A(F\K) < 2e.

On a donc trouvé un compact K et un ouvert O t.q. K C A C O et A(O\ K) < 2e. ceci va nous
permettre de construire ¢ € C.(R,R) t.q. ||f — ¢l1 < 2e.
On pose d = d(K,0°) = inf{d(z,y),z € K,y € O°}. On remarque que d > 0. En effet, il existe
(n)nen C K et (Yn)nen C O° t.q. d(@n,Yn) = |Tn — yn| — d quand n — oo. Par compacité de K, on
peut supposer (apres extraction éventuelle d’une sous suite) que z,, — x, quand n — co. Sid =0, on a
alors aussi ¥, — « quand n — oo et donc x € O° N K (car K et O° sont fermés). Ce qui est impossible
car O°N K = (). On a donc bien montré d > 0.
On pose maintenant , pour tout z € R, ¢(z) = 3(d — d(z, K))T avec d(z, K) = inf{d(z,y), y € K}. La
fonction ¢ est continue car z — d(z, K) est continue (cette fonction est méme lipschitzienne, on peut
montrer que |d(x, k) —d(y, K)| < |z —y]). Elle est & support compact car il existe A > 0 t.q. K C [—A4, 4]
et on remarque alors que ¢ = 0 sur [-A —d, A+ d]°. On a donc ¢ € C.(R,R). Enfin, on remarque
que p =1 sur K, ¢ = 0sur O° et 0 < ¢ <1 (partout). On en déduit que f — ¢ = 0 sur K U O° et
0<|f—¢| <1, cequi donne

If = el <AMON\K) < 2,

et termine donc la premiere (et principale) étape.

Etape 2. On suppose ici que f € £. N LY. 1 existe donc ay,...,a, > 0 et Ay,..., A, € T t.q.
f=3"aila,. Comme f € L' on a aussi A(4;) < co pour tout .

Soit € > 0, I’étape 1 donne, pour tout ¢, existence de ¢p; € C.(R,R) t.q. |[14, — ¢ili < e. On pose
=" a;p; € C.(R,R) et on obtient ||f — ¢[l1 < (> i_, a;)e (ce qui est bien arbitrairement petit).

Etape 3. On suppose ici que f € M, N LL.
Soit € > 0. D’apres la caractérisation de l'intégrale dans M (lemme 4.3), Il existe g € £4 t.q. ¢ < f et

[ fdx—e < [gdm < [ fdm, de sorte que ||g — f||1 = [(f — g)d\ < e. L’étape 2 donne alors I'existence
de p € C.(R,R) t.q. ||g — ¢||1 <e. D’ott 'on déduit ||f — ¢|[1 < 2e. Ce qui termine 1'étape 3.

Etape 4. On suppose enfin que f € £
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Soit € > 0. Comme f* € M, NL', I’étape 3 donne qu’il existe @1, 2 € C.(R,R) t.q. || fT —¢1]1 < e et
Ilf~ — ¢2]l1 <e. On pose alors ¢ = p1 — 2. On a p € C.(R,R) et ||f — ¢|1 < 2e. Ce qui prouve bien
la densité de C.(R,R) dans L*. ]

Le résultat de densité que nous venons de démontrer n’est pas limité a la mesure de Lebesgue. Il est vrai
pour toute mesure sur B(R), finie sur les compacts. Il est aussi vrai en remplagant C. par C2°. Enfin, il
n’est pas limité & R, il est également vrai dans R%, d > 1. Tout ceci est montré dans I’exercice 7.13. Par
contre, le résultat que nous montrons maintenant n’est pas vrai pour toute mesure sur B(R), finie sur les
compacts (voir I'exercice 7.13).

Théoréme 5.6 (Continuité en moyenne) Soient f € Li(R, B(R),\) et h € R. On définit fy, (“trans-
latée” de f) par : fn(x) = f(x + h), pour presque tout x € R. Alors :

= flli = / |f(x+h)— f(x)|dz — 0 lorsque h — 0. (5.10)

DEMONSTRATION :

Soient f € L4(R,B(R),\) et h € R. On remarque que f, = f(-+ h) € LIg(R,B(R),\) (d’apres la
proposition 5.5). D’autre part f = g p.p. implique f5 = g p.p.. On peut donc définir f, comme élément
de LL(R, B(R), \) si f € LL(R,B(R), \).

La démonstration de (5.10) fait 'objet de l'exercice 5.14.

5.4 Intégrales impropres des fonctions de R dans R

On considere ici des fonctions de R dans R, et Pespace mesuré (R, B(R), A).

Définition 5.3 (Intégrabilité & gauche) Soient f : R - R, a € R et a € RU{+x},a > a ; on
suppose que ¥ 3 €la,al, fliag € L'(= Lg(R,B(R),\)). On dit que [ est intégrable a gauche en a

(ou encore que / existe) si /fl]aﬁ[d/\ a une limite dans R lorsque 8 — a. Cette limite est notée

/: F(t)dt.

Remarque 5.7 Ceci ne veut pas dire que f1j,,q4[ € L. 1 suffit pour s’en convaincre de prendre a = 400,
sinx
a = 0, considérer la fonction f définie par f(0) =1 et, pour z > 0, f(z) = .
T

Par contre, des que la fonction f considérée est de signe constant, on a équivalence entre les deux notions :

Proposition 5.6 Soient f : R — Ry, a € R et a € RU{+o0},a > « ; on suppose que ¥V [ €]a,al,
a8 € LY(= LL(R,B(R),\)). Alors f est intégrable a gauche en a si et seulement si Yl € L.
DEMONSTRATION : Ce résultat se déduit du théoréme de convergence monotone (construire une suite qui
tend en croissant vers fl]aya[). [
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5.5 Exercices

Exercice 5.1 (La mesure de Dirac n’est pas une fonction...)
On note E = C([0,1],R) et on munit E de la norme de la convergence uniforme. Soit T' 'application de
E dans R définie par T(¢) = ¢(0). On note aussi dy la mesure de Dirac en 0 sur B([0, 1]).

1. Montrer que T' € E’ (on rappelle que E’ est le dual topologique de E, c’est a dire ’ensemble des
applications linéaires continues de E dans R).

2. Soit ¢ € E. Monter que ¢ € £([0,1],B8([0,1]),d0) et que T(¢) = [ pddy, olt §y est la mesure de
Dirac en 0.

3. Soient g € L([0,1], B([0,1]), ) et (¢n)nen C E définie par: ¢, (z) = (1/n)(n — n?z)*, pour tout
z € [0,1] et tout n € N. Montrer que [ go,d\ — 0 lorsque n — +oo.
En déduire qu’il n’existe pas g € LL([0,1],B([0,1]),A) t.q. on ait, pour toute fonction ¢ € E:
T(p) = [ gpdA.

4. Montrer que dg n’est pas une mesure de densité par rapport a A.

Exercice 5.2

Soit (fy)nen la suite de fonctions de ]0, 1] dans R définie par f,(x) = (n — n?z)T. On note A la mesure
de Lebesgue sur la tribu B(R) des boréliens de ]0,1], et L' = LL(]0, 1[, B(R), ).

Soit T l’application de C([0, 1], R) dans R définie par T(p) = ¢(0).

! !/
1. Montrer que T € (C([O, 1],R)) (on rappelle que (C’([O, 1],R)) est le dual de C([0,1],R), c’est &

dire I'ensemble des formes linéaires continues sur C(]0, 1], R) muni de la norme uniforme).

2. Montrer que T'(¢) = [ ¢ddy, olt y est la mesure de Dirac en 0.

3. Soient g € L'(]0, 1[,R) et (¢ )nen C (C’([O, 1], R)) définie par: ¢, = 2n Montrer que [ g,d\ — 0
lorsque n — +o0.
En déduire qu’il n’existe pas g € L'(]0,1[,R) t.q. on ait, pour toute fonction ¢ € C([0,1],R):
T(p) = [ gepd\; montrer que Jy n’est pas une mesure de densité.

Exercice 5.3 (Intégrale de Riemann) Soient a,b des réels, a < b et f : [a,b] — R une fonction
bornée, i.e. telle qu'il existe M € R t.q. |f(t)] < M,Vt € [a,b]. Soit A une subdivision de [a,b], A =
{xo,71,...,oN11} avec zg =a < x1 < ... < Tx41 = b. On pose S2 = Zi\io(supwe[%mﬂ] f@)(zig1 —
x;), et Sa = Zil\io(infwe[%xiﬂ] f(@))(xix1 — ;). On note A lensemble des subdivisions de [a,b] et
S* = infaca 52, et S, = Supaca Sa- On dit que f est Riemann intégrable si S* = S,. On pose alors
Rf; f(x)dx = S*.

1. Soient A; et Ay € A tels que A; C Ag. Montrer que Sa, < Sa, < S22 < §A1. En déduire que

Sa < 82 pour tous A, A’ € A, et donc que S, < S*.

2. Montrer qu'il existe une suite de subdivisions (A, ),en telle que Sa, — S, et S8 — S* quand
n — +00.

3. Montrer que si f est continue, f est Riemann-intégrable.
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4. On suppose maintenant que f est Riemann-intégrable. Soit (A, )nen une suite t.q. Sa, — Sy et

S§4n — §* quand n — 4o00. Pour € N, on note A, = {w(") . x%)ﬂ et on pose:
- () L) () (n) - _
gn(x) = inf{f(y),y€lz;" v ]}z <ax<azy,i=0,...,Ny+1 (5.11)
tnla) = by € b o) el < <alliz0 Mt G
gn(b) = hu(b) =0. (5.13)

(a) Montrer que g, et h, € MNLY, ot M = M({[a,b], B(R),\}) et L' = L*({[a,b], B(R), \}), et
que [(hn — gn)d\ — 0 quand n — +oo.

(b) Montrer que gn S In+1 S f S In+1 S hna vn € N.
(¢) On pose g = limy, 100 gn €t h = lim,_, 1o hy; montrer que ¢ = h p.p. . En déduire que
felletque [fdr=R/[’ f(z)da
(d) Soit f définie par:
flz) = 1sizeqQ, (5.14)
flz) = 0sizgqQ. (5.15)
Montrer que f n’est pas Riemann intégrable, mais que f € L& ([a, b], B(R), \).

Exercice 5.4 Corrigé 91 page 372
Soit (fn)nen € C*(]0, 1], R) convergeant simplement vers la fonction f :]0, 1[— R; on suppose que la suite
(f1)nen (C C(]0,1[,R) ) converge simplement vers la fonction constante et égale & 1.

1. A-t-on f € C*(J0,1[,R) et f'=17

2. On suppose maintenant que la suite (f)nen converge vers la fonction constante et égale 4 1 dans
LL(10, 1, B0, 1]), A). A-t-on f € C1(0,1[ R) et f/ = 17

Exercice 5.5 (Intégrale impropre) Corrigé 92 page 373
On définit lapplication f de R dans R par :

f(z)=0,siz <0,
f(z) = 2?sin ;—2, siz > 0.

1. Montrer que f est continue et dérivable en tout point de R.

2. Soit 0 < a < b < co. Montrer que f'lj,5 € Li(R,B(R),\). On pose f; f()dt = [ f'1,p1d
Montrer que :

Fb) — / F()dt.
3. Soit a > 0.

(a) Montrer f'ljg . & Li(R,B(R ) A).

(b) Pour 0 < z < a, on pose g(x) = [ f'(t)dt. Montrer que g(z) a une limite (dans R) quand
x — 0, avec x > 0, et que cette limite est égale a f(a) — f(0). (Cette limite est aussi notée
Jo f/(t)dt, improprement. .. car f'1j o & L4 (R, B(R), ), la restriction de ' 4]0, a[ n’est donc
pas intégrable pour la mseure de Lebesgue sur ]0, a[.)
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Exercice 5.6

Soit (E, T, m) un espace mesuré, (f,,)nen C LL(E,T,m) et f € LL(E,T,m). Onsuppose que f,, — f dans
LL(E,T,m) et quil existe C > 0 tel que | f,,| < C p.p. et pour tout n € N. Montrer que [ |f,— f[*dm — 0
lorsque n — +o0.

Exercice 5.7 Corrigé 93 page 375
Soit f € LE(R,B(R),\). On définit F : R — R par: F(z) = [ fljgdA(= [y f(t)dt), pour z > 0, et
F(x) = — [ fl0d\= - ff f(t)dt) pour x < 0. Montrer que F' est uniformément continue.

Exercice 5.8 (Intégrabilité et limite & I’infini) Corrigé 94 page 375
Soit f € LL(R,B(R),\) = L.

1. On suppose que f(z) admet une limite quand 2 — co. Montrer que cette limite est nulle.

2. On suppose que f € C(R,R) ; a-t-on : lim f(z)=07

T—+400
3. On suppose que f est uniformément continue ; a-t-on : lirf f(z) =07 [On pourra commencer
xT— 100
par montrer que, pour 1 > 0 quelconque et (T )nen C R t.q. liril T, = 400, 0N a :
n—-r+oo

Tn+n

Jim [ @) = o) (5.16)

4. On suppose que f € CY(R,R) et f/ € L' ; a-t-on: lim f(x)=07?

xr——400

Exercice 5.9

1. On considere espace mesuré (E,T,m) = (]0,1[,B(]0,1[,A). Soit 0 < a < 400 . On pose, pour
1
z €]0,1[, f(x) = (=)*. Pour quelles valeurs de « a-t-on f € LL(E,T,m) ?
x

2. On considere l'espace mesuré (E,T,m) = (R%,B(R%),\). Soit f définie, pour = €0, +oo|, par :
sinx

flz) = ot Montrer que f ¢ LL(E,T,m). On pose f, = f1jo,n[- Montrer que f,, € LL(E,T,m),

que f, — f p.p. (et méme uniformément) et que / fndm a une limite dans R lorsque n — +o0.

Exercice 5.10 On munit R" de la tribu borélienne B(R™Y) et de la mesure de Lebesgue Ay. Soient f et
g € C(RY,R) telles que f = g pp. Montrer que f = g partout. [On dira donc que f € L*(RYN, B(RV), \,,)
est continue si il existe g € C(RV,R) t.q. f =g pp. Dans ce cas on identifie f avec g.]

Exercice 5.11 1. On consideére l'espace mesuré (E,T,m) = (]0,1[, B(R), ) ; soit 0 < a < 400 ; on
1
pose, pour z €]0,1[, f(z) = (=)*. Pour quelles valeurs de « a-t-on f € Ly(E,T,m) ?
x

2. On considere l'espace mesuré (E,T,m) = (R%,B(R),\) ; soit f définie, pour x €]0,4o0[, par :

flz) = "% Montrer que f ¢ Lg(E,T,m). On pose f, = fljo,;. Montrer que f,, € Li(E,T,m),
x

que f, — [ p.p. (et méme uniformément) et que / fndm a une limite dans R lorsque n — +oo.
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Exercice 5.12 Soit 4 et v deux mesures finies sur B(R), tribu borélienne sur R.

1. Montrer que si, pour toute fonction continue & support compact on a :

[ tin= [ sav. (B)

alors 1 = v. [On rappelle (cf. exercice 2.34) que si m est une mesure finie sur B(R), alors :

VA eR,m(A) =inf{m(0),0 D> A,O ouvert de R}.]

2. On suppose maintenant que I’égalité (E) est vérifiée pour toute fonction f de C°(R,R). Le résultat
précédent vous parait-il encore vrai ?

Exercice 5.13 (Notation: Soit f une fonction de R dans R, on note f2 la fonction de R dans R définie
par: f2(x) = (f(x))?.) Soit E = {f € C*(R,R); f € L' = LL(R,B(R), \) et f> € L'}. Pour f € E, on
définit || f]| = [ [fldA+ ([ |f'*dN)2

1. Montrer que (E, ||.||) est un espace vectoriel normé. E est-il un espace de Banach ?

2. Soient a € R et 6 € R%. Montrer que a < Sa® + %.En déduire que pour f € E, (x,y) € R? et
seRy, ona: [f(z) = f(y) <6 [|fPdN+ Flz —yl.

3. Montrer que si f € E, alors:

e f est uniformément continue.
e f est bornée.
o f2c L.
Exercice 5.14 (Continuité en moyenne) Corrigé 95 page 377

Pour f € L' = LL(R,B(R),\) et h € R, on définit f;, (“translatée” de f) par : fn(z) = f(z + h), pour
r € R. (noter que fj, € LY).

1. Soit f € C. = C.(R,R), montrer que || f;, — f|l1 — 0 lorsque h — 0.
2. Soit f € L', montrer que ||f, — f||1 — 0 lorsque h — 0.

Exercice 5.15 On note L! = LL(RYN, B(RY), A\y), et Cp, = Cp(RY,R) I'ensemble des fonctions contin-
ues bornées de RY dans R.

1. Pour f € L', h € R% et # € RV, on définit

fu(z) = f(y)dy,

1
W /B(w,h)

ou B(0, h) désigne la boule ouverte de centre 0 et de rayon h. Montrer que fj, est définie partout,
que fr, € L', et que fr, — f dans L' lorsque h — 0. En déduire qu’il existe (hn)nen t.q. hp — O
lorsque n — 400 et fr, — f p.p. lorsque n — +o0.

2. On considére maintenant une suite de mesures (i1, )nen finies sur (RY, B(RY)), t.q. p, — do dans
Clie. [du, — [ pdu, Vo € Cy. Soit f une fonction mesurable bornée de RY dans R et intégrable
pour la mesure de Lebesgue, et v = fA. Montrer que ji, * v est une mesure de densité f,, € L' et
montrer que f, — f dans L.
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3. Soit A € R t.q. A C [0,1] ; on dit que A est "bien équilibré” si pour tout intervalle I de [0, 1], on
a: AMINA)=AXINA®) = %I) Montrer qu’il n’existe pas de borélien A de [0, 1] bien équilibré.

Exercice 5.16 (Non existence de borélien “bien équilibré”)
Soit N > 1. On note L' = LL (RN, B(Ry), Ay).

1. Pour fe L', he R} et z € R, on définit

fn(z) = f(y)dy,

1
A (B(0,h)) /B(z,m

ou B(z, h) désigne la boule ouverte de centre x et de rayon h. Montrer que fj, est définie pour tout
r € RN, Montrer que f, € L et que f;, — f dans L' lorsque h — 0. [On pourra, par exemple,
utiliser le théoréme de continuité en moyenne dans L1!.]

En déduire qu’il existe (h,)nen t.q. Ay — 0, lorsque n — 400, et fn, — f p.p. lorsque n — +o0.

2. Montrer qu’il n’existe pas de borélien A inclus dans [0,1] et t.q. A(INA) = A(I N A°) = @ pour

tout intervalle I de [0,1]. [On pourra raisonner par ’absurde et utiliser la question précédente avec
N =1 et f convenablement choisi. Cette question est aussi une conséquence de I’exercice 5.17.]

Exercice 5.17 (Sur la concentration d’un borélien) Corrigé 96 page 378

Soit —0o < a < b < 400, A € B(]a,b[) et p €]0,1[. On suppose que N(ANJa, B]) < p(B — «) pour tout
a, B t.q. a < a< B <b Montrer que A(4) = 0. [On pourra, par exemple, commencer par montrer que
AMANO) < pA(O) pour tout ouvert O de ]a,b.]

Conséquence de cet exercice : Soit A € B(]a, b]) t.q. A(A) > 0. Alors, pour tout p < 1, il existe «, 8 t.q.
a<a<p<bet N(AN|a, B]) > p(6 — ).

Exercice 5.18 (Points de Lebesgue) Corrigé 97 page 379
On désigne par A la mesure de Lebesgue sur les boréliens de R, par L' I'espace LL (R, B(R), \) et par £!

I'espace L& (R, B(R),\). On note dt = dA(t).

1. Soit (I, ..., I,) des intervalles ouverts non vides de R t.q. chaque intervalle n’est pas contenu dans
la réunion des autres. On pose I =|ay,bx[ et on suppose que la suite (ag)k=1,. n est croissante.
Montrer que la suite (bg)k=1,....n est croissante et que les intervalles d’indices impairs [resp. pairs]
sont disjoints 2 a 2.

2. Soit J une famille finie d’intervalles ouverts non vide de R dont la réunion est notée A. Montrer
qu’il existe une sous-famille finie de J, notée (I1,...,I,), formée d’intervalles disjoints 2 & 2 et t.q.
AA) <2370 A(Iy). [Utiliser la question 1.]

On se donne maintenant f € L' et on suppose qu'il existe a > 0 t.q. f = 0 p.p. sur [—a,a]®. Le
but de ’exercice est de montrer que :

1
g / flz+1t)dt — f(z), pour presque tout z € R, quand n — oo. (5.17)
1

Pour ¢ > 0, on définit f de R dans R par :

h
Fr@) = sup% [h \f (2 + 1) de. (5.18)

h>e
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3. (a) Montrer que f* est bornée.
(b) Montrer que f¥ est borélienne. [On pourra montrer que f* est le sup de fonctions continues.]
(c) Montrer que fX(z) — 0 quand |z| — oo.

4. Pour y > 0, on pose By . = {z € R, fX(z) > y}.

(a) Montrer que tout « € By . est le centre d’un intervalle ouvert I(z) t.q.
i MI(z)) > 2e,
.. 1
i 7@y fl(m) [f|dX > y.

Montrer que parmi les intervalles I(x), © € By, ainsi obtenus, il en existe un nombre fini
I(z1),...I(xz,) dont la réunion recouvre By .. [On pourra d’abord remarquer que B, . est
borné.|

(b) Montrer que A(By ) < §||f||1 [Utiliser la question 2.]

On définit maintenant f* de R dans R, par :

h
P ) = 22%% [ If )l (5.19)

5. Montrer que f* est borélienne et que A({f* > y}) < 2||f|l1, pour tout y > 0.

6. Montrer (5.17) si f admet un représentant continu. [cette question n’utilise pas les questions
précédentes.]

7. Montrer (5.17). [Approcher f, dans L' et p.p., par une suite d’éléments de C.(R,R), notée (f,)pen-
On pourra utiliser (f — fp)*.]

Exercice 5.19 (Convergence vague et convergence etroite) Corrigé 98 page 382

Soit (m,)n € N une suite de mesures (positives) finies sur B(R?) (d > 1) et m une mesure (positive) finie
sur B(R?). On suppose que :

e [wdm, — [@dm, quand n — oo, pour tout ¢ € C=(R%, R).
e m,(RY) — m(R?%) quand n — oo.

1. Soit p € C.(R%,R). Montrer que [ ¢dm,, — [ @dm, quand n — co. [On pourra utiliser le fait que
¢ est limite uniforme d’une suite d’élement de C2°(R?, R).]

2. Pour p € N*, on note B, la boule fermée de centre 0 et de rayon p (pour la norme euclidienne

de R?). Montrer qu'il existe une suite (,)pen+ C Ce(R%R) t.q., pour tout p € N*, 0 < ¢, < 1,
wp =1sur By, et ¢, < ppy1. On utilise cette suite (¢p)pen+ dans les questions suivantes.

3. Soit € > 0.

(a) Montrer qu’il existe pg € N* t.q. : p > pg = /(1 —pp)dm < e.

b) Montrer que, pour tout p € N*, 1—,)dm, — [ (1—¢,)dm quand n — oo.
» P
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(c) Montrer qu'il existe py € N* t.q. : n €N, p > p; = /(1 —@p)dm,, <e.

4. Montrer que f pdm, — f (pdm, quand n — oo, pour tout ¢ € Cb(]Rd,R) (on dit alors que la suite
(mp)nen converge étroitement vers m).

5. Indiquer brievement comment obtenir le méme résultat (c’est-a-dire le résultat de la question 4) si
on remplace “R?” (dans les hypothéses et dans la question 4) par “Q ouvert de R?”.

Exercice 5.20 (Unicité avec C2°)

Soit m et pu deux mesures finies sur les boréliens de R? (d > 1). on suppose que [@dm = [ @du pour
tout o € C°(R? R). Montrer que m = .

Exercice 5.21 (Densité de C. et C>° dans L')
Soit d > 1 et u une mesure sur les boréliens de R, On suppose que y vérifie les deux propriétés suivantes :

(pl) w est est finie sur les compacts de R?, c’est-a-dire que w(K) < 400 si K est un compact de R4,

(p2) p est réguliere, c’est-a-dire que pour tout A € B(R?) et tout e > 0, il existe O ouvert et F fermé
t.q FCACOet uy(O\F)<e.

En fait, la propriété (pl) entraine la propriété (p2) (cela est démontré au chapitre 7, proposition 7.5)
mais cette démonstration n’est pas demandée ici.

On note £}, 'espace L(RY, B(R?),u). Pour f € £}, on note || f|y = [|f|dp. Enfin, pour € R?, on
note |x| la norme euclidienne de x.

1. Soit p € C.(R% R) (c’est-a-dire ¢ continue de R? dans R et & support compact). Montrer que
pel,.

2. Soit K un compact de R? et 7 > 0. Pour € R? on pose ¢(z) = W avec d(z,K) =

inf{|lz —y|, y € K}. Montrer que ¢ € C.(R%,R) et que p(z) =1siz € K.
3. Soit A € B(RY) t.q. u(A) < +oo.
(a) Soit € > 0, montrer qu’il existe O ouvert et K compact t.q. K C AC O et u(O\ K) <e.
(b) Soit £ > 0. Montrer qu’il existe ¢ € C.(R% R) t.q. |l¢ — 1all1 <e.

4. Soit f une fonction borélienne positive de R dans R. On suppose que f € C}L. Soit € > 0. Montrer
qu'il existe ¢ € C.(R4,R) t.q. ||f — @1 <e. [On pourra approcher f par une fonction étagée.]

5. (Densité.) Soit f € L}, et € > 0.
(a) Montrer qu'il existe ¢ € C.(R4,R) t.q. || f —¢l1 <e.
(b) Montrer quil existe v € C°(R%R) t.q. ||f — ¥|1 < e. [On pourra montrer que, si ¢ €

C.(RLR), on a |l¢ — onlli — 0, quand n — oo, avec @, = @ * pp et (pn)nen+ une famille
régularisante, voir la définition 8.4. du polycopié de cours).]

6. (Continuité en moyenne ?)

(a) Soit ¢ € C.(R% R). Montrer que ||o(- + h) — ¢|l1 — 0 quand h — 0.
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(b) Montrer, en donnant un exemple (c’est-a-dire en choisissant convenablement f et u) qu’on
peut avoir f € £, et [|f(-+h) — f[l1 # 0 quand h — 0.

7. On suppose maintenant que € est un ouvert de R? et que y est une mesure sur les boréliens de

Q, finie sur les sous ensembles compacts de €. Indiquer brievement comment on peut montrer la
densité de C.(Q,R) et C°(Q,R) dans L (2, B(Q), u).

Exercice 5.22 (Loi d’une fonction linéaire de X)

Soit (92,.A, P) un espace de probabilité et X une v.a.. On suppose que la loi de X a une densité par
rapport a Lebesgue et on note g cette densité.

Soit a, b € R, montrer que la v.a. aX + b a une densité par rapport a la mesure de Lebesgue et donner
cette densité en fonction de g, a et b.

130



