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Chapitre 10

Transformation de Fourier

10.1 Introduction et notations

La notion de série de Fourier permet d’analyser les fonctions définies d’un compact [a,b] de R dans R (ou C).
La notion de transformée de Fourier permet d’analyser les fonctions définies de R (ou R™) dans R (ou C). La
transformée de Fourier est une notion employée par exemple en théorie du signal, en théorie des probabilités et
pour I’analyse des équations aux dérivées partielles.

Dans toute la suite, on considérera I’espace mesuré (RY, B(R™), Ay) et on notera dAy(x) = dz. Soit N >
1, les espaces LL(RY, B(RY), Ay) et LE(RY, B(RY), Ay) ont été définis dans la section 4.10 et les espaces
LZRN, BRN), Ay) et LZ(RYN, B(RY), An) ont été définis dans la section 6.2. On rappelle aussi que si f est
une fonction définie de RY dans C, la fonction f est mesurable si et seulement si ses parties réelle et imaginaire
sont mesurables (chaque ensemble, RV, R ou C, étant muni de sa tribu borélienne). On peut, bien sir, aussi définir
les espaces L2 (RN, B(RY), An) et LE(RY, B(RY), An) pour tout p € [1, oc].

Définition 10.1 (Espaces L2 (RN, B(RN),A\y)) Soit N > 1, p € [1,00] et f une fonction mesurable de RN
dans C (c’est-a-dire f~1(A) € B(RY) pour tout A € B(C)). On dit que f € LL(RN,BRN),\n) si |f| €
LLRN, BR®N), A et on défnit | {1, par |fll, = 11l ot I1f1l est fa norme de || dans £P(RY, BRY),
AN) (vue au chapitre 6). L'espace LE.(RN , B(RN), A ) est l'espace LL(RYN, B(RN), \y) quotienté par le rela-
tion d’équivalence “= p.p.". C’est un espace de Banach (complexe), c’est-a-dire un e.v.n. (sur C) complet.

Remarque 10.1 Soit N > 1, p € [1,00] et f une fonction définie de RYN dans C. 1l est facile de voir que
f e LE(RN, B(RY), An) si et seulement si ses parties réelle et imaginaire sont dans £ (RN, B(RY), Ay).

10.2 Transformation de Fourier dans L'

10.2.1 Définitions et premieres propriétés

Soit N > 1.Pour x = (z1,...,zn5) € RN ett = (t1,...,ty)" € RN, on note z - t le produit scalaire euclidien
de z et t, c’est-a-dire - t = Y | x;t;. Dans ce chapitre, On note aussi L% (R™) I'espace L2 (RN, B(RY), Ay),
pour p € [1, 00].

Définition 10.2 (Transformée de Fourier dans L')
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Soit N > 1et f € LE(RYN). Pourt € RY, I’application x — e~ f(x) (définie de RN dans C) appartient &
LE(RN). On définit alors f(t) par :

ft)=(@2n)~* /f(x)e*mdas. (10.1)

La fonction f (définie de RY dans C) s appelle transformée de Fourier de f.

On note Co(RN,C) = {g € C(RV,C) t.q. g(t) — 0 quand |t| — -+oo}. On rappelle que Cy(R™,C) est un
espace de Banach quand il est muni de la norme de la convergence uniforme, c’est-a-dire :

= ma
lillu = max | (x)

Proposition 10.1 Soit N > 1. Soit F I’application qui a  (appartenant a L}C(RN )) associe sa transformée de
Fourier. F est une application linéaire continue de LE(RY) dans Co(RY, C).

DEMONSTRATION :

— Le théoreme de continuité sous le signe [ (théoréme 4.9) appliqué a la fonction (x,t) — e~ "' f(z) entraine
immédiatement que f est continue.

— On montre maintenant que f € Co(R,R).
— Cas N = 1. On remarque que pour ¢ # 0, on a, comme e = —1,

f(t) = —(2m) / 1D f(2)da,

et donc avec un changement de variable simple,

ft) =~Cry [ s+ Dhay,
On en déduit que
27(t) = (2m) [ e (@) - fa+ D)o

et donc que | f(t)] < %(277)‘% () = f(- + T)|l1. Le théoréme de continuité en moyenne dans L' (théo-
réme 5.6) donne alors le fait que f(t) — 0 quand |¢| — co.

— Cas N > 1. On reprend la méme méthode. Pour ¢ # 0, t = (¢1,...,ty)!, il existe j € {1,...,N} tq.
|t;| = maxg—1, .~ |tx|. On a alors, comme ™ = —1, en notant e, le j-ieme vecteur de base de RY,

fo=-ea [ E e,

et donc avec un changement de variable simple,

fy= -0 F [t e

J

On en déduit que | f(¢)] < %(277)*% lFG) =7+ tljej) ||l1. Le théoréme de continuité en moyenne dans L*
(théoréme 8.2) donne alors le fait que f(t) — 0 quand [¢| — co.
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La tansformée a la propriété intéressante de transformer la convolution en produit. Ceci est montré dans la propo-
sition suivante.

Proposition 10.2 Soient f et g € LL(RN), alors f x g = (2)% f4.

DEMONSTRATION : Par la proposition 7.9, on fxg € LE(RY) et pour p.p. z € RN, fxg(z) = [ f(x—y)g(y)dy.
On a donc, pour tout ¢ € RN,

Fea =en ¥ [ ([ 1= natiy) et

(2m)~ % / (/f(x - y)g(y)e‘i(z‘y)'te‘iy'tdy> dz.

En appliquant le théoréme de Fubini (théoréme 7.3) a la fonction (x,y) — f(z — y)g(y)e "@E=¥)te=t (qui est
bien intégrable sur R?Y car son module est la fonction (, y) — | f(z — y)g(y)| dont I'intégrale sur R* est égale
a|fll1llgll1), on obtient :

Fra0 = en ¥ [ ([ st neetas) gmertay

N
2

Comme, pour tout y € RN, [ f(z — y)e " @=9tdy = [ f(2)e~"*tdz = (21) > f(t), on en déduit :

—

Fralt) = fo) / g(y)e vty = (2m)

N
2

Fa@),

ce qui est le résultat annoncé. n

10.2.2 Théoréme d’inversion

11 est naturel de se poser les deux questions suivantes :

(i) La transformée de Fourier d’une fonction f caractérise-t-elle la fonction f (c’est-a-dire si f =g,atonf=g
p-p)?
(ii) peut-on retrouver la fonction a partir de sa transformée de Fourier ?

Les réponses a ces questions sont fournies par le théoréme d’inversion de Fourier :

Théoréme 10.1 (Inversion partielle de la transformée de Fourier) Soit N > 1 et f € L{ t.q. fe L. Ona

alors f = f(=.) p.p., ¢’est-a-dire :
f@) = (27r)7% /f(m)emtdx, pour presque tout t € RN

DEMONSTRATION : La démonstration fait I’objet de I’exercice 10.1. n

Une conséquence de ce théoreme est I'injectivité de I’application F', qui fournit donc une réponse positive a la
question (i). En effet, soient f et g € L{ t.q. f = ¢ alors par linéarité, f/—\g = 0 et donc f/—\g € L{. En
appliquant le théoréme d’inversion, on a donc f = g p.p..

Ce théoréme apporte aussi une réponse partielle a la question (ii) : on peut calculer f a partir de f des que f c L.

Il faut remarquer a ce propos que L' n’est pas stable par transformation de Fourier (voir exercice 10.2).
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10.2.3 Régularité et décroissance a I’infini

Proposition 10.3 (Différentiabilité, dimension 1)

1. Soit f € LLR)NCY(R,C) t.q. f' € LL(R) (ou f est la dérivée de f). Alors, pour tout t € R, ]?’(t) = (it) f(t).

2. Soit f € LER) t.q. ()f € Lﬁ@ (ot () f est I'application qui & = € R associe z.f(x)). Alors, f € C1(R,C)
et, pour toutt € R, f'(t) = (—i-) f(t).

DEMONSTRATION : La démonstration du premier item consiste a faire une intégration par parties sur I’intervalle
[—n, n] puis a faire tendre n vers I'infini (en remarquant que f(+n) — 0, quand n — oo, voir I’exercice 5.8).

Le deuxieme item est une conséquence immédiate du théoréme 4.10 (théoréme de dérivation sous le signe [).
]

La transformation de Fourier “transforme" donc la dérivation en multiplication par la fonction (i-), et la multiplica-
tion par (—i-) en dérivation. Cette propriété est utilisée, par exemple, pour la résolution d’équations différentielles
(qui sont ainsi transformées en équations algébriques).

Cette propriété se généralise au cas de la dimension IV et pour un ordre £ de dérivation quelconque. On introduit
pour ce faire les notations suivantes : soient & = (avy, . .., ax)t € NV un “multi-indice" et f une fonction de R™
dans C. On définit || = a3 + aa + ... ayet:

g 92 e )i

1 Qo t T anN
0z Oxg Ox'y

Do‘f:(

Proposition 10.4 (Différentiabilité, dimension N)
1.S0it N > letk > 1 Soit f € C*(RN,C) t.q. D*f € LE(RYN) pour tout o« € NN t.q. |a| < k. Alors,
D f(t) = (it)* f(t) pour tout t € R et pour tout o € NN 1.q. |oo| < k, avec (it)* = (ity)** (itg)*> ... (it )*N.

2. Soit f t.q. (.)*f € LE(RY) pour tout o € N tel que |a| < k. Alors, fe CH(RN,C) et Def = (—/z'-)\o‘fpour
tout o € NN tel que || < k.

La proposition 10.4 montre que la dérivabilité de f entraine la décroissance de f alinfini (“plus f est dérivable,
plus f décroit vite a I’infini"), et réciproquement. Cette remarque incite a définir I’espace des fonctions a décrois-
sance rapide (souvent appelé “espace de Schwartz"), noté S(R™, C) ou Sy en abrégé.

Sy ={f € C®°(R",C) tq.pour tout a et 3 € NV, sup |(z)*D? f(z)| < +00}.
z€RN

On va montrer I’invariance par transformation de Fourier de cet espace. On commence par remarquer que Sy C
L}C(RN ). En effet, si f € Sy, en prenant des choix convenables de « et 8 dans la définition de Sy, on remarque
quil existe C' € R t.q. (1 + |z|¥F1)|f(z)| < C. On en déduit que f € LL(RY). Plus généralement, si f € Sy,
on remarque que (-)° D f € LL(RY) pour tout a, 3 € RY. On obtient alors la proposition 10.5.

Proposition 10.5 Soit N > 1 et f € S(RY,C). Pour tout o, 3 € NN ona :

—

Do ((=i)f) = (i)*(=i-)Pf = ()" D° (102)
(~i)°Dff = DDA f = D*[(i)°f]. (10.3)

244



DEMONSTRATION : La démonstration est une adaptation simple de celle de la proposition 10.4. [ |

La proposition 10.5 et le théoreme 10.1 nous permettent alors de remarquer que la transformée de Fourier est une
bijection de Sy dans Sy .

Proposition 10.6 Soit N > 1. L’application F qui a f associe sa transformée de Fourier est une bijection de Sy

dans Sy. De plus, pour tout f € Sy, ona f = f(—)

DEMONSTRATION : En utilisant la proposition 10.5, on montre facilement que F envoie Sy dans Sy . Le théoréme

d’inversion (théoreme 10.1) donne alors que f est injective et que f = f(—.) pour tout f € Sy. De cette dernidre
formule, on déduit que F est surjective (et donc bijective) de Sy dans Sy . [ |

10.3 Transformée de Fourier d’une mesure signée

Il est facile d’étendre la définition de la transformation de Fourier & une mesure signée sur les boréliens de RY.
Plus précisément, si m est une mesure signée sur les boréliens de RY (IV > 1), la définition 10.3 définit la fonction
7 (continue et bornée de RY dans C) et, sim = fAy, avec f € LL (RN, B(RN), Ay) (c’est-a-dire que m est la
mesure signée de densité f par rapport a la mesure de Lebesgue sur les boréliens de RY), on a 7iu(t) = f(t) pour
tout t € RN,

Définition 10.3 (Transformée de Fourier d’une mesure signée)

Soit N > 1 et m une mesure signée sur les boréliens de RY. Soit t € RN, I'application x + ¢~ (définie de
RN dans C) appartient a LL(RYN , B(RN), m) (car elle est continue, donc borélienne, et bornée). On définit alors
m(t) par :

Mm(t) = (2m)" > /e*”‘tdm(w). (10.4)
La fonction 1 (définie de RN dans C) s’appelle transformée de Fourier de m.

On rappelle que C,(RY,C) = {g € C(RY,C) t.q. sup,cgn |g(t)] < oo} et que Cy(RY, C) est un espace de
Banach quand il est muni de la norme de la convergence uniforme.

Proposition 10.7 Soit N > 1. Soit m une mesure signée sur les boréliens de RY. La fonction 1 appartient &
Cy(RN, C).

DEMONSTRATION : Le fait que 72 est bornée est simple. On utilise la décomposition de Hahn (proposition 2.6),
c’est-a-dire le fait que m = m* — m ™, ol m* sont deux mesure finies étrangéres. On remarque alors que, pour
toutt € RY, ona |m(t)| < |m|(RY) < 400, 0t |m| =m* +m~.

La fait que 77 est continue est une conséquence immédiate du théoréme de continuité sous le signe | (théoréme 4.9)
appliqué 2 la fonction (z,t) —+ e ~** (et avec les mesures finies m™). [ |

Comme pour la transformation de Fourier dans L', on peut se demander si 17 caractérise la mesure signée m et si
on peut retrouver m a partir de m. La proposition suivante s’intéresse a ces deux questions.

Proposition 10.8 Soit N > 1.

1. Soit m et yu deux mesures signées sur les boréliens de RYN. On suppose que v = fi. alors, m = .
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2. Soit m une mesure signée sur les boréliens de RY. On suppose que 1 € E%:(RN). Alors, m = fAn avec
f =m(—) p.p. (c’est-a-dire p.p. pour la mesure Ay ).

DEMONSTRATION : La démonstration de cette proposition fait 1’objet de ’exercice 10.5. n

Nous avons vu dans la section précédente qu’il y avait un lien entre les propriétés de décroissance de f a I’infini
et les propriétés de régularité de f (propositions 10.3, 10.4 et 10.5). Dans le méme esprit, on peut remarquer que,
si f est une fonction de R dans R, borélienne et intégrable, la continuité de f en 0 donne une précision sur la
convergence vers 0, quand a — 400, de f]_a,a[c[ | f(x)|dz. Nous donnons dans le lemme 10.1 cette précision dans
le cas plus général d’une mesure (positive) finie. Ce lemme permet de démontrer le théoréme 10.3 (lui-méme utile
pour démontrer le théoréme central limite, théoreme 10.4).

Lemme 10.1 Soit m une mesure (positive) finie (et non nulle) sur B(R). On pose M = m(R) et, pour t € R,
m(t) + m(—t)
t)=V2r—————.
P(t) = V2 5

(La fonction ) prend donc ses valeurs dans R, et méme dans [—M, M|, est continue en 0 et 1(0) = M.) On a
alors, pour tout a > 0,

2/a
m({e,la] > a}) < a / (M — (t))d.

DEMONSTRATION : On peut supposer M = 1 (il suffit, si M # 1, de remplacer la mesure m par la mesure m/M).
On remarque tout d’abord que pour tout¢ € R on a

7 + —t) = —1 et + eNYdm(z) = —2 cos(xt)dm(x
m(t) m( t) o /( ) ( ) o / ( t) ( )
et donc

P(t) =/]Rcos(xt)dm(m).

On en déduit bien que ¢ (t) € R, |¢(¢)| < 1etque 1(0) = 1.

Soita > 0,onpose e = 2/aetT = foa(l — 1)(t))dt. En utilisant le théoréme de Fubini-Tonelli (théoréme 7.2) on
obtient

T= /O (/Ru—cos(zt))dm(x))dt:/R(/:u—cos(xt))dt)dm(x) :/R(a— @)dm(z).

Mais, (¢ — @) =e(1-— %) > ¢e/2si|ex| > 2, ce qui est vrai si |z| > a car ea = 2. On a donc

T

B sin(ex) €
T= /]R(e — ——=)dm(z) > §m({x, |z| > a}).

Obtient donc, finalement,

2T
=<
9

5 2/a
Ja-va=a [ a- v
0 J0O

m({z, || > a}) <

(LI )

Ce qui est le résultat annoncé. u
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10.4 Transformation de Fourier dans /.

On aimerait ici définir la transformée de Fourier d’un élément de LZ(RY) = LZ(RY, B(R™), Ax). On rappelle
que I’espace L(%(RN ) est un espace de Hilbert et que le produit scalaire sur L(%(]RN ) est défini par (en notant
dt = dAn(t)):

(/)2 = / (gDt

1 est clair que la définition de f qu’on a donnée pour f € LE&(RY) ne s’applique pas pour un élément de L2 (R™Y).
Pour définir la transformée de Fourier d’un élément de LZ(R™), on va utiliser la densité de Sy dans LZ(RY)
(on peut montrer que Sy C L%(RN ), comme on a montré que Sy C L}C(RN )). On va d’abord remarquer que la
transformée de Fourier envoie Sy dans L2 (R”) et que c’est une isométrie pour la norme de LZ(RY). On utilisera
ensuite la densité de Sy dans L2 (RY) pour définir la transformée de Fourier des éléments de L2(RY).

Proposition 10.9 Soit N > 1 et f,g € Sy (on a donc, en particulier, f,g € LZ(RY)). Alors f.ge LA(RN) et
(f/9)2 = (f/9)2. En particulier, || f[|2 = || f]|2.

DEMONSTRATION : Soit f,g € Sy. Comme f, f € Sy C LE(RYN), on peut appliquer le théoréme d’inversion
(théoréme 10.1). 1 donne f = f(—-) et donc :

(/92 = [ F-tgtoae =) % | ( / 6”'tf(m)d.7:> a(t)dt.

On utilise maintenant le théoreme de Fubini (théoreme 7.3). Il s’applique car f ,g € Lé(RN ). On obtient :

e =en% [ ([ertgoa) iwa = [0ioan = i/

ce qui termine la démonstration. u

La proposition 10.9 permet de définir, par un argument de densité, la transformée de Fourier dans L%(RN ).

Théoréme 10.2 Soit N > 1. Il existe une application linéaire continue F de LZ(RY) dans LZ(RN) t.q. :

1. Si f € LLRN) N LA(RN), on a alors F(f) = f p.p..

2. Pour tout f,g € LZ(RN), ona (f/g)2 = (F(f)/F(g))2-

3. Pour tout f € LE(RN), ona f = F(F(f))(—).

4. F est une bijection de LZ(RY) dans LZ(RY).

Pour f EAL%(RN), F(f) s’appelle la transformée de Fourier de f. Compte tenu du premier item, on notera en

général, f la transformée de Fourier de f si f € LE(RYN) (et alors feCy(RN,C))ousif e LA(RYN) (et alors
f e LE®RY))

DEMONSTRATION : L’application f f est définie sur Sy, qui est un sous espace de LZ(RY), et prend ses
valeurs dans L%(RN ) (car Sy C L(%(]RN ), en confondant, comme d’habitude, un élément de L?C(RN ) avec I'un
de ses représentants). Comme cette application est linéaire, continue pour la norme de L%(RN ), et que Sy est
dense dans LZ(RY) (car Sy D C°(RY, C) et C(RY, C) est dense dans L2 (RY), voir le théoreme 8.4), on en
déduit que cette application se prolonge en une application, notée F, de LZ(R™) dans LZ(R™).
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Plus précisément, soit f € LZ(RY). Il existe (f,)nen C Sy t.q. fn — f dans LZ(RY) quand n — oo. La suite
(fn)nen est donc de Cauchy dans LZ(R”). La proposition 10.9 donne alors que la suite (f,)nen est donc aussi
de Cauchy dans L2 (R™). Elle converge donc dans L2 (R™). On aimerait définir F(f) comme étant la limite (dans

LZ(RY)) de la suite ( fr)nen. Ceci est possible a condition que cette limite ne dépende que de f et pas du choix

de la suite (f,)nen convergeant dans L2 (RY) vers f. Or, ce dernier point est facile car si (g, )nen est une autre

suite convergeant dans LZ(R™) vers f, ona || fn — gnll2 = [ fn — gnll2 = 0 quand 7 — co. On a ainsi défini F

de LZ(R") dans lui méme.

La linéarité de F découle immédiatement du fait que I’application f f est linéaire de Sy dans L%(RN ). Enfin,

soit f € LE(RN) et (fn)nen C Sy t.q. fn — f dans LZ(RY). La proposition 10.9 donne que || f,[|2 = || fxll2

pour tout n € N. En passant a la limite quend 7 — oo, on en déduit || F'(f)2 = || f||2- Ce qui prouve la continuité
de F' de LZ(RY) dans LZ(RY). On montre maintenant les 4 items du théoréme.

1. Soit f € LL(RY) N LZ(RY). En reprenant la démonstration du théoreme 8.4, il est facile de voir qu’Il existe
une suite (f,)nen C C(RY,C) t.q. fn — f dans LZ(RY) et LL(RY) lorsque n — 400 (car dans la
démonstration du théoreme 8.4, la suite construite pour converger vers f dans L” ne dépend pas de p). On en
déduit que f,, — f uniformément sur RY lorsque n — +oo (car f, — f dans LE(RY)) et que f, — F(f)
dans L?C(]RN ) lorsque n — +oo (car f,, — f dans L%(RN )) et donc que, apres extraction éventuelle d’une sous
suite, on peut supposer que f, — F(f) p.p. quand n — oco. On en déduit bien que f = F(f) p.p..

2. Soit f, g € LZ(RY). 1l existe deux suites (f,)nen C Sn €t (gn)nen C Sy t.q. fr — f, gn — g dans LE(RY).
La proposition 10.9 donne (fn/dn)2 = (fn/gn)2 pour tout n € N. En passant 2 la limite quand n — oo on
obtient bien (F/(f)/F(g))2 = (f/g)2.

3. Soit f € L2 Soit (fn)nen C Sy t.q. fn — f dans LZ(R™) quand n — oco. On a donc fn — F(f) dans
L2(RY), ce qui donne aussi f,,(—-) — F(f)(—-) dans L(RN) etdonc f(—-) — F(F(f))(—-) dans LZ(RN)
quand n — +o0. La proposition 10.6 donne f,, = . f{—) pour tout n € N. On en déduit donc (par unicité de
la limite dans L?) que f = F(F(f))(—) p.p-.

4. Linjectivité de F (de LZ(RY) dans LZ(RY)) découle du fait que | F(f)||2 = ||f||2 et que F est linéaire. La
surjectivité est une conséquence immédiate du troisieme item.

10.5 Résolution d’une EDO ou d’une EDP

On donne ici deux exemples simples d’utilisation de la transformation de Fourier pour la résolution d’une équation
différentielle (souvent notée EDO pour Equation Différentielle Ordinaire) ou d’une équation aux dérivées partielles
(souvent notée EDP pour Equation aux Dérivées Partielles).

Soit N >0, (ag, . -.,an) € RNl et g € S; (donnés). On cherche f € S; qui vérifie :
anfN () + ...+ arf'(x) + ao f(x) = g(x), pour tout z € R. (10.5)

Si f € &7 vérifie (10.5), elle vérifie nécessairement, par transformation de Fourier :

aNf/(-ﬁ) & +...+ alf’(t) +aof(t) = §(t), pour tout ¢ € R. (10.6)
c’est-a-dire : . . .
an @)V f(t) + ...+ aritf(t) + ao f(t) = §(t), pour tout t € R. (10.7)
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En posant p(t) = an (it)N + ...+ ayit + ag et en supposant que p ne s’annule pas sur R, on a alors :

fit) === (10.8)
Comme g € S et que p ne s’annule par sur R, on peut montrer que % € &;. En utilisant maintenant le théoreme
d’inversion, ou la proposition 10.6, on obtient :

f(t) = f(—t) = (%) (—t), pour tout t € R. (10.9)
On a donc montré que f est nécessairement donnée par (10.9). Réciproquement, il est facile de voir que la fonction
donnée par (10.9) est solution de (10.5), c’est donc 1’unique solution dans S; de (10.5) (en supposant que p ne
s’annule par sur R).

Soit N > 1, on cherche u : RN — R, de classe C? (c’est-a-dire deux fois continiment dérivable) t.q.
—Au(z) = 0, pour tout z € RV, (10.10)

Cherchons u € Sy (et donc Au € Sy) solution de (10.10). On a donc Au =0 (partout sur RY), c’est-a-dire
[t|?4(t) = 0 et donc 4(t) = 0, pour tout ¢ # 0. Comme i est continue, ceci entraine que @ = 0 (partout sur RY),
et donc u = 0. La fonction identiquement égale a 0 est donc la seule solution de (10.10) dans Sy.

On peut effectuer un raisonnement analogue si on cherche u de classe C2 et dans L2(R™V) (on peut aussi le faire
si u est seulement dans L2 (R™), il faut alors convenablement définir Aw). On obtient encore que la seule solution
de (10.10) est w = 0.

Par contre, ce résultat d’unicité n’est plus vrai si on ne demande pas a u d’étre de carré intégrable. En effet, les
fonctions constantes sont toutes solutions de (10.10) (et on peut montrer que ce sont les seules fonctions, de classe
C?et bornées, solutions de (10.10)).

10.6 Fonction caractéristique d’un vecteur aléatoire

Définition 10.4 Soit (0, A, P) un espace probabilisé, d > 1 et X un v.a. de dimension d. On appelle fonction
caractéristique de X la fonction de R? dans C définie par :

wx(u) = / eXudpP = E(eX), pouru € R,
Q

Dans la définition précédente, la fonction ¢*X* est bien intégrable sur  (pour tout v € R?) car la fonction
x — e est continue bornée de R¢ dans C. En notant px la loi de X, on remarque également que px =
(2m)4¥?px (—-). La section 10.3 donne alors quelques propriétés élémentaires de la fonction caractéristique d’un

v..a..

Proposition 10.10 Soit (2, A, P) un espace probabilisé, d > 1 et X un v.a. de dimension d. La fonction caracté-
ristique de X vérifie alors les propriétés suivantes :

1. Yx € Cb(Rd,C).

2. La loi de X est entierement déterminée par px (c’est-a-dire que si'Y est un autre v.a. de dimension d et que
(px = Py, On a nécessairement px = py ).
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3. Sipx € LE(RY, B(RY), \y), la loi de X a une densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur B(R?), c’est-
a-direpx = fAg, et:

flz) = (QW)fd/d f”""gpx(u)du? Ag-p.s. en x € R%.
R

DEMONSTRATION : Comme @x = (211)%2px (—-), le premier item est donnée par la proposition 10.7 (qui donne
px € Cb(Rd, (C))
Le deuxieme item est donnée par le premier item de la proposition 10.8.

Pour le troisiéme item, on remarque que le deuxiéme item de la proposition 10.8 donne px = fA; avec f =
px (=), ce qui donne \g-p.s.enz € R :

(@) = (27) 4 /R e ()t = (2m) /]R e ox (.

Les fonctions caractéristiques peuvent étre utilisées pour montrer 1’indépendance de v.a.r. (ou de v.a.). on donne
un exemple dans la proposition suivante.

Proposition 10.11 Soit (Q, A, P) un espace probabilisé, d > 1 et X1, ..., Xq dv.a.r. Alors, lesv.ar Xy,..., Xy

sont indépendantes si et seulement si on a px (u) = szl ©x, (uj) pour tout u = (u1,...,uq)" € RY, on X est
le v.a. de composantes X1, ..., Xg.
DEMONSTRATION : D’aprés le théoreme 9.2 les v.ar. Xq,..., Xy sont indépendantes si et seulement py =

px, ® ... px,. Par la proposition 10.8, ces deux mesures sont égales si et seulement si leurs transformées de
Fourier sont égales, c’est-a-dire si et seulement si :

px(u) = / e Ud(px, ®...® px,) pour tout u € R%.
Rd

d

1TU
Comme e = [[;_,

produit donne

e'®i% pour tout x = (x1,...,24)t et tout u = (uq,...,uq)?, la définition de la mesure

d
[ et w0 px) = [Tox, ()
R "
Jj=1

ce qui termine la démonstration de cette proposition. n

Il est intéressant aussi de connaitre le lien entre convergence en loi et convergence simple des fonctions caractéris-
tiques. Nous donnons ce lien dans le deuxiéme item du théoréme 10.3 (dfi a Paul Lévy).

Théoréme 10.3 (Convergence en loi et fonctions caractéristiques) Soit (2, A, P) un espace probabilisé, d > 1
et (X)) nen un suite de v.a. de dimension d.

1. On suppose que la fonction caractéristique de X,, converge simplement (quand n — 0o) vers une fonction @
continue en 0. Il existe alors un v.a. X t.q. X,, — X en loi, quand n — oc.

2. Soit X un v.a. de dimension d. Alors, X,, — X en loi, quand n — oo, si et seulement si px, (u) — @x(u),
quand n — oo, pour tout v € R,
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DEMONSTRATION : Le deuxi¢me item du théoréme est une conséquence facile du premier item. En effet, si
X, — X enloi, on a, bien sfir, px, (u) — @x(u) pour tout u € R? (car la fonction x +— €% est continue et
bornée de R dans C, pour tout u € R%). Réciproquement, on suppose que ¢y, (1) — px(u) pour tout u € R?.
Comme la fonction ¢ x est continue (et donc, en particulier continue en 0), le premier item donne que X,, converge
en loi vers un v.a. Y. Mais ceci donne que X et Y ont méme fonction caractéristique et donc méme loi. On en
déduit bien que X, tend vers X en loi.

Nous démontrons maintenant le premier item du théoreme 10.3. Cette démonstration se fait en deux étapes. Dans
la premiere étape on montre que la suite des lois des X, est tendue (on utilise ici le lemme 10.1 et la continuité de
). Puis dans la seconde étape on conclut griace a la proposition 9.6.

Etape 1. On montre dans cette étape que la suite des lois des X, est tendue. Pour cela, il suffit de montrer que la

suite des lois de chaque composante des X, est tendue. Soit donc i € {1,...,d} et (Xr(f))neN la suite des i-eme

composantes des X,,. On note m,, la loi de X,(Li) et, pour tout t € R,

Ualt) = 2oy (1) + o (1) = var D H Tn0)

Le lemme 10.1 donne alors, pour tout a > 0 etn € N.

2/a
ma({z, 2] > a}) < a / (1= (t))dt. (10.11)

Onay X (t) = ¢x, (te;) (ou e; est le i-eme vecteur de la base canonique de R), la fonction v, (t) converge

donc pour tout ¢ € R et sa limite est une fonction ¢ (de R dans R) continue en 0. Comme 1),,(0) = 1 pour tout
n € N, on a aussi ¢)(0) = 1.

Soit € > 0, comme ) est continue en 0 et ¢(0) = 1, il existe ag > 0 t.q. maXse(o,2/a0](1 — ¥ (t)) < &, et donc

2/ag
ao/ (1— (t))dt < 2e.
0

La fonction 1),, converge simplement vers ¢ et 0 < (1 — ¢,,) < 1 le théoréme de convergence dominée donne
donc

2/ag 2/ao
lim ag/o (lfwn(t))dt:ao/o (1= $(t))dt.

n— oo

Il existe donc ny t.q.

2/ag
n>mng = lim ao/ (1 — 4y (t))dt < 3e.
0

n—oo

Avec (10.11) on a donc
n > ng = my({z,|z| > ao}) < 3e.

D’autre part, en utilisant la continuité décroissante d’une mesure, pour tout n € {1,...,n9 — 1}, il existe a,, t.q.
my({x, || > an}) < 3e. En prenant @ = max{ag, a1, ..., an,—1} on adonc

my({z,|x| > a}) < 3¢ pour tout n € N*.

Ceci montre bien que la suite (m,,),en- est tendue et termine la premiére étape.

Etape 2. Dans cette seconde étape il suffit d’utiliser la proposition 9.6. Cette proposition nous donne 1’existence
d’une sous suite de la suite (X,,)nen+ €t d’un v.a. X t.q. cette sous suite tende vers X en loi. On en déduit, en
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particulier que px = . Il reste a montrer que toute la suite (X, )nen+ tend vers X en loi (et pas seulement une
sous suite). Pour le montrer, on raisonne par 1’absurde. Si la suite (X,,),cn+ ne converge pas en loi vers X, il existe
¢ € Cp(R%,R) t.q. E(¢(Xy) 4 E(¢(X). Tl existe donc & > 0 et une sous suite de la suite (X,,),en+, que nous
noterons aussi (X, ),en+ (pour ne pas alourdir les notations), t.q.

|E(¢(Xn)) — E(o(X))| > e (10.12)

Mais, la proposition 9.6 nous donne 1’existence d’une sous suite de cette sous suite et d’un v.a. Y t.q. la sous suite
de la sous suite tende vers Y en loi. Comme la convergence en loi donne la convergence simple des fonctions
caratéristiques (et que px, — ¢ simplement), on en déduit que ¢y = ¢ = ¢x.On adonc Px = Py. La sous
suite de la sous suite tend donc vers X en loi. En contradiction avec (10.12). On a bien ainsi montré finalement
que X,, = X enloi. n

On donne maintenant la fonction caractéristique d’un vecteur gaussien.

Proposition 10.12 Soit (2, A, P) un espace probabilisé.

1. Soit X une v.a.r. gaussienne. On note m son espérance (donc, m = E(X) € R) et 0 sa variance (donc,

0% = BE((X —m)?) > 0) de sorte que X ~ N(m,d?). On a alors :
; a2 .2
ox(u) =™ e =" pour tout u € R.

2. Soit d > 1 et X une v.a gaussien de dimension d. On note m son espérance (donc, m = E(X) € R%) et D
sa matrice de covariance (donc, D est une matrice symétrique, semi-définie positive, son terme a la ligne j et
la colonne k est donné par la covariance des composantes d’indices j et k de X) de sorte que X ~ N(m, D)
(proposition 9.11). On a alors :

. 1
ox(u) = ™ e 2D pour tour u € RY,

DEMONSTRATION : Soit X une v.a.r. gaussienne, X ~ A'(m,o?). On suppose tout d’abord que o> = 0, on a

alors X = m p.s. et donc, pour tout u € R, px(u) = €™, ce qui est bien la formule annoncée. On suppose

maintenant que o > 0, on a alors, pour tout v € R :

ox (1) = /R eimﬁexp (“;ﬁ) da.

r—m
a

Avec le changement de variable y = , on obtient :

. ) g2
rmmu Yyou 5

— e dy,
R \/27T Y

px(u)=e

. . —u2
ce qui donne px (u) = e“””ﬁw(au) avec P(t) = [, ¢W'e ™3~ dy pour tout t € R. Comme la fonction y — e¥’
est paire, on a aussi :

.2
P(t) = / cos(yt)e 3 dy, pour tout t € R.
R

Pour calculer (), on remarque que le théoréme de dérivabilité sous le signe intégrale s’ applique (théoreme 4.10)
et donne que 1 est de classe C'! et

H(t) = / (—y) sin(yt)e % dy.

252



En intégrant par parties cette derniére intégrale (en fait, on intégre par parties sur [—n, n] puis on fait tendre n vers
I’infini), on obtient :

2
P (t) = — / tcos(yt)e 2 dy = —t(t), pour tout t € R,
R

42 2 42
ce qui donne ¥ (t) = 1(0)e = . Comme (0) = [, e™2 dy = /27, on en déduit que ¥ (t) = v/2me = (pour

imu ,—

o242 . . ,
tout ¢ € R) et donc que px (u) = e"™" e~z , ce qui est bien la formule annoncée.

On suppose maintenant que d > 1 et que X estun v.a. gaussien. Soitu € R%. Ona px(u) = E(e™X %) = px.(1).
Pour connaitre ¢ x (u), il suffit donc de connaitre la fonction caractéristique de la v.a.r. X - w. Comme X est un v.a.
gaussien, la v.a.r. X - u est une v.a.r. gaussienne. Sa moyenne est E(X - u) = E(X) - u = m - u et sa variance est
(voir I’exercice 173) :

o2 =EB(X u—m-u)?) =Eu (X —m)(X —m)u) = u'Cov(X)u = u'Du.
On a donc, d’apres la premiére partie de cette démonstration (c’est-a-dire le cas d = 1),

. t
imew  — ¥ Du

ex(u) = pxu(l) =e™"e” 2,
ce qui est bien la formule annoncée (car u! Du = Du - u). [ ]

On montre enfin le théoréme central limite.

Théoréme 10.4 (Théoréme central limite) Soit (2, A, P) un espace probabilisé, d > 1 et (X,,)nen+ une suite
de v.a. de dimension d i.i.d.. On suppose que E(|X1|?) < oco. On pose E(X1) = m, D = Cov(X}) et, pour
n € N¥,

1 n
Y, = 7 ;(Xi —m).

La suite (Yy,)nen+ converge alors en loi vers tout v.a. Y dont la loi est la loi normale multidimensionnelle N'(0, D).
(Voir la définition 9.3 et la proposition 9.11 pour la définition de cette loi normale multidimensionnelle.)

DEMONSTRATION : D’apreés le théoréme 10.3 et la proposition 10.12, il suffit de montrer que, pour tout u € R¢,

_ul'Du
2

lim ¢y, (u) =e¢ ,
n—o0

ol @y, est la fonction caractéristique du v.a. Y,.
Soitu € R%. On a

v, () = B ) = B Zrm o) = (] evn o),
p=1

Les v.aa. X, (p = 1,...,n) étant indépendants et identiquement distribués, on a donc, par la proposition 9.9 (cette
proposition est écrite pour des fonctions a valeurs réelles mais elle s’étend a des fonctions a valeurs complexes en
décomposant les fonctions en parties réelles et imaginaires),

v, (u) = B(evaXimmien, (10.13)
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On pose z, = FE (eﬁ(xl _m)'u) et on calcule maintenant z,, en faisant un développement limité des fonctions cos
et sin. Il existe deux fonctions £ et e5 appartenant & Cp,(R, R) t.q. lim,_,o&;(z) =0,i = 1,2 et

22
cos(z) =1— 5 + 2%e1(z) et sin(z) = x + 2% ().

On en déduit que
/COS(T( —m)- )dP—l——/ (X, — m) - u)2dP
o [ (G0 - m)upa XF(Xl m) - u)dp,
et

) 1 1 1 2 L —-m)-u
/Qsm(%(Xl—m)-u)dP . (X1 m) - udP+H/Q((X1—m)-U) sz(ﬁ(Xl ) - u)dP.

Comme E(|X1]?) < +00, le théoréme de convergence dominée donne

1
lim /((X1 —m)-u)?ei(—=(X1 —m)-u)dP =0 pouri = 1,2.
Q

i In
D’autre part, on a
/((X1 —m)-u)?dP = / u' (X1 —m)(X1 — m)'udP = ut(/(Xl —m)(X; —m)'dP)u = u'Du.
Q Q Q

et
/(lem)-udP:(/(lem)dp)w;:o.
Q Q

t

En posant a = ,on a donc

! bn sin ! u ==
/QCOS(%(XH—W)'U)CUD:l—g,/Qb (\F(Xl m) - u)dP o

. . . a .
avec lim,, ;o b, = aetlim, o ¢, = 0. Enposant a,, = b, +ic,,onadonc z, = (1——) avec lim,, o, @, = a.
n
Avec (10.13), ceci donne

Qn
v, () = 25 = (1- 2y,

ulDu

Comme a € R, le lemme 10.2 donne le résultat, ¢’est-a-dire lim,,_,c vy, (u) = e * =€~z . L]

Lemme 10.2 Soit a € R et (ay,)nen une suite de nombres complexes t.q. lim,,_, o a,, = a. On a alors

: R Y —
nh_)n(lo(l n)fe .

DEMONSTRATION : Ce lemme est bien connu si a,, € R pour tout n € N. 11 suffit de remarquer que a,, < n pour
n assez grand et que lim,, oo n1n(1 — %”) = —lim,,_, o a, = —a. La difficulté est ici que a,, peut ne pas étre un
nombre réel.
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an

Onpose z, = 1—2ety, = 1— % Comme la suite (a,,)nen est bornée (car elle est convergente), il existe
M e Rtq.|a,| < M pourtoutn € N.Onadonc |z,| <1+ % (et aussi |y,| <1+ %). On a alors (en écrivant

o(1) — (0) = [ ¢'(t)dt avec ¢ € C*(R, C) définie par (1) = (tz, + (1 — £)yn)™)
1
22 - yﬁ = n(Zn — yn) / (tzn + (1 _ t)y”)”*ldt.
0

M
Comme [tz, + (1 — t)yn| < tlzn| + (1 —t)|yn| <1+ — < en (pour tout n € N), on en déduit que
n

21 =yl < |z —yule™ = |a — anle™.

On a donc limy, ;6 2y = limy, 00 Yy = limy o0 (1 — 2)" = 7%,

10.7 Exercices

10.7.1 Transformation de Fourier dans L'
Exercice 10.1 (Résultat partiel d’inversion de Fourier dans L') Corrigé 182 page 503
Soit H(t) = e~ !*I ¢ € R. On pose, pour A > 0 :
ha(z) = (2m) "2 / H(\t)e'™ dt, z € R. (10.14)
R

2 1 1
1. Montrer que hy(z) = (f)fm, et/ hx(z)dx = (2m)2.
™ T R

2. Soit f € LE(R, B(R), \), montrer que pour tout z € R, on a:
fxhy(z) = / H(\)f(t)e'™ dt. (10.15)
R

3. Soit g une fonction mesurable bornée de R dans C, continue en 0. Montrer que g x hy(0) — +/2mg(0) quand
A — 0. [Utiliser 1. et le théoréme de convergence dominée.]

4. Soit f € LL(R, B(R), \), montrer que :
If *hx —V2rf|1 — 0lorsque A — 0. (10.16)

[On pourra utiliser la continuité en moyenne et la question précédente avec g(y) = [ |f(z —y) — f(z)|dz.]

5. Déduire de ce qui précede le théoreme d’inversion de Fourier, théoreme 10.1.

Exercice 10.2 1. Calculer la transformée de Fourier de 1;_, ), @ € R. En déduire que L! n’est pas stable par
transformation de Fourier.

2. On pose g, = 1[_p ). Calculer f x g,, et montrer qu’il existe h,, € L'tq. by = f * gn. Montrer que la suite
f * gn est bornée dans C (R, R) alors que la suite h,, n’est pas bornée dans L. En déduire que la transformée
de Fourier n’est pas surjective de L! dans Cj.
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Exercice 10.3 Soit f € S, on pose L(f)(z) = f7(x) + zf(z).
1. Montrer que L(f) = 0 entraine f = 0.

2. Soit k € S, montrer que I’équation différentielle 1’ (t) = k(t) a une solution dans S si et seulement si [ k(¢)dt =
0.

3. Soit g € S, étudier I’existence et 1’unicité des solutions dans S de 1’équation L(f) = g. On pourra remarquer
que pour h € S,ona:
d o2 2y —ite ) it
i—(he "5 ) —t*(he "5 ) =ih'(t)e "5 .
dt

Exercice 10.4 On note L? I'espace LE(R, B(R), A).

1. Soient f,g € L', montrer que f§ € L', gf € L' et [ fgd\ = [ gfd\.

2. Soit B = [—3, ]. Montrer que 15 * 15(t) = (1 — [t|)T.

3. Onpose 6,, = (1 — %)*, n € N*. Déduire de la question précédente que :

A 4 sin®(%)

W (y) = —— , R.
(y) \/ﬁ nyg Vy €

[Se ramener a 0;...]

4. Soit f € L' N L™ tq. f(t) € R, pour tout t € R. On se propose de montrer que f € L* (et donc que le
théoreme d’inversion s’applique)

(a) On note p,, = 6,,f ; montrer que ¢, 1 f et [ ¢, d\*+ [ fd\ lorsque n — +oc.
(b) Montrer qu’il existe o > 0 indépendant de n tel que [ én(y)dy = ,Vn € N*. En déduire que f € L*.

10.7.2 Transformée de Fourier d’une mesure signée

Exercice 10.5 (Caractérisation de m par ) Corrigé 183 page 505
Soitd > 1.
1. Soit m et i deux mesures signées sur les boréliens de R%. On suppose que /i = ji.
(a) Soit ¢ € L{.(R?, B(R?), \4). Montrer que [ $dm = [ ¢dp.
(b) Montrer que [ @dm = [ @dyu pour tout ¢ € S(R?,C) (et donc pour tout p € C°(R%, R)).
(c) Montrer que m = u (On rappelle qu’une fonction de ¢ € C.(R? R) est limite uniforme de fonctions de
¢ € C(R%,R)).
2. Soit m une mesure signée sur les boréliens de R%. On suppose que 1 € AL%;(]R‘% B(R9), \q). Montrer que m
est la mesure de densité f par rapport a la mesure de Lebesgue avec f = m(—:).

10.7.3 Transformation de Fourier dans >

Exercice 10.6 On note ici f la transformée de Fourier, pour f € L' ou L?.

1. Soient f,g € S, Montrer que E = ﬁf*g.

2. Soient f, g € L2, Montrer que fg = \/%f* g.
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10.7.4 Fonction Caractéristique d’une v.a.r.

Exercice 10.7 (Calcul de fonctions caractéristiques)
Soit (2, A, P) un espace de probabilités et X une v.a. réelle. Calculer la fonction caractéristique ¢ x de X dans
les cas suivants :

1. X =aps.(a €R).
2. X ~ B(p) (loi de Bernoulli de paramétre p : P[X = 1] = p =1 — P[X = 0]).

3. X suit une loi exponentielle de parametre A (avec A > 0).

Exercice 10.8 (Loi normale et vecteur gaussien)

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé, d > 1 et X un v.a. de dimension d. Soit m € R¢ et D une matrice s.d.p.
(de taille d x d). Si X ~ N (m, D), ot N'(m, D) est définie par la définition 9.3, montrer que X est un vecteur
gaussien.

Exercice 10.9 (Vecteurs gaussiens et densité)

Soit (2, A, P) un espace de probabilités, d > 1 et X = (X1,..., X,4) un v.a. de dimension d.

On suppose que X est un vecteur gaussien (c’est-a-dire que Z?Zl a; X; suit une loi gaussienne pour tout aq, ...,
aq € R). On note m la moyenne de X et D la matrice de covariance de X . Montrer que la loi de X est de densité

par rapport  la mesure de Lebesgue (sur R?) si et seulement si D est inversible. Si D est inversible, montrer que
la loi de X est la loi A'(m, D) donnée dans la définition 9.3.

Exercice 10.10 (V.a. gaussiens, indépendance, covariance) Corrigé 184 page 506
Soit (€2,.A, P) un espace de probabilités, d > 1 et X = (X1,...,X4) un v.a. de dimension d.
1. On suppose ici que d = 2.
(a) On suppose que X; et X, suivent des lois gaussiennes et sont indépendantes, montrer que X est un vecteur
gaussien et que Cov(X7, X2) = 0.

(b) On suppose que X est un vecteur gaussien et que Cov(Xy, X5) = 0. Montrer que X; et Xo sont indépen-
dantes.

2. On suppose toujours d = 2. Donner un exemple pour lequel X; et X5 sont gaussiennes mais X n’est pas un
vecteur gaussien. [On pourra, par exemple, choisir (2, A, P) et X;, X5 de maniére a avoir Cov(X;, X5) =0
sans que X7, X» soient indépendantes, voir 1’exercice 4.44.]

3. On suppose que X est un vecteur gaussien et que les composantes de X sont indépendantes deux a deux. Montrer
que X1, ..., X4 sont indépendantes.

Exercice 10.11 (Suite de v.a.r.i.i.d. de Poisson) Corrigé 185 page 508

Soit (2,4, P) un espace de probabilité et X une v.a. de Poisson de parametre A (A > 0). On rappelle que,
P[X =k]= e"\;‘c—l:, pour tout k € N et que E[X] = A, Var[X] = \.

1. Calculer la fonction caractéristique ¢ x de X.

2. Soit (X,,)nen+ une suite de v.a. indépendantes et de Poisson de parametre \.
(a) Soit n > 1. Déduire de la question 1 laloidelav.a. Y, = 22:1 Xp.

(b) Utiliser le théoréme central limite pour démontrer que

e 1
e ™Y — — — quand n — oo.
272
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Exercice 10.12 (Sur les lois des grands nombres) Corrigé 186 page 509
Soit (£2, A, P) un espace probabilisé et X une v.a.r. dont la loi est la loi de Cauchy c’est-a-dire que Px = f ), avec
flx) = m pour z € R (on rappelle que A désigne la mesure de Lebesgue sur les boréliens de R).

1. Montrer que X n’est pas une v.a.r. intégrable.
2. Soit n € N*, montrer que P({|X| > n}) > L, ou {|X| > n} = {w € Q, | X(w)| > n}. [On pourra remarquer

— nm’
que 127 > 2 pour tout z > 1.]

3. Pour z € R, on pose g(z) = e~ *|. Montrer que

2

Tr2 = / e g(z)dx = V2mg(u) pour toutu € R.
R

En déduire que la fonction caractéristique de X, notée o x vérifie px (u) = e~ !l pour tout u € R. [On pourra
utiliser de théoréme d’inversion de Fourier qui donne § = g(—-) p.p. si ¢,§ € LL(R, B(R), \).]

On se donne maintenant une suite X, Xs,..., X,, ... de v.a.r.ii.d. et on suppose que la loi de X; (et donc de
tous les X,) est la loi de Cauchy. Pour n € N*, on pose :

4. Soit n € N*.
(a) Montrer que
vz, (u) = @}1(3) pour tout u € R.
n
(b) Donner la loi de Z,,.
5. Pour n € N*, on pose A,, = {|X,,| > n} et B, = Up>pA,. on pose aussi B = Npen+ By,

(a) Soit n € N*. En utilisant la question 2, montrer que

, . 1
Py = [T Peay) < LA~ ),
p2n p=n p
En déduire que P(B¢) = 0 et donc que P(B,,) = 1.

(b) Montrer que P(B) = 1. [Cette question est une conséquence de la question (a) mais elle peut aussi étre faite
directement en appliquant le lemme de Borel-Cantelli et la question 2.]

(c) Soit w € B. Montrer que X"T(“’) # 0 quand n — oo.
(d) Soit w € 2. Montrer que si la suite (Z,,(w)),en+ converge vers une limite finie on a alors

- Xn(w)

n—o0 n

=0.

[Ecrire X,, en fonction de Z,, et Z,,_1.]

(e) Déduire des trois questions précédentes que la suite (Z,, ), en+ ne converge pas p.s. vers une limite finie quand
n — oo.
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6. Pour tout n € N*, montrer que
U, + Vi,

Zon — Zin = nT»
ou U, et V, sont deux v.a.r. indépendantes, de loi de Cauchy.
En déduire que la suite (Z,,),en+ ne converge pas en probabilité.

7. Pour quelles raisons ne peut-on appliquer, a la suite (Z,,),en+, les lois forte et faible des grands nombres ?

Exercice 10.13 (Sur la loi d’un vecteur aléatoire)

Soit (€2,.A, P) un espace de probabilité et X un v.a. de dimension d. Montrer que la loi de X est uniquement
déterminée par la donnée des lois de toutes les var. a - X, a € R4, |a] = 1. [On pourra utiliser la fonction
caractéristique de X .]

Exercice 10.14 (Limite en loi de Gaussiennes)

Soit (€2, A, P) un espace de probabilité, X une v.a.r. et (X, ),ecn une suite de v.a.r. gaussiennes. On suppose que
X, tend en loi vers X, quand n — oco. On note m,, I’espérance de X, et JZ la variance de X, (avec o,, > 0). Si
opn > 0,lav.ar X, adonc pour loi une loi dont la densité par rapport a la mesure de Lebesgue est

1 _(z=mm)?

falz) = N e % pourx € R.

Sio, =0, laloide X, estdy,,,.

Si Z est une v.a.r., on note ¢z la fonction caractéristique de Z (on rappelle que ¢z est une fonction continue de R
dans C et que pz(0) = 1). On rappelle que la fonction caractérisitique de X, est

LA
vx, (t) = e 1 gimnt pour t € R.

1. Soit Z une v.a.r.. Montrer qu’il existe ¢ € R* t.q. |pz(t)| > 0.

2. Montrer que la suite (02),cn est convergente dans R. [On pourra utiliser la convergence de |px, ()| vers
|ox (t)] pour ¢ bien choisi.]

3. Calculer P({X,, > m,}) et P({X,, < m,}) et en déduire que la suite (m,,),cn est bornée. [On pourra utiliser
le fait que la suite (Px,, )nen est tendue, d’apres la proposition 9.5.]

4. Montrer que la suite (m,, ) en est convergente. En déduire que X est une v.a.r. gaussienne.

Exercice 10.15 (Caractérisation de X = 0 p.s.)

Soit (2, A, p) un espace probabilisé. Si Z est une v.a.r., on note ¢, la fonction caractéristique de Z, c’est-a-dire
0z(t) = E(e'?t) pour tout t € R.

1. Soit X une variable aléatoire réelle et a > 0. On suppose que ¢ x (t) = 1 pour tout ¢ € [—a, a].

(a) Montrer que, pour tout ¢t € [—a, al, / [1 —cos(tX(w))]dp(w) = 0.
Q
(b) Montrer que X = 0 p.s..

2. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes.
(a) Montrer que px+y = PxPy-
(b) On suppose maintenant que X + Y et Y ont méme loi. Montrer que X = 0 p.s..

Exercice 10.16 (Indépendance et variables gaussiennes)
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Soit (€2, A, p) un espace probabilisé et X, Y deux v.ar.iid.tq. E(X)=0et Var(X) = 1.

On rappelle une caractérisation de 1’indépendance avec les fonctions caratéristiques, donnée dans la proposi-
tion 10.11 : Soit Z;, Z> deux v.a.r., on note Z le v.a. (de dimension 2) dont les composantes sont Z; et Zs.
Les v.a.r. Z; et Z, sont indépendantes si et seulement si les fonctions caratéristiques de Z, Z; et Z, (notées ¢z,
wz, et @z,) vérifient @z (u1,u2) = @z, (u1)@z, (u2) pour tout u, us € R.

1.

6.

On suppose dans cette question que X et Y sont des v.a.r. gaussiennes. Montrer que X + Y et X — Y sont
des v.a.r. indépendantes. [On pourra utiliser le rappel.]

On suppose maintenant, pour toute la suite de 1’exercice, que X + Y et X — Y sont indépendantes. Le but
des questions suivantes est de démontrer que X et Y sont des variables gaussiennes. On note toujours @ x la
fonction caractéristique de X.

. Montrer que lim,_,o 2=2x®) = 3. [Utiliser E(X) = 0, Var(X) = 1 et un développement limité des

t
fonctions cos et sin.]

. Montrer que px(2t) = @x(t)20x(—t) pour tout t € R [Utiliser I'indépendance de X + Y et X — Y.

Montrer que ¢ x () # 0 pour tout ¢ € R.

k
. Soit p(t) = 22U Montrer que p(t) = p(t/2%)2" pour tout ¢ € R et tout k € N. Montrer que p(t) = 1

ox(-t)°
pour tout ¢ € R [utiliser la question 2]. Montrer que ¢ x prend ses valeurs dans R .

. Montrer que px (t+ 8)px(t — s) = px(t)%¢x(s)? pour tout t, s € R. En déduire que ¢ x (nt) = gax(t)”z

pour tout £ € R et toutn € N.

Montrer que X (et donc aussi Y') est une v.a.r. gaussienne.

Exercice 10.17 (Un exemple...)
Soit (€2, .A, P) un espace de probabilité et (X, Y) un couple de variables aléatoires réelles, a valeurs dans [—1, 1]2.
On suppose que la loi de ce couple a une densité f par rapport a la mesure de Lebesgue (sur B(R?)) avec :

1+ zy(z? — y?)

fx,y) = 1

1[—1,1]2(I7y)7 (Ivy)t € RQ'

1. Montrer que les lois des v.a. X et Y ont des densités par rapport a la mesure de Lebesgue (sur B(R)). Calculer
ces densités. X et Y sont-elles indépendantes ?

2. Calculer les espérances de X, Y et XY'. Que vaut cov(X,Y) ?
3. Calculer les fonctions caractéristiques de X, Y et X + Y.
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Chapitre 11

Espérance conditionnelle et martingales

11.1 Espérance conditionnelle
Nous commencons par définir I’espérance conditionnée par une tribu.

Définition 11.1 Soir (2, A, P) un espace probabilisé, X une v.a.r. intégrable et B une tribu incluse dans A. On
appelle “Espérance, conditionnée par B, de X" ou “Espérance conditionnelle de X par rapport a B" I’ensemble
des applications Z de Q) dans R, B-mesurable, intégrable et t.q. :

E(ZU) = E(XU) pour toute application U de §) dans R, B-mesurable, bornée. (11.1)

On note E(X|B) cette espérance conditionnelle (c’est donc un ensemble de fonctions). (Noter que dans (11.1), les
applications ZU et XU sont bien des v.a.r. intégrables).

Cette définition peut sembler un peu abrupte. On montrera dans la proposition 11.1 que, sous les hypotheses de la
définition 11.1, I’espérance conditionnelle existe, ¢’est-a-dire que I’ensemble E (X |B) est non vide, et que F (X |B)
est “unique”, ceci signifiant que si Z1, Zo € E(X|B) , on a nécessairement Z; = Zs p.s..

L’ensemble E(X|B), défini dans la définition 11.1, est une ensemble de v.a.r. (car Z B-mesurable implique Z A-
mesurable) mais, en pratique, on confond cet ensemble avec ’'un de ces éléments (comme on confond un élément
de LP avec I’un de ses représentants). Si Z est une v.a.r. B-mesurable intégrable et t.q. E(ZU) = E(XU) pour
toute v.a.r. U B-mesurable bornée, on écrira donc Z = E(X|B) p.s. au lieu d’écrire Z € E(X|B).

Avant de démontrer I’existence et I’unicité de I’espérance conditionnelle, donnons quelques exemples simples. Soit
(Q, A, P) un espace probabilisé et X une v.a.r. intégrable. Prenons tout d’abord B = {(), Q}. Il est alors facile de
voir (exercice 11.1) que E(X|B) est réduit a un seul élément et que cet élément est la fonction constante et égale
aE(X).

Soit maintenant A € At.q.0 < P(A4) < let B = {0, A, A°,Q} (qui est bien une tribu incluse dans .A). On peut
ici montrer (exercice 11.1) que F(X|B) est aussi réduit & un seul élément et cet élément est la fonction Z définie
par :

E(X1y4)

P(A)

E(X14)
P(A°)

Z= 1a Lye.

La quantité Eg((j‘;‘) s’appelle “espérance de X sachant A". On a ainsi fait le lien entre “espérance de X sachant

un événement" et “espérance de X par rapport a une tribu" (ou “selon une tribu").
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Dans les deux exemples précédents, I’ensemble E(X|B) était réduit a un seul élément. Voici maintenant un
exemple ot E(X|B) n’est pas réduit a un seul élément. On prend B € A t.q. P(B) = 1 et B¢ # () (c’est le
cas, par exemple, si P est une mesure diffuse, que .4 contient les singletons et que B¢ est formé d’un nombre fini
ou dénombrable de points de 2). On prend encore B = {0}, B, B¢, Q}.Poura € R, on pose Z, = E(X)1g+alge.
On peut alors montrer (exercice 11.2) que E(X|B) = {Z,, a € R}. L'ensemble E(X|B) n’est donc pas réduit a
un élément.

On montre maintenant 1’existence et I’unicité de I’espérance, conditionnée par une tribu, d’une v.a.r. intégrable.

Proposition 11.1 Soit (2, A, P) un espace probabilisé et B une tribu incluse dans A. Soit X une v.a.r. intégrable.
Alors :

1. (Existence) E(X|B) # (.
2. (Unicité) Zl, oy € E(XlB) = 71 =2y p.S..

DEMONSTRATION : On démontre d’abord 1’unicité de E(X|B). Puis, on démontre I’existence de E(X|B) si X
est de carré intégrable, puis 1’existence si X est positive (et intégrable) et enfin 1’existence si X est seulement
intégrable. En fait, la partie “existence si X est de carré intégrable" est inutile. Elle n’est pas utilisée pour la suite
de la démonstration mais elle est éventuellement intéressante pour la compréhension de I’espérance conditionnelle.
Unicité. Soit Z1, Z2 € E(X|B). On pose U = sign(Z; — Z) (on rappelle que la fonction sign est définie par
sign(s) = —1sis < 0,sign(s) = 1sis > 0 et (par exemple) sign(0) = 0). Comme la fonction sign est
borélienne de R dans R et que (Z; — Z3) est B-mesurable, la fonction U est bien B-mesurable. Elle est aussi
bornée, on a donc en utilisant 11.1 avec Z = Zy et Z = Zy, E(XU) = E(Z1U) et E(XU) = E(Z5U). Ceci
donne E((Z, — Z3)U) = 0 etdonc E(|Zy — Z3|) = 0. On en déduit Z; = Z3 p.s..

Existence si X est de carré intégrable. On note Pg la restriction de P (qui est une mesure sur .4) a 3 (tribu
incluse dans .4). La mesure Pg est donc une probabilité sur 5. On note H I’espace de Hilbert Lﬁ{(Q, B, Pg) et,
pour V € H, on pose :

T(V) = /Q XVdP.

Il est clair que 7'(V') est bien définie. En étant précis, on remarque que 7'(V) = [, XvdP, ov v € L3 (2, B, Pg)
est un représentant de V' (et cette quantité ne dépend pas du représentant choisi). C’est pour définir 7' que nous
avons besoin que X soit de carré intégrable.

L’application 7" est linéaire continue de H dans R (eton a | T']| < ||X]|2). On peut donc appliquer le théoreme de
Riesz dans les espaces de Hilbert (théoréme 6.9), il donne ’existence de Z € £2(12, B, Ps) t.q. :

T(V) = /Q ZVdP pourtout V € H. (11.2)

Comme Z € L£2(Q, B, Pg), 1a fonction Z est bien B-mesurable et intégrable (elle est méme de carré intégrable).
On montrer maintenant que Z vérifie (11.1) (et donc que Z € E(X|B)). Soit U une application B-mesurable
bornée de 2 dans R. On a U € £2(1, B, Pg), on peut donc utiliser (11.2) avec pour V' la classe de U et on obtient

EXU)=T(V)= / ZVdP = E(ZU).
Q
L application Z vérifie donc (11.1). ce qui prouve que Z € E(X|B).
Plus précisément, un développement du raisonnement ci avant (que les courageux peuvent faire) permet d’inter-

préter I'application X + E(X|B) comme I’opérateur de projection orthogonale de L?((2, A, P) dans le sous
espace vectoriel fermé formé a partir de L2(€2, B, Pg).
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Existence si X est positive et intégrable. On utilise ici le théoréme de Radon-Nikodym (théoréme 6.11, qui se
démontre d’ailleurs avec le théoreme de Riesz dans les espaces de Hilbert, théoreme 6.9). On note toujours pg la
restriction de P a B (de sorte que Pg est une probabilité sur 5).

Pour B € A, on pose m(A) = fﬂ X1 4dP. On définit ainsi une mesure finie, m, sur A, c’est la mesure de densité
X par rapport a P. On note maintenant mp la restriction de cette mesure  la tribu 3. La mesure mg est absolument
continue par rapport a la mesure Pg (car B € B, Pg(B) = 0 implique que P(B) = 0 et donc X1 = 0 p.s. et
donc m(B) = 0 et donc mp(B) = 0). Le théoreme de Radon-Nikodym (théoréme 6.11) donne alors 1’existence
de Z, B-mesurable positive, t.q. mp = Z Pg (c’est-a-dire que mp est la mesure sur 5 de densité Z par rapport a
Pg).

La fonction Z est intégrable car [, ZdP = [, ZdPp = mp(2) = m(Q) = E(X) < +oo (et E(Z) = E(X)). 1l
reste & montrer que Z vérifie (11.1) (ce qui donnera que Z € E(X|B)). On remarque tout d’abord que E(Z1p) =
fQ Z1pdP = mp(B) = jﬂ X1pdP = E(X1p) pour tout B € B. Par linéarité positive, on a donc, pour toute
fonction B-étagée positive,

E(ZU):/ZUdP:/ZUdPB:/Udm:/UXdP:E(XU). (11.3)
Q Q Q Q

Par convergence monotone, on en déduit alors que (11.3) est encore vraie pour toute fonctions B-mesurable po-
sitive. Enfin, en utilisant U = U™ — U~ (et en remarquant que ZU et XU sont intégrables), on conclut que
(11.3) est vraie pour toute fonction U B-mesurable bornée de {2 dans R. (On a ici repris un argument vu dans la
remarque 6.22.) L’application Z vérifie donc (11.1). Ce qui prouve que Z € E(X|B).

Existence si X est seulement intégrable. Comme les fonctions X et X~ sont positives et intégrables, il existe
7y € E(XT|B)et Zy € E(X™|B). Onpose Z = Z1 — Zy. Lapplication Z est B-mesurable et intégrable (car Z;
et Z le sont) et, pour tout fonction U B-mesurable bornée, on a :

E(ZU) = E(Z,U) — E(Z,U) = E(XTU) — BE(X~U) = E(XU).
L application Z vérifie donc (11.1). Ce qui prouve que Z € E(X|B). [

Soit (£2,.4, P) un espace probabilisé et B une tribu incluse dans .A. On a défini I’espérance, conditionnée par
B, d’une v.a.r. intégrable. On va maintenant montrer qu’on peut étendre la définition a des v.a.r. qui ne sont pas
intégrables mais qui sont positives (la démonstration est déja essentiellement dans la démonstration de la propo-
sition 11.1). Pour cela, on va commencer par donner une “p.s.-caractérisation" de E(X|B)" lorsque X est une
v.a.r. positive et intégrable. Cette caractérisation n’utilisant pas 1’intégrabilité de X on aura ainsi une définition de
E(X|B) lorsque X est une v.a.r. positive. Ceci est fait dans la proposition 11.2 et la définition 11.2.

Proposition 11.2 Soit (2, A, P) un espace probabilisé et B une tribu incluse dans A.

1. Soit X une v.a.r. intégrable positive. Alors, Z € E(X|B) si et seulement si 7 est B-mesurable, intégrable, > 0
p.s.ett.q.:

E(ZU) = E(XU), (11.4)
pour toute application U de Q) dans R, B-mesurable et positive.

2. Soit X une v.a.r. positive. On note E(X|B) I’ensemble des applications B-mesurables positives vérifiant (11.4).
On a alors :

(a) (Existence) E(X|B) # (.
(b) (Unicité) Zy, Zo € E(X|B) = Zy = Zy p.s..
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DEMONSTRATION : On commence par montrer le premier item. Si Z € E(X|B), la fonction Z est bien B-
mesurable intégrable et vérifie (11.1). Elle vérifie donc (11.4) en ajoutant “U bornée". Pour montrer que Z > 0
p.s.,onprend U = 1p avec B = {Z < 0} (U est bien B-mesurable bornée). On obtient £(ZU) = E(XU) > 0.
Comme ZU < 0, on a donc ZU = 0 p.s. et donc Z > 0 p.s.. Enfin, pour montrer que Z vérifie (11.4) (c’est-a-
dire avec U B-mesurable positive mais non nécessairement bornée), il suffit d’utiliser le théoréme de convergence
monotone (théoréme 4.2) en introduisant U,, = Ulp, avec, pourn € N, B,, = {U < n}.

Réciproquement, si Z est 3-mesurable, intégrable, > 0 p.s. et vérifie (11.4), il est facile de voir que Z vérifie (11.1).
En effet, si U est B-mesurable bornée, on utilise (11.4) avec les parties positive et négative de U pour obtenir (11.1).
Donc, Z € E(X|B).

On montre maintenant le deuxieme item de la proposition.

Existence. On reprend la démonstration de la proposition 11.1. On rappelle que pp est la restriction de P a B,
m = X P (c’est-a-dire la mesure de densité X par rapport a P) et mp est la restriction de m a 3. La mesure mp
est absolument continue par rapport a la mesure Pg. La mesure m n’est pas finie si X n’est pas intégrable. On ne
peut donc pas appliquer directement le théoréme 6.11 (qui demande que mp soit finie). Pour résoudre cette petite
difficulté, on pose, pour n € N m,, = X1(,<x<ns1} (qui est une mesure sur A) et m,, 5 sa restriction B. La
mesure m, g est absolument continue par rapport a la mesure Pp et est finie. Le théoréme de Radon-Nikodym
donne alors I’existence de Z,,, B-mesurable positive, t.q. m, g = Z,Pg. On pose alors Z = ZnG_N Zn. La
fonction Z est B-mesurable positive, il reste & montrer que Z vérifie (11.4) (ce qui donnera que Z € E(X|B)).
Soit U une application 3-mesurable positive de €2 dans R. Pour tout n € N, on a

B(Z,U) = / Z,UdP = / Z,UdPg = / Udmi, g = / UX1{p<xeni1ydP.
Q Q Q Q

En sommant cette derniere égalité pour n € N, on obtient (par le corollaire 4.1 sur les séries a termes positifs)
E(ZU) = E(XU).

L’application Z vérifie donc (11.4). Ce qui prouve que Z € E(X|B).

Unicité. Soit Z1, Z, € E(X|B). prenons U = (sign(Z; — Z2))" (qui est bien B-mesurable et positive). On
a donc, par (11.4), E(Z1U) = E(Z2U) = E(XU), mais on ne peut rien en déduire car il est possible que
E(XU) = +o0. On va donc modifier 1égérement U. Soit n € N*. On pose B, = {Z1 < n} N{Zy < n} et
U,, = Ulpg, . La fonction U, est encore B-mesurable et positive et (11.4) donne E(Z,U,,) = E(Z;U,). Comme
0 < E(Z1U,) = E(Z,U,) < n,onen déduit E((Z1 — Z3)U,,) = 0. Mais, (Z, — Z5)U,, > 0. En faisant tendre
n vers I'infini, le théoréme de convergence monotone (théoréme 4.1) donne E((Z — Z3)U) = 0, c’est-a-dire
E((Z1 — Z3)™) = 0 etdonc Z; < Zs p.s.. En changeant les roles de Z; et Z; on a aussi Z3 < Z; p.s.. D’ou
Z1 = Zs p.s.. [ ]

Définition 11.2 Soir (2, A, P) un espace probabilisé, X une v.a.r. positive et B une tribu incluse dans A. On
appelle “Espérance, conditionnée par B, de X " ou “Espérance conditionnelle de X par rapport a B") I’ensemble
des applications Z de Q dans R, B-mesurable, positive et t.q. :

E(ZU) = E(XU), (11.5)

pour toute application U de §) dans R, B-mesurable et positive.

On note E(X|B) cette espérance conditionnelle (c’est donc un ensemble de fonctions). (Noter que dans (11.1),
les applications ZU et XU sont bien des v.a.r. positives, leur intégrale sur Q) est donc bien définie et appartient a
Ry).
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La proposition 11.2 nous donne ’existence et I’unicité (p.s.) de I’espérance conditionnelle lorsque X est une
v.a.r. positive. Sous les hypothéses de la définition 11.2, si X est de plus intégrable, on a donc deux définitions
de I’espérance conditionnelle de X par rapport 2 B, notée E(X|B) et E(X|B). La proposition 11.2 montre que
7, € E(X|B) et Zy € E(X|B) implique Z; = Z5 p.s.. En pratique, comme on confond E(X |3) avec I’un de ces
éléments et £/(X|B) avec 1’un de ces éléments, on a donc E(X|B) = E(X|B) p.s.. Il est donc inutile de conserver
la notation £(X|B) et on conservera la notation F(X|B) dans les deux cas, c’est-a-dire “X v.a.r. intégrable" et
“X v.a.r. positive".

Nous donnons maintenant quelques propriétés de 1’espérance conditionnelle.

Proposition 11.3 Soit (2, A, P) un espace probabilisé, B une tribu incluse dans A et X une v.a.r.. Soit p €]1, 0]
et g le nombre conjugué de p (i.e.q = p/(p—1) sip < +ooetq = 1sip = o). On suppose que X € L5 (2, A, P).
Soit Z € E(X|B). Alors, Z € LE(Q, A, P) et E(ZU) = E(XU) pour toute application U (de X dans R) B-
mesurable t.q. |U| soit intégrable.

zes 2

DEMONSTRATION : La démonstration fait partie de 1’exercice 11.6. En fait, le cas p = 2 a déja été vu dans la
démonstration de la proposition 11.1. u

Proposition 11.4 (Inégalité de Jensen généralisée)
Soit (2, A, P) un espace probabilisé, B une tribu incluse dans A et X une v.a.r. de carré intégrable. Soit © une
fonction convexe de R dans R. On suppose que p(X) est intégrable. On a alors E(p(X)|B) > ¢(E(X|B)) p.s..

DEMONSTRATION : D’apres le lemme 11.1, comme ¢ est convexe, il existe ¢, fonction croissante de R dans R (et
donc fonction borélienne de R dans R) t.q., pour tout ,a € R, p(x) — p(a) > c¢(a)(x — a).

Soit Z € E(X|B). On a donc pour tout w € 2 :
P(X(w)) = p(Z(w)) Z c(Z(w)) (X (w) = Z(w))- (11.6)

On aimerait intégrer cette inégalité sur un élément (bien choisi) de B mais cela n’est pas possible car les v.a.r. p(Z)
et ¢(Z)(X — Z) peuvent ne pas étre intégrables (bien que Z et X soient intégrables). Pour p € N*, on introduit
donc A, = {|Z] < p} de sorte que les v.ar. 14,¢(2)(X — Z) et 14,¢(Z) sont intégrables (noter que c(Z) est
bornée sur A,, car c est croissante). On pose aussi A = {E(¢(X)|B) — ¢(Z) < 0} et B, = A, N A. Soit p € N*,
I'inégalité (11.6) donne 15, (¢(X) — ¢(Z)) > 1p,¢(Z)(X — Z) et donc, en intégrant sur ) :

J;

Comme Z et E(p(X)|B) sont B-mesurables, on a B, € B (et donc 1, est B-mesurable). On a aussi ¢(Z)
B-mesurable (car c est borélienne) et donc 1 ch(Z ) B-mesurable. On en déduit :

(p(X) —(Z))dP > / (Z) (X — Z)dP. 11.7)

P BP

/ o(Z)(X — Z)dP = E(1p,c(Z)(X — Z)) = 0 (car Z € E(X|B)),
B

P

et
/B (p(X) = ¢(2))dP = E(1p,(p(X) = ¢(2))) = E (15,(E(p(X)|B) - ¢(2))) .

P

Avec (11.7), on en déduit :
| @B - e(z)aP > 0.

P
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Comme E(¢o(X)|B) —¢(Z) < 0sur B, (car B, C A), onadonc P(B,) = 0etdonc P(A) = P(Upen+B,) = 0.
Ce qui donne bien E(p(X)|B) > ¢(Z) p.s.. n

Lemme 11.1 Soit ¢ une fonction convexe de R dans R, il existe alors c, fonction croissante de R dans R (et donc
fonction borélienne de R dans R) t.q., pour tout x,a € R, p(x) — ¢(a) > c(a)(z — a).

DEMONSTRATION : Si ¢ est dérivable sur R, la fonction ¢ existe et est unique, elle est donnée par ¢ = ¢’.

Lexistence de c est 1égérement plus difficile si ¢ n’est pas dérivable sur tout R (et on perd I'unicité de c).
Soit a € R, on considere le fonction b, : z +— w qui est définie sur R\ {a}. La convexité de ¢ permet de
montrer que h, est croissante (c’est-a-dire que z,y € R\ {a}, z > y = hy(x) > hy(y)). La fonction h, a donc
une limite a gauche (et a droite) en tout point, y compris au point a. On pose (par exemple) :
= i ha(x).
oa) =, fim_ ha(a)

Il est facile de vérifier que la fonction c ainsi définie est croissante de R dans R et vérifie, pour tout z,a € R,
p(x) = p(a) = c(a)(z — a). .

On défnit maintenant I’espérance conditionnelle par rapport a une v.a.r. ou un v.a.

Définition 11.3 Soir (12, A, P) un espace probabilisé et X une v.a.r. (ou un v.a. de dimension d, d > 1). Soit Y’
une v.a.r. intégrable ou une v.a.r. positive. On appelle “Espérance, conditionnée par X, de Y" ou “Espérance
conditionnelle de Y par rapport & X" (ou “Espérance conditionnelle de Y sachant X ") I’ensemble E(Y|o (X)),
ou o(X) est la tribu engendrée par X. On note E(Y | X) cette espérance conditionnelle, de sorte que E(Y|X) =
E(Y|o(X)). (L'ensemble E(Y|X) est donc un ensemble de v.a.r. et, comme d’habitude, on confond E(Y|X) avec
l'un de ces éléments.)

Pour caractériser E(Y|X) (sous les hypotheses de la définition 11.3) et pour calculer cette espérance condition-
nelle, on utilise, en général, le théoreme 3.1 que nous rappelons sous une forme 1égérement plus précise (donnée
dans la démonstration du théoréme 3.1).

Théoréme 11.1 (Y mesurable par rapport a X) Soit (2, A, P) un espace probabilisé et X, Y deux v.a.r. On
note o(X) la tribu engendrée par X. Alors :

— Lav.a.r. Y est o(X)-mesurable si et seulement si il existe f, fonction borélienne de R dans R, t.q. Y = f(X).
— Lava.rY est o(X)-mesurable bornée si et seulement si il existe f, fonction borélienne bornée de R dans R,

tq. Y = f(X).
— Lav.a.r'Y est o(X)-mesurable positive si et seulement si il existe f, fonction borélienne positive de R dans R,

tq. Y = f(X).

DEMONSTRATION : La démonstration de ce théoréme est donnée dans la démonstration du théoréme 3.1.

Voici une conséquence immédiate de ce théoreéme, utilisée pour calculer E(Y|X)

Proposition 11.5 (Calcul de E(Y'|X))  Soir (2, A, P) un espace probabilisé et X, Y deux v.a.r. Soit Z une
application de 2 dans R.

1. On suppose que Y est intégrable. Alors, Z € E(Y|X) si et seulement si il existe 1 application borélienne de R
dans Rt.q. Z = (X), (X) est intégrable et

E@(X)e(X)) = E(Ye(X)), (11.8)

pour toute application ¢ de R dans R, borélienne bornée.
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2. On suppose que Y est positive. Alors, Z € E(Y|X) si et seulement si il existe 1) application borélienne positive
deRdansR t.q. Z = (X)) et

E@(X)p(X)) = E(Yp(X)), (11.9)

pour toute application ¢ de R dans R, borélienne positive.

DEMONSTRATION : La démonstration est une conséquence facile du théoréme 11.1. n

La conséquence de la proposition 11.5 est que (sous les hypoteses de la proposition) 1’on cherche E(Y|X) sous
la forme d’une fonction (X)) (avec ¢ de R dans R) vérifiant (11.8) (ou (11.9)). On raisonne, en général, par
“condition nécessaire sur 1" et, comme on sait que E(X|Y) existe, il est méme inutile de vérifier que la fonction
1(X) que ’on trouve (qui est, en général, définie p.s.) est bien intégrable (ou positive).

La proposition 11.5 montre également que (sous les hypoteses de la proposition 11.5) la fonction Y est une fonction
de X (c’est-a-dire Y = (X)) pour un certain ¢ de R dans R) si et seulement si £(Y|X) = Y. Pour montrer
que la v.a.r. Y est une fonction d’une autre v.a.r. X, il suffit donc de montrer que E(Y|X) = Y. En comparaison,
le calcul de la covariance entre X et Y (aprés “normalisation") s’intéresse seulement a 1’existence ou non d’une
dépendance affine de Y en fonction de X. Voir, a ce propos, I’exercice 11.14.

Remarque 11.1 (Deux propriétés de I’espérance conditionnelle) Voici deux propriétés qui nous serons utiles
dans la section suivante. Soit (€2, .4, P) un espace probabilisé, B une sous tribu de A et X une v.a.r. intégrable.

1. Soit V' une v.a.r. B-mesurable bornée. On a alors E(XV |B) = VE(X|B) p.s.. (Voir I’exercice 11.4.)

2. On suppose que o(X) et B sont des tribus indépendantes. On a alors E[X|B] = E[X] p.s.. En particulier, si
Y est une v.a.r. indépendante de X (c’est-a-dire que o(X) et o(Y") sont des tribus indépendantes), on a alors
E[X|Y] = E[X] p-s.. (Voir I'exercice 11.5.)

11.2 Martingales

Définition 11.4 (Filtration et processus) Soir (2, A, P) un espace probabilisé
1. On appelle ‘filtration" une suite de tribus (B, )nen t.q. By, C Bpy1 C A, pour tout n € N.
2. On appelle “processus réel" une suite de v.a.r..

3. Soit (B,)nen une filtration et (X, )nen un processus réel. On dit que (X, )nen est adapté a la filtration (B, )nen
si, pour tout n € N, X, est B,,-mesurable.

Définition 11.5 (Martingale) Soir (2, A, P) un espace probabilisé, (By,)ncn une filtration et (X, )nen un pro-
cessus réel (c’est-a-dire une suite de v.a.r.).

1. (Martingale) La suite (X ,,)ncn est une martingale par rapport a la filtration (By,),, si on a, pour tout n € N,
(a) X,, est B,,-mesurable et intégrable,
(b) E(X,41|Bn) = Xy, p-s..

2. (Sous et sur martingale) la suite (X,,)nen est une sous-martingale [resp. sur-martingale] par rapport a la
filtration (B,)nen si on a, pour toutn € N,

(a) X,, est By, -mesurable et intégrable,
(b) E(X,41|Bn) > Xy, p-s. [resp. E(Xp41|Bn) < X, p.s. ].
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Remarque 11.2 Soit (2, .4, P) un espace probabilisé, (B,,),cn une filtration et (X,,),en une martingale par
rapport a la filtration (B,, ). Pour tout n € N, on a, comme 1 est B, -intégrable bornée, et F(X,,1|B,) = X,

p-s.
E(Xnﬂ):/XnHleP:/E(Xn+1|Bn)1QdP:/angdP:E(Xn).
Q Q Q

On adonc E(X,,) = E(Xy) pour tout n € N.

Exemple 11.1 (Exemples de Martingales) Soit ({2, .4, P) un espace probabilisé.

1. Soit (B,,)nen une filtration et X une v.a.r. intégrable. On pose X,, = E(X|B,). La suite (X, )nen est une
martingale (par rapport 2 la filtration (B,,),). (Voir ’exercice 11.21.)

2. Soit X une v.a.r. intégrable et (J,,),en+ une suite de v.a.r. intégrable et de moyenne nulle. On suppose que
la suite formée de X et (J,)nen+ est une suite de v.a.r. indépendantes. On pose alors, pour n € N, X,, 11 =
Xn + Jny1 et By, la tribu engendrée par Xo, ..., X,,. La suite (X,,)nen st une martingale (par rapport a la
filtration (B,,),,). (Voir I’exercice 11.22.)

Définition 11.6 (Temps d’arrét) Soit (2, A, P) un espace probabilisé, (B,,)nen une filtration et T une v.a. a
valeurs dans NU {400} (c’est-a-dire une application mesurable de Q), muni de la tribu A, dans NU {400}, muni
de la tribu formée de I’ensemble des parties de N U {+00}). L’application T s’appelle un temps d’arrét si, pour
toutrn € N, {T = n} € B,,. Si T est un temps d’arrét, on note Br la tribu définie par By = {A € A t.q., pour
tourn € Ny AU{T =n} € B, }.

Le théoréme suivant montre qu’une martingale “arrétée" est encore une martingale.

Théoréme 11.2 (Martingale arrétée a un temps d’arrét) Soit (2, A, P) un espace de probabilité muni d’une
Siltration (B, )nen et (Xn)nen une martingale (par rapport a la filtration (By,)y). Soit v un temps d’arrét. Pour
n € N, onposeY,, = X, npn, (On rappelle que vAn(w) = min{v(w),n} et donc que X, pn(w) = Xmin{r(w),n} (@),
pour tout w € Q.) Alors, la suite (Y,)ncn est encore une martingale (par rapport a la filtration (B,,)p,).

DEMONSTRATION : Soitn € N,ona Y, = X, 1rs,y + > r_o Xk l{7—k}. On en déduit tout d’abord que Y}, est
intégrable (comme somme finie de fonctions intégrables). Puis, on montre que Y;, est B,,-mesurable. Pour cela, on
remarque que {T' = k} € By C B, pour k < n, et que

{T >n} = (Up_o {T =k})" € B,.

Enfin, on remarque que X}, est B3,,-mesurable pour tout £ < n. Grice a la stabilité des fonctions mesurables par
somme et produit, on obtient bien, finalement, que Y,, est B3,,-mesurable.

11 reste maintenant a montrer que E (Y, +1|B,) = Y, p.s., pour tout n € N. Soitn € N, on a

n+1 n
Yor1 = Xor1lyrsngry + Z Xelir=ry = Xnt1l{ront1y + Z Xil{r=p}-
k=0 k=0

Par linéarité de 1’espérance conditionnelle, on a donc

E(Yni1|Br) = E(Xni1l{rsns1y|Ba) + Y E(Xelir—iy|Bn).
k=0
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Comme {T > n+ 1} = (Up_o {T = k})° € B, la remarque 11.1 (et le fait que E(X,,4+1|B,) = X, p.s.)
donne E(Xny11{r>nt131Bn) = Lreni1y E(Xny1|Bn) = Xnl{p>n41y. Puis comme, pour & € {0,...,n},
Xy 1{p_py est B,-mesurable, on a F(Xy1{p_i}|Bn) = Xp1{p—py. On obtient ainsi

n
E(Yn+1|3n) = an{TZn+1} + ZXkl{T:k} =Y, ps.
k=0

Ce qui termine la démonstration. u

On conclut cette section par un théoreme, sans démonstration, sur la convergence des martingales.

Théoreme 11.3 (Convergence p.s. d’une martingale)
Soit (2, A, P) un espace probabilisé, (B,)nen une filtration et (X,,)nen une suite de v.a.r.. On suppose que
(X )nen est une martingale par rapport & (B, )nen.

1. On suppose que la suite (X, )nen est bornée dans L (Q, A, P). Alors il existe une v.a.r. intégrable, X, t.q.
X, — X p.s., quand n — oo.

2. On suppose X,, > 0 pour tout n € N. Alors, il existe une v.a.r. intégrable, X, t.q. X,, = X p.s., quand n — oo.

On peut noter que le deuxieme item du théoreme 11.3 est une conséquence du premier car, pour une martingale,
on a toujours E(X,,) = E(Xj) pour tout n € N (et les X,, sont toujours intégrales). Si X,, > 0, on a donc
| X5l = E(Xo) < +o0.

11.3 Exercices

11.3.1 Espérance conditionnelle

Exercice 11.1 (Espérance conditionnelle selon une tribu) Corrigé 187 page 511
Soit (£2, .4, P) un espace probabilisé et Y une variable aléatoire réelle intégrable. Dans les trois cas suivants,
montrer que E[Y'|B] est réduit a un élément et déterminer E[Y |B] (en fonction de Y et 5).

1. La tribu B la tribu grossiere, ¢’est-a-dire B = {0, Q}.

2. Soit B € At.q.0 < P[B] < 1. On prend pour B la tribu engendrée par B.

3. Soit (Bp)nens C Atq. By N By, =0sin # m, Q = Upen+ B, et 0 < P(B,) < 1 pour tout n € N*. On
prend pour B la tribu engendrée par (B, ),en+ (¢’est-a-dire B = {UpcjB,, J C N*}).

Exercice 11.2 (Espérance conditionnelle selon une tribu (2))

Soit (2,.A, P) un espace probabilisé et X une v.a.r. intégrable. Soit B € At.q. P(B) = 1 et B¢ # () (c’est le cas,
par exemple, si P est une mesure diffuse, que A contient les singletons et que B¢ est formé d’un nombre fini ou
dénombrable de points de 2). On pose B = {0, B, B¢,Q}. Pour a € R, on pose Z, = E(X)1p + alg.. Montrer
que E(X|B) ={Z,,a € R}.

Exercice 11.3 (Espérance conditionnelle selon une v.a.r.) Corrigé 188 page 512
Soit (€2, A, P) un espace probabilisé, X une variable aléatoire réelle et Y une variable aléatoire réelle intégrable.

1. On suppose qu’il existe @ € R t.q. X = a p.s.. Donner un élément de E[Y| X].

2. On suppose que X prend p.s. deux valeurs z; ou zo avec 1 # 2. Donner un élément de E[Y | X].
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3. On suppose que X est une v.a. prenant p.s. ses valeurs dans un ensemble dénombrable {z,,n € N*} avec
P(X = z,) # 0 pour tout n € N*. Donner un élément de E[Y'| X].

Exercice 11.4 (Egalité d’espérances conditionnelles)

Soit (£2, A, P) un espace probabilisé, B une sous-tribu de .4, X une v.a.r. intégrable et V une v.a.r. B-mesurable
bornée. Montrer que E[ XV |B] = E[X|B]V p.s..

Exercice 11.5 (Espérance conditionnelle et indépendance)
Soit (€2, A, P) un espace probabilisé, et X une v.a.r. intégrable.

1. Soit Y une v.a.r. indépendante de X . Montrer que E[X|Y] = E[X] p.s..

2. Soit 3 une sous tribu de .A. On suppose que o(X) et BB sont des tribus indépendantes. Montrer que E[X |B] =
E[X]ps..

Exercice 11.6 (Espérance conditionnelle d’une v.a.r. appartenant a £?)

Soit (£2, .4, P) un espace de probabilités, G une sous-tribu de A et Y une v.a.r. intégrable. On pose Z = E[Y|F]
(plus précisément, on confond ici, comme d’habitude, la classe E[Y|G] avec I'un de ses éléments).

1. On suppose, dans cette question, qu’il existe M € R t.q. |Y| < M p.s.. Montrer que |Z] < M p.s.. et
queE[Z®] = E[Y ®] pour tout ® G—mesurable et intégrable.

2. Soitp €]1,00[et g = ppj On suppose que |Y'|? est intégrable, montrer que | Z|? est intégrable et que E[Z®P] =

E[Y @] pour tout ® G—mesurable et t.q. |P|? soit intégrable.
Exercice 11.7 (Calcul de E(exp(XY)|X)siY ~ N(0,1)) Corrigé 189 page 514
Soit (€2,.4, P) un espace de probabilités et X, Y deux v.a. réelles indépendantes. On suppose que Y suit une

loi gaussienne centrée réduite et que Elexp(X?/2)] < oo. Montrer que exp(XY') est intégrable et déterminer
Elexp(XY)|X].

Exercice 11.8 (Espérance selon une somme de v.a.r.i.i.d)

Soit (€2, A, P) un espace de probabilités.

1. Soit X et Y deux v.a.r. intégrables. Montrer que E(X|X +Y)+FE(Y|X +Y)=X + Y. On suppose maintenant
que X et Y sont indépendantes et de méme loi. Montrer que

X+Y
EXIX+Y)=E(Y|X+Y) = ; .
2. Soit n € N* et X1,..., X, des v.ar. indépendantes, de méme loi et intégrables. On note S,, = 22’21 Xk.

Montrer que E(X1|S,,) = Sp/n.

Exercice 11.9 (Une condition nécessaire et suffisante pour avoir X = Y p.s.)

Soit (€2, A, P) un espace de probabilités et X, Y deux v.a.r. intégrables. On suppose que E[X|Y] = Y p.s. et
ElY|X] = X ps..

1. Soit ¢ € R. Montrer que
E[(X =Y)lxseyse = E[(Y = X)1xse>y] 0.

En déduire que E [(X —Y)lxscvse] =0, puis que P[X > ¢ > Y] =0.
2. Montrer que X =Y p.s..
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3. on suppose maintenant que X et Y sont de carré intégrables. Montrer qu’une démonstration (beaucoup) plus
directe de la question 2 est possible en calculant E((X — Y)?).

N.B. Le cas ou X et Y sont seulement intégrables (traité dans les questions 1 et 2) peut aussi se faire avec la
question 3 en “tronquant” les v.a.r. X et Y.

Exercice 11.10 (Espérance du produit et produit des espérances) Corrigé 190 page 514
Soit (2, A, P) un espace de probabilités et X, Y deux v.a. intégrables t.q. XY est intégrable et E[X|Y] = E(X)
p.s.. Montrer que E(XY) = E(X)E(Y).

Exercice 11.11 (Egalité de lois donne égalité d’espérances conditionnelles)

Soit (£2,.A, P) un espace de probabilités et X,Y, Z trois v.a.r.. On suppose que X et Y sont intégrables et que

(X,2) ~ (Y, 2).

1. Montrer que E[X|Z] = E[Y|Z] p.s..

2. Soit f une fonction borélienne de R dans R. On suppose que f(X) et f(Y') sont intégrables (ou que f est a
valeurs dans R ). Montrer que E[f(X)|Z] = E[f(Y)|Z] p-s..

Exercice 11.12 (Convergence faible et espérances conditionnelles)

Soit (€2, A, P) un espace de probabilités, B une sous-tribu de A, X une v.a. intégrable et (X,,),en une suite de
v.a. intégrables. On suppose que X,, — X faiblement dans L'(€2, A, P) quand n — oo (ce qui est équivalent &
dire que, pour tout v.a. U bornée, on a lim,,_, ., E[X,,U] = E[XU)).

1. Montrer que pour toute v.a. U, B-mesurable et bornée, on a

lim E[E[X,|B)U] = E[E[X|BU].

n—oo

2. Montrer que E[X,,|B] — E[X|B] faiblement dans L' ({2, A, P) quand n — oc.

Exercice 11.13 (Minoration d’une espérance conditionnelle)

Soit (2, A, P) un espace de probabilité, /5 une sous-tribu de A et Y est une v.a.r. positive. Soit U une v.a.r. positive,
B-mesurable et t.q. pour toute v.a.r. positive 5-mesurable Z on ait E(Y Z) > E(UZ). Montrer que E(Y|B) > U
p.s..

Exercice 11.14 (Dépendance linéaire et dépendance non linéaire)

Soit (€2, A, P) un espace de probabilité et X, Y deux v.a.r. non constantes.
X-E(X) ..37 _ Y—E(Y)

\/Var(X) ety = \/Var(Y) ’

1. (Dépendance linéaire.) On pose X =

(a) Montrer que |Cov(X,Y)| < 1.

(b) Montrer que [Cov(X,Y)| = 1 si et seulement si il existe o, 3 € R, @ # 0,t.q. Y = aX + 8.

(c) Donner un exemple pour lequel Y = f(X) (avec f fonction borélienne de R dans R) et Cov(X,Y) = 0.
2. (Dépendance.)

(a) On suppose que X et Y sont indépendantes. Montrer que E(Y|X) = E(Y).

(b) Montrer qu’il existe f (fonction borélienne de R dans R) t.q. Y = f(X) si et seulement E(Y|X) =Y.

Exercice 11.15 (Lorsque E(Y|X) = X p.s....) Corrigé 191 page 515
Soit (€2, A, P) un espace probabilisé et X, Y deux v.a.r. de carré intégrable.

On suppose que E(Y|X) = X p.s..
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1(a) Soit ¢ une fonction borélienne de R dans R. On suppose que la v.a.r. ¢(X) est de carré intégrable. Montrer
que [, Yo(X)dP = [, Xp(X)dP.
(b) Montrer que E(Y) = E(X) et E(XY) = E(X?).
2(a) Montrer que E(X?) < E(Y?).
(b) Montrer que Y = X p.s. si et seulement si £(Y?) = E(X?).

Exercice 11.16 (V.a. gaussien et espérance conditionnelle) Corrigé 192 page 515

Soit (2,4, P) un espace probabilisé et (X,Y)! un v.a. gaussien de dimension 2, On note a ’espérance de X, b

I’espérance de Y et D la matrice de covariance du v.a. (X,Y)* (on a donc Dy = Var(X), Dy s = Var(Y) et

Dy 5 = Dy = Cov(X,Y)). On suppose que Var(Y') > 0.

1. Calculer o, 8 € R (en fonction de a, b et D) de maniére a avoir E[X] = E[a+ Y] et E[XY] = E[(a+8Y)Y].
Avec « et 8 ainsi déterminés, on définit la fonction affine [ de R dans R par [(s) = a + s pour s € R et on
définitlavar Zpar Z = X — (V).

2. Montrer que (Z,Y)! est un v.a. gaussien. Montrer que Cov(Z,Y) = 0. En déduire que Z et Y sont des v.a.r.
indépendantes [On pourra utiliser la question 1(b) de I’exercice 10.10].

3. Montrer que E[X|Y] = [(Y) p.s.

4. Calculer (en fonction de D) Var(Z).

Dans la suite, on note o = +/Var(Z) et, pour a € R on note 1, la loi normale A (a, o?).

5. Soit f une fonction borélienne bornée de R dans R. Pour a € R, on pose ¢(a) = fR fdug.

(a) Montrer que 1 est une fonction continue (de R dans R) si o > 0.
(b) Montrer que E[f(X)|Y] = ¢¥(I(Y)) p-s.

Exercice 11.17 (Indépendance et espérance)
Soit (2, A, P) un espace probabilisé et 51, B2 deux sous-tribus de .A. On pose B = (B U Bs) (c’est-a-dire que
B est la tribu engendrée par B; et B3). On pose aussi C = {B; N Be; By € By, Bs € Ba}.

1. Montrer que B = o(C) (c’est-a-dire que B est la tribu engendrée par C).

Soit Y une v.a.r. intégrable. On note o(Y) la tribu engendrée par Y. On suppose que o(Y) et B; sont
indépendantes de Bs.

2. Soit U; une v.a.r. Bi-mesurable et bornée et Us une v.a.r. Bo-mesurable et intégrable. Montrer que YU; et
Us sont des v.a.r. indépendantes. En déduire que Y U; Us est intégrable et que E(Y U Us) = E(YU;)E(Us).
3. On pose Z; = E[Y|B;] (la vaar. Z; est Bi-mesurable intégrable et E(YU) = E(Z,U) pour toute v.a.r.
B1-mesurable bornée).
(a) Montrer que E(Y1¢) = E(Z11¢) pour tout C € C.
(b) Montrer que E(Y'1p) = E(Z11p) pour tout B € B.
4. Montrer que E[Y|B] = E[Y |B4] p.s..

Exercice 11.18 (Espérance conditionnelle d’une somme)
Soit (€2, .4, P) un espace probabilisé et (X;);cn+ une suite de v.a.r.i.i.d.. On suppose que X7 est intégrable (on a
donc aussi X; intégrable pour tout ¢ € N*). Pour n € N*, on pose S,, = X7 + -+ + X,.
1. (Cette question reprend I’exercice 11.8.) Soit n > 1. Montrer que pour tout k € {1,--- ,n}, E[X;|S,] =
E[X1]S,] p-s.. [On pourra remarquer que les v.a. (X1, Xo, -+, Xp, -+, Xp) et (Xg, Xo, -+, X1, , Xy
ont méme loi.]

En déduire que E[X]S,] = 5= ps..

n
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2. Soit n € N*. On note D,, la tribu engendrée par I’ensemble des v.a.r. Sk, k > n. Montrer que F[X1|D,,] =

E[X4|S,] = % p.s.. [On pourra utiliser I’exercice 11.17 en choisissant convenablement 3; et 55.]

Exercice 11.19 (Convergence d’une suite d’espérance conditionnelles)

Soient (E, T, p) un espace probabilisé et (7}, ),cn une famille de tribus sur E t.q. T;,,C T}, 1, pour tout n € N, et
UnenTy, = T. Soit X € L3(E,T,p) et E(X|T,,) I'espérance conditionnelle de X par rapport 2 la tribu 7T},. Nous
allons montrer que E(X|T,,) converge vers X dans L2(FE, T, p) lorsque n — +o0.

1. Montrer qu’il existe ¢ € L& (E, T, p) et une sous-suite de la suite (E (X |T},)nen qui converge faiblement vers e
dans LZ(E, T, p).

2. Montrer que [ XYdp = [ eYdp, pourtout Y € F = U,enL2(E, Tp, p).

3. Montrer que F' = L2(E, T, p) et en déduire que e = X p.s..

4. Montrer que ||E(X|T,)||2 < || X||2 et en déduire que la suite (e(X,T},))nen converge vers X dans L2 (E, T,
p)-

Exercice 11.20 (Projection sur L?($2, 7(X), P) versus projection sur ev(X))

Soit (£2, A, P) un espace de probabilités. Si B est une sous-tribu de .A, on note encore P la restriction de P a B,
de sorte que (2, B, P) est encore un espace de probabilités. On rappelle que £L2(€2, B, P) C £L%(Q, A, P) et que
1’on peut considérer L?($2, B, P) comme un s.e.v. de L2(Q, A, P). L’espace L?({2, B, P) est donc un s.e.v. fermé
de L2(Q), A, P).

Soit X € L? (Q, A, P) (en choisissant un représentant de X, X est donc une v.a.). On note ev(X) le s.e.v. engendré
par X (noter que ev(X) est un s.e.v. fermé de L?(§2, A, P)).

Si V est un s.e.v. fermé de L?(Q2, A, P), on note Py ’opérateur de projection orthogonale sur V.

1. On suppose que X est constante et non nulle (c’est-a-dire qu’il existe a € R* t.q. X = a p.s.). Montrer que
Pev(X) = PLz(Q,T(X),P) (1e CV(X) = [/2(97 T(X), P))

2. On suppose que X n’est pas constante. Montrer que pour toute sous-tribu B de A, Poy(x) # Pr2(0,5,p) (i-e.
ev(X) # L*(Q, B, P)).

Remarque : Si Y est une v.a. de carré intégrable, on a E[Y|X] = E[Y|7(X)] = Pr2(q,r(x),p) Y.

11.3.2 Martingales

Exercice 11.21 (Martingale construite avec les espérances d’une v.a.)

Soit (£2, A, P) un espace de probabilité muni d’une filtration (B,,),cn. Soit X une v.a.r. intégrable. Montrer que
la suite (X, )nen définie par X,, = F[X|B,] (pour tout n € N) est une martingale par rapport a la filtration (5,,).

Montrer que (X, )nen est aussi une martingale pour la filtration (F,, ), cn définie par F,, = 7(X1, ..., X,,) (pour
tout n € N).

Exercice 11.22 (Martingale d’un jeu équilibré)

Soit (£2, .4, P) un espace probabilisé, X, une v.a.r. intégrable et (.J,,)nen- une suite de v.a.r. intégrable et de
moyenne nulle. On suppose que la suite formée de Xy et (J,,)nen+ est une suite de v.a.r. indépendantes. On pose
alors, pourn € N, X, 411 = X, + Jp41 et B, la tribu engendrée par X, ..., X,,. Montrer que la suite (X,,)nen
est une martingale (par rapport a la filtration (5,,),).

Exercice 11.23 (Quelques propriétés des martingales) Corrigé 193 page 518
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Soit (€2, .4, P) un espace de probabilité muni d’une filtration (B,,),en (¢’est-a-dire d’une suite croissante de sous
tribus de A) et (X,,)nen une suite de de v.a.r. (c’est-a-dire un processus réel). On suppose que X, est intégrable
pour tout n € N.

1. On suppose que (X, )nen est une sous-martingale (par rapport a la filtration (B,,),) Montrer que la suite
(E(X,))nen est croissante.

2. On suppose que (X, )nen est une martingale (par rapport a la filtration (B,,),cn). Montrer que E(X,,4m|Bn)
= X,, p.s. pour tout m > 0.

3. Soit ¢ une fonction convexe de R dans R. On suppose que (X, )N est une martingale (par rapport a la filtration
(Bn)nen) et que ¢(X,,) est intégrable pour tout n € N (on rappelle que ¢(X,,) est une notation pour désigner
@ o Xp,,). Montrer que (¢(X,,))nen est une sous-martingale (par rapport a la filtration (B,,),.en).

Exercice 11.24 (Séries de Fourier et martingales)
Soit (€2, A, P) un espace de probabilité et 3 une sous tribu de .A. Montrer que

X € L*(0,B,P) = X+ € L*(Q,B, P).

(L2(Q,B,P) = L%(Q,B,P).)

On prend maintenant Q =|0,1[, A = B(]0,1[) et P = X (la mesure de Lebesgue sur 5(]0, 1[)). On pose H =
L4(Q, A, P). Pour p € Z, on définit e, € H par e,(x) = exp(2impz) pour z €]0, 1[. On rappelle que {e,, p € Z}
est une base hilbertienne de H. pour n € N, on pose V,, = ev{e,, —n < p < n} (c’est un s.e.v. fermé de H).

Soit X € H. On sait que X;,, — X dans H, quand n — oo, avec X;,, = Py, X ou Py, désigne I’opérateur de
projection orthogonale sur V,, (X,, est donc une somme partielle de la série de Fourier de X).
1. Montrer que Py, (X,,+1) = X,, pour tout n € N.

2. Soit n € N*, monter qu’il n’existe pas de sous-tribu B de A t.q. V,, = LZ(€2, B, P). [On pourra, par exemple,
commencer par remarquer que V,, est formé de fonctions analytiques.]

3. Soit n € N*. On pose B, = 7(e,, —n < p < n). A-t-on V,, C L4(Q, B, P) ou L(Q,B,,,P) C V,,?

Exercice 11.25 (Quelques questions sur les temps d’arrét)
Soit (€2, A, P) un espace de probabilité muni d’une filtration (B,,),en-

1. Soit (X,,)nen une suite de v.a.r., adaptée a la filtration (B,,)nen. Soit E € B(R) et 7 défini de 2 dans R par
T(w)=1si Xj(w) € EetT =551 X;(w) € E.

Montrer que 7 est un temps d’arrét.

2. Soit v et T deux temps d’arrét par rapport a la filtration (B, ), cn. Montrer que v + 7 est encore un temps d’arrét
(par rapport a la filtration (B, ) nen)-

3. Soit v et 7 deux temps d’arrét, par rapport a la filtration (B, )nen, et t.q. v < 7 p.s.. Soit B, et B, les deux
tribus associées. Montrer que 13, C B,. [Si T est un temps d’arrét, on note By = {A € At.q., pour toutn € N,
AN{T =n} € B,}]

Exercice 11.26 (Martingale arrétée a un temps d’arrét)

Soit (£2,.A, P) un espace de probabilité muni d’une filtration (B;,)nen et (Xp)nen, (@n)nen+ deux suites de v.a.r..
On suppose que, pour tout n € N, X, est intégrable et que, pour tout n € N*, ¢,, est bornée. Pour n € N*, on pose
(AX)y, =X, — Xp_1et(¢-X)p = 1, &k (AX)g (ceci est une intégrale stochastique discréte).
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1. On suppose que (X, )nen est une martingale et que (¢, )nen+ est prévisible (c’est-a-dire que ¢, 41 est B, -
mesurable pour tout n € N). Montrer que ((¢ - X ), )nen+ est une martingale.

2. (Exemple) Soit v un temps d’arrét. On prend ici ¢,, = 1y,>,) pour tout n € N*. Montrer que (¢n,)nen+ est
prévisible et (¢ - X),, = X, A, pour tout n € N*. (On rappelle que v A n(w) = min{r(w),n} et donc que
Xuan(W) = Xmin{v(w),n} (W), pour tout w € 2.)

Remarque : La question précédente permet de montrer qu’une martingale arrétée a un temps d’arrét est encore
une martingale et donne donc une démonstration du théoreme 11.2.

Exercice 11.27 (Caractérisation des martingales réguliéres)
Soit (2, A, P) un espace de probabilité muni d’une filtration (B, ),en et (X, )nen une martingale bornée dans L!
(c’est-a-dire t.q. sup{ E(| X,|), n € N} < 00).

1. Montrer que la suite (X, ),cn est équi-intégrable si et seulement si (X, ),y est une martingale réguliere (c’est-
a-dire que la suite (X, )nen converge dans L (€2, A, P)). [On pourra utiliser le théoréme de Vitali.]

2. On suppose qu’il existe ¢ > 0 t.q. sup{E(|X,|?), n € N} < oo. Montrer que (X,,)nen est une martingale
réguliere.

Exercice 11.28 (Une condition pour qu’un temps d’arrét soit intégrable)
Soit (£2,.4, P) un espace de probabilité muni d’une filtration (B, ),en €t T un temps d’arrét par rapport a la
filtration (B,,)nen-

1. On suppose qu’il existe eg > 0 et ng € N t.q.
P[T > kng] < (1 —&¢)*~! pour tout k € N*. (11.10)

Montrer que E[T] < occ.

2. On suppose qu’il existe eg > 0 et ng € Nt.q. P[n+ng > T > n| > P[T > n] pour tout n € N. Montrer
que I’inégalité (11.10) est vraie.

3. On suppose qu’il existe ¢g > 0 et ng € N t.q. E[l{r<nin}|Bn] > €0 p.s., pour tout n € N. Montrer que
P[T €]n,n + ng]] > eoP[T > n]. En déduire que E[T] < oc.

[On rappelle que pour une v.a.r. X, on a E[|X|] < oo si et seulementsi ) P[|X| > n] < co.]

Exercice 11.29 (On joue a pile ou face...)

Soit (£2, .4, P) un espace de probabilité et (.J,,)nen+ une suite de v.a.r.ii.d. de loi m = %51 + %5_1 (c’est-a-dire
que, pour tout n € N*, P[J,, = 1] = P[J, = —1] = 1/2). Onpose Xo = Oet, pourn € N, X,,11 = X, + Jnt1-
Soit a et b deux entiers strictement positifs et, pour tout w € €2,

T(w) = inf{n > 0tq. X,,(w) = —aou X, (w) = b} siilexiste n € Nt.q. X,,(w) € {—a,b},
T'(w) = oo sinon.

On note p, = P({w € Q, t.q. Xp(,)(w) = —a}) (p, est donc la probabilité que X, atteigne —a avant b). Pour
n € N, on désigne par 13,, la tribu engendrée par Xy, ..., X, et on pose, pour w € 2, Y (w) = Xpnin(n,7(w)) (W)
1. Montrer que (B;,)nen est une filtration et que 7" est un temps d’arrét pour cette filtration.

2. Montrer que E[T] < 0.

3. Montrer que (X, ),cn est une martingale (par rapport a la filtration (B,,),cn)-

4. Montrer que (Y},),cn est une martingale (par rapport a la filtration (B,,),ecn) et que p, = b/(a + b).

N.B. : On peut aussi montrer que E[T] = ab.
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Exercice 11.30 (Il est temps de s’arréter)
Soit (2, A, P) un espace de probabilité muni d’une filtration (F}, ), cn et (X, )nen une suite de v.a.r., adaptée a la
filtration (F,)nen. On suppose aussi que E[| X,,|] < oo pour tout n € N.

1. Montrer que pour tout temps d’arrét (par rapport a (F,,),ecn) T borné,
E[|X+]] < oo.
On suppose dans la suite que pour tout temps d’arrét (par rapport a (F,, )nen) T borné,
E[X:] = E[Xo].
2. Soitn € Net A,, € F,. On définit o,, par
on(w)=nsiw € Ayeto,(w) =n+1siwgA,.

Montrer que o, est un temps d’arrét (par rapport & (Fy, ) nen)-

3. Soit n € N et v, défini par v, (w) = n + 1 pour tout w € 2. Montrer que v, est aussi un temps d’arrét (par
rapport a (F,)nen)-

4. Enremarquant que X, = X144 X1 4c (pour tout temps d’arrét 7 et tout événement A), montrer que (X, )nen
est une martingale.
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Chapitre 21

Transformation de Fourier

21.1 Transformée de Fourier dans L'

Corrigé 182 (Résultat partiel d’inversion de Fourier dans L')
Soit H(t) = e~ I*I ¢ € R. On pose, pour A > 0 :

hx(z) = (27r)7% /}RH(/\t)e“mdt,x eR.

9 .
1. Montrer que hy(z) = (7)%ﬁ, et/ hx(z)dz = (2#)%.
™ T R

corrigé

Soit # € R. Comme H est paire, on a (27)2 h () = Jw €=M cos(ta)dt et donc

(2m)2ha(x) = 2 lim / e~ cos(tx)dt.
0

n—00
En intégrant deux fois par parties, on remarque que

T

n 1 n
/ e~ 1M cos(tx)dt = — — (*)2/ e~ 1Ml cos(tz)dt + ay,
0 A Ao

avec lim,,_, o, a,, = 0. Ceci donne

n
A
Ml cos(tz)dt = ———(1+ A
| e eosttayat = 5551+ e

etdonc hy(z) = (%)%%W

Pour calculer fR hx(z)dz, on utilise le changement de variable x = Ay, on obtient

/th(:c)dx:( ./RTI/ﬂdy:(ZW)%.

[N

)

2
s
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. Soit f € LE(R, B(R), \), montrer que pour tout z € R, ona:

frhy(z /H (\t) f(t)e'™ dt. (21.2)

corrigé
Noter que A désigne ici a la fois le parametre A introduit au début de I’énoncé et la mesure de Lebesgue. Cette
maladresse de notation semble toutefois sans gravité.

Comme f € LL(R, B(R), \) et hy € L (R, B(R), \), f * hx(x) est défini pour tout z € Retona:

Fxha(z / Fha(z — t)dt = (2r) "= /R 10 ( /R H(Ay)ei@—t)ydy) dt.

Comme f € LL(R,B(R),\) et H(A-) € L¥(R,B(R),\), on peut utiliser le théroreme de Fubini (théo-
reme 7.3) pour inverser 1’ordre d’intégration et obtenir :

fxha(z ’%/H)\y izy (/f *“ydt) dy

— [ HOwe )y

R

. Soit ¢ une fonction mesurable bornée de R dans C, continue en 0. Montrer que g * hy(0) — +/27g(0) quand
A — 0. [Utiliser 1. et le théoréme de convergence dominée.]
corrigé
On utilise maintenant le fait que i\ € L (R, B(R), ) et g € L¥ (R, B(R), \) pour remarquer que g x hy(z)
est défini pour tout z € R. Pour z = 0,ona:

g1 0) = [ gla(e)de = (i) [ 5t

x

Avec le changement de variable y = ¥, on obtient :

g*hx(0) = (%) ’ /R g(Ay)ﬁdy-

1 1
Comme |g()\y)w| < llglluyz (avec [|gllu = SUp, g |g(x)]) et que la fonction y — 1+ = est intégrable sur
R, on peut utiliser le théoreme de convergence dominée pour en déduire (grace a la continuité de g en 0) :

Wl

lim g 7 (0) = (i)%gm)/ﬂgljy dy = (2r)? g(0).

. Soit f € LL(R, B(R), \), montrer que :

IIf *hx —V2rf|1 — 0lorsque A — 0. (21.3)
[On pourra utiliser la continuité en moyenne et la question précédente avec g(y) = [ |f(z —y) — f(z)|dz.]
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corrigé
Comme [, ha(y)dy = V2w, ona:

I xmn = VERfla = [ / (f(z —y) — F(2)ha(y)dyldz
<[(/ If(wfy)ff(w)lhx(y)dy) dz.

En utilisant le théoréme de Fubini-Tonelli (théoréeme 7.2), on en déduit :
=i =varsl < [ ([ 17 =)= F@lds) m(ds = g1s(0),
R \JR

avec g(y) = [|f(z —y) — f(2)|d.

Le théoréme de continuité en moyenne dans L' (théoréme 5.6, écrit pour de fonctions 2 valeurs réelles mais
la généralisation est immédiate pour des fonctions a valeurs complexes) donne que g est continue en 0 et donc
aussi continue de R dans R (en remarquant que |g(y) — g(z)| < g(y — 2)|) et donc aussi mesurable de R dans C.
Ellle est également bornée (car |g(y)| < 2| f]|1, pour tout y € R). On peut donc utiliser la question précédente,
elle donne que limy_,¢ g * kx(0) = 0 et donc que limy ¢ || f * hx — V27 || = 0.

5. Déduire de ce qui précede le théoreme d’inversion de Fourier, théoreme 10.1.

corrigé
On note L' = LL(R,B(R),\). Soit f € L' (on a donc f € Cy(R,C)). On suppose que f € L. Soit
(An)nen C R? une suite t.q. lim, o0 Ay = 0. Comme f € L', la question précédente nous donne que

f*hy, — V2rf dans L et la question 2 nous donne pour toutn € Net toutx € R :
fxhy, (z) = / H(At) f()e™tdt.
JR

On utilise maintenant le théoreme de convergence dominée qui s’ applique parce que f € L' et que I’on a, pour
tout z et tout n, | H(Ant) f(t)e®t| < |f(x)|. Comme lim,, o, H(A,z) = 1, pour tout z € R, on a donc, pour
toutz € R:

lim f*hy, ()= /Rf(t)e”tdt = \/ﬂ}(fx)

n— o0

Enfin, comme f x hy, — v/27f dans L', on peut supposer, aprés extraction d’une sous suite, que f x hy, —
V2mf p.p.. On a donc, finalement (par unicité de la limite dans R), 27 f = \/27rf(—-) p.p., c’est-a-dire
f=f=)pp-

21.2 Transformée de Fourier d’une mesure signée

Corrigé 183 (Caractérisation de m par m)
Soitd > 1.

1. Soit m et y deux mesures signées sur les boréliens de R%. On suppose que 7 = fi.
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(a) Soit ¢ € LE(RY, B(R?), \4). Montrer que [ pdm = [ ¢dp.
corrigé

On remarque que [ @dm = (27)~% [ ([ e~ tp(x)dz) dm(t). (Les intégrales sont toutes sur RY). La me-
sure signée m peut se décomposer en différence de deux mesures positives étrangeres m = m* — m~
(décomposition de Hahn, proposition 2.6). Comme

[ [ 1= @ dudm @) = olm* (&) <+

on peut utiliser le théoréme de Funini-Tonelli (théoréme 7.2) avec les mesures Ay et m™ et les mesures \g et
m~. On obtient ainsi :

/ Gdm = (2m) "2 / (/ e’i’"'tdnz(t)) o(z)dr = /fn(:v)cp(x)dx.

Le méme raisonnement donne [ @du = [ fi(z)p(x)dz. Comme m(z) = ji(x) pour tout z € R? on en
déduit bien [ pdm = [ pdp.

(b) Montrer que [ ¢odm = [ ¢dp pour tout ¢ € S(R?, C) (et donc pour tout p € C° (R, R)).
corrigé
Comme S(R?,C) C LL(RY, B(RY), \y), la question précédente donne [ $dm = [ pdu pour tout ¢ €
S(R%,C). Or, Iapplication ¢ +— ¢ est une bijection dans S(R?, C) (proposition 10.6). On a donc [ pdm =

| dp pour tout ¢ € S(R?, C).

(c) Montrer que m = 1 (On rappelle qu’une fonction de ¢ € C.(R? R) est limite uniforme de fonctions de
(Z8S Cgo(Rd7R))~
corrigé
Soit ¢ € C.(R%R) et (0 )nen € CF(RYR) t.q. ¢, — ¢, uniformément sur R?, quand n — co. La
question précédente donne [ ¢, dm = [ ¢, dp pour tout n € N. On utilise alors le théoréme de convergence
dominée (ce qui est possible car les mesures m™ et u* sont des mesures finies), il donne [ @dm = [ pdpu.

La proposition 5.4 donne alors m = p.

2. Soit m une mesure signée sur les boréliens de R¢. On suppose que 7 € Lé(]Rd, B(R), \y). Montrer que m
est la mesure de densité f par rapport a la mesure de Lebesgue avec f = m(—:).

21.3 Fonction caractéristique d’un v.a.

Corrigé 184 (V.a. gaussiens, indépendance, covariance)
Soit (€2, A, P) un espace de probabilités, d > 1 et X = (Xy,...,X4) un v.a. de dimension d.

1. On suppose ici que d = 2.

(a) On suppose que X; et X, suivent des lois gaussiennes et sont indépendantes, montrer que X est un vecteur
gaussien et que Cov(X7, X2) = 0.

corrigé
Comme X et X, suivent des lois gaussiennes, il existe my,ms € Retoy,02 € Ry t.q. X ~ N (my, a,%)
2.2

pour i = 1,2. On a donc ¢x, (u) = e™mke~ = pour k = 1,2 et pour tout u € R.
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Soit a1, az € R. On calcule alors la fonction caractéristique de la v.a.r. a1 X7 + a2 Xs. Soitu € R,ona :
Pai X1 +az X, (1) = / gllarXataxXojugp — / gl XiugiaxXou g p
141 242
Q Q

En utilisant I’indépendance de X; et Xo, on en déduit :

Pai1X1+a2X2 (U) = /

i eileudP/Q €2 X2uqP = oy, (a1u)px, (azu).

. ) u?(03a+02a3) . .
Ce qui donne g, x, +a,x,(u) = etlarmitazmz)e= 2 . Comme la loi d’une v.a.r. est enticrement

déterminée par sa fonction caractéristique (voir la proposition 10.10), on en déduit que a1 X; + agXs ~

N (m,o?) avec m = a;my + asms et ¢ = \/ora? + o2a3. Ceci prouve bien que X est un vecteur gaussien.

L’indépendance de X et X, permet aussi de calculer la fonction caractéristique de X. Soit u = (u1,us)t €

R2 .

ulo?tudol
2

SDX(U) = / e (Xrui+Xouz) g p — i(uimituams),—
Q
Ceci prouve que la matrice de covariance de X est diagonale (proposition 10.12) et donc que

Cov(X1, X3) = 0.

(b) On suppose que X est un vecteur gaussien et que Cov(Xy, Xo) = 0. Montrer que X; et Xo sont indépen-
dantes.

corrigé
D’apres la proposition 10.11, pour montrer que X et X5 sont indépendantes, il suffit de montrer que ¢ x (u) =
H?Zl ¢x, (uj) pour tout u = (u1,uz)" € R?. Ceci est une conséquence facile du fait que Cov(X1, X5) =
0. En effet, 1a matrice de covariance de X est alors diagonale et on a bien (gra ce a la proposition 10.12), en
reprenant les notations de la question précédente (c’est-a-dire Xy, ~ N (my, a,%) pouri = 1,2),
ufof+uiod

i(ulm,ﬁ»uzmz)ef 5

ox(u)=e = px, (u1)px, (u2),

c’est-a-dire px (u) = H?Zl ©x;, (u;) pour tout u = (u1,uz)" € R%

2. On suppose toujours d = 2. Donner un exemple pour lequel X; et X5 sont gaussiennes mais X n’est pas un
vecteur gaussien. [On pourra, par exemple, choisir (2, A, P) et X7, X5 de maniére a avoir Cov(X1, X5) =0
sans que X7, X5 soient indépendantes, voir 1’exercice 4.44.]

corrigé
On considere les deux v.a.r. S et X de I’exercice 4.44 et on prend X7 = SX et Xo = X. Les var. X; et
X5 sont gaussiennes (on a X7 ~ N(0,1) et Xo ~ A(0, 1)), elles sont dépendantes et on a Cov(X7, X2) = 0
(voir 'exercice 4.44). On en déduit que le v.a. X = (X, X2) n’est pas gaussien (sinon les v.a.r. seraient
indépendantes, d’apres la question précédente).

3. On suppose que X est un vecteur gaussien et que les composantes de X sont indépendantes deux a deux. Montrer
que X1, ..., X4 sont indépendantes.

corrigé
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La démonstration est ici similaire a celle de la question 1(b). D’apres la proposition 10.11, pour montrer que

les v.ar. Xi,..., Xy sont indépendantes, il suffit de montrer que px(u) = H?:l wx; (uj) pour tout u =
(u1,...,uq)t € RZ Ceci est une conséquence facile du fait que les v.a.r. X1,. .., X  sont indépendantes deux
a deux. En effet, cette hypothese d’indépendance deux a deux donne que la matrice de covariance de X est
diagonale et on a alors (grice 2 la proposition 10.12), avec X}, ~ N (my,02) pouri = 1,...,d,
iS5 _ Zg:l uR o
px(u) = &' Zi=r ke 7 =oxi (). ox, (),

c’est-a-dire px (u) = H?:l ox, (u;) pour tout u = (uy, ..., uq)" € R%

Corrigé 185 (Suite de v.a.r.i.i.d. de Poisson)
Soit (2,4, P) un espace de probabilité et X une v.a. de Poisson de parametre A (A > 0). On rappelle que,

P[X =k]= e"\i‘c—l;, pour tout k € Netque E[X] = A, Var[X] = \.

1. Calculer la fonction caractéristique @ x de X.
corrigé

Soitu € R, on a

_ 7.Xudp7 iku —A)‘k = ()\eiu)k: . /\(e“‘—l)
px(u) = Qe g —Ze e H_e Z il =e .

keN keN

2. Soit (X,,)nen+ une suite de v.a. indépendantes et de Poisson de parametre \.
(a) Soit n > 1. Déduire de la question 1 laloide lav.a. Y, = 22:1 Xp.
corrigé
Soitu € R. Ona py, (u) = [, e""dP = [ [}_, e*r*dP. Comme les v.ar. X1,..., X, sont indépen-
dantes, on en déduit que

n
o= IT [ ap = e,
=179

Comme la loi d’une v.a.r. est entierement déterminée par sa fonction caractéristique (proposition 10.10), on
en déduit que Y, est une v.a. de Poisson de parametre nA.

(b) Utiliser le théoreme central limite pour démontrer que

N 1
——>§quandn—>oo.

!
= k!

—n

corrigé
On suppose maintenant que A = 1. la suite (X, ),en+ est une suite de v.a.r.i.i.d. de carrés intégrables et on a
E(X;) = 1etVar(X;) = 1. Pour n € N*, on pose

1 « 1
Zn = 7 ;(Xi -1) = ﬁ(y" —n).
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Le théoreme central limite (théoréme 10.4) donne que la suite (Pyz, )nens converge étroitement vers la loi
normale A(0,1). Comme une loi normale est diffuse (c’est-a-dire qu’elle ne charge pas les points), on en
déduit que P(Z, < 0) tend vers 1/2 quand n — oo (voir I’exercice 6.60 et noter que P(Z,, < 0) = Pz, (] —
00,0[)). Or, P(Z,, < 0) = P(Y, <n) et, comme Y,, est une v.a. de Poisson de parameétre n, on a :

n k

P(Y, <n) = ZP(Yn — k) = Ze_"%.
k=0 ’

k=0

Onadonce ">}, %T — 1/2, quand n — oo.

Corrigé 186 (Sur les lois des grands nombres)

Soit (£2, A, P) un espace probabilisé et X une v.a.r. dont la loi est la loi de Cauchy c’est-a-dire que Px = f ), avec
flx) = m pour x € R (on rappelle que A désigne la mesure de Lebesgue sur les boréliens de R).

1. Montrer que X n’est pas une v.a.r. intégrable.

2. Soit n € N*, montrer que P({|X| > n}) > L, ou {|X| > n} = {w € Q, | X(w)| > n}. [On pourra remarquer

= nm’
que 127 > 2 pour tout z > 1.]

3. Pour z € R, on pose g(z) = e~ *|. Montrer que

2
1+ u?

= / e g(x)dr = V2r§(u) pour tout u € R.
R

En déduire que la fonction caractéristique de X, notée p x vérifie px (u) = e~ !l pour tout u € R. [On pourra
utiliser de théoréme d’inversion de Fourier qui donne g = g(—-) p.p. si g, € LL(R, B(R), \).]

On se donne maintenant une suite X, Xs,..., X, ... de v.a.r.ii.d. et on suppose que la loi de X; (et donc de
tous les X,) est la loi de Cauchy. Pour n € N*, on pose :

4. Soitn € N*.
(a) Montrer que
U
vz, (u) = ok, (E) pour tout u € R.

(b) Donner la loi de Z,,.
5. Pour n € N*, on pose A,, = {|X,,| > n} et B, = Up>,A,. on pose aussi B = Nyens By,.
(a) Soit n € N*. En utilisant la question 2, montrer que
1
P(B;) = [[ Pap) < [T - ).
p>n p>n p
En déduire que P(B¢) = 0 et donc que P(B,,) = 1.

(b) Montrer que P(B) = 1. [Cette question est une conséquence de la question (a) mais elle peut aussi étre faite
directement en appliquant le lemme de Borel-Cantelli et la question 2.]
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(c) Soitw € B. Montrer que X"T(w) - 0 quand n — co.

(d) Soit w € 2. Montrer que si la suite (Z,,(w)),en+ converge vers une limite finie on a alors

lim Lﬂ ()

n—oo n

=0.

[Ecrire X,, en fonction de Z,, et Z,,_1.]

(e) Déduire des trois questions précédentes que la suite (Z,,),en+ ne converge pas p.s. vers une limite finie quand
n — oo.
6. Pour tout n € N*, montrer que

gy _ UntVa
2n n D) ]

ou U, et V,, sont deux v.a.r. indépendantes, de loi de Cauchy.
En déduire que la suite (Z,,),cn+ ne converge pas en probabilité.

7. Pour quelles raisons ne peut-on appliquer, 2 la suite (Z,,),en-, les lois forte et faible des grands nombres ?

corrigé
En attente
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Chapitre 22

Espérance conditionnelle et martingales

22.1 Espérance conditionnelle

Corrigé 187 (Espérance conditionnelle selon une tribu)
Soit (£2,.4, P) un espace probabilisé et Y une variable aléatoire réelle intégrable. Dans les trois cas suivants,
montrer que E[Y'|B] est réduit & un élément et déterminer E[Y|B] (en fonction de Y et B).

1. La tribu B la tribu grossigre, ¢’est-a-dire B = {0, Q}.

corrigé
Soit Z une application de €2 dans R, B-mesurable. Soit a € Im(Z) (on suppose, bien sir, @ # ). On a alors
{Z =a} ={we O Z(w) =a} # (. Comme Z est B-mesurable, on a donc {Z = a} = Q. Une application
B-mesurable est donc une fonction constante (réciproquement, une fonction constante est bien B-mesurable). Si
Z € E(Y|B),ilexiste donc a € Rt.q. Z(w) = a pour toutw € . Le réel a doit alors vérifier E(aU) = E(UY)
pour tout application U, B-mesurable de 2 dans R. On a donc ab = E(ab) = E(bY) = bE(Y) pour tout
b € R. La seule solution est donc a = E(Y"). L'ensemble E[Y'|B] est donc réduit a un seul élément, la fonction
constante et égale a E(Y").

2. Soit B € At.q.0 < P[B] < 1. On prend pour B la tribu engendrée par B.
corrigé

Soit Z une application de €2 dans R, B-mesurable. Les paties B et B° sont non vides (car de probabilité stric-
tement positive). Soitwy; € Beta = Z(wy). Onaalors {Z = a} = {w € Q; Z(w) = a} # (). Comme Z est
B-mesurable, on a donc {Z = a} = BouQ etdonc {Z = a} D B. De méme, soit wy € B etb = Z(wz), on
a {Z = b} D B°. Une application B-mesurable est donc une fonction constante sur B et B¢. Réciproquement,
une fonction constante sur B et B¢ est bien B-mesurable.

Si Z € E(Y|B), il existe donc a,b € Rt.q. Z = alp + bl . Les réels a, b doivent alors vérifier E(ZU) =
E(UY) pour tout application U B-mesurable de €2 dans R, c’est-a-dire :

aaP(B) + b3P(B°) = a / YdP + 3 | YdP pourtouta, B € R.
B B¢

Comme P(B) > 0et P(B¢) =1— P(B) > 0, la seule solution est donc :

_[pYdP [, YdP
~ P T PB)
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L’ensemble E[Y'|B] est donc réduit a un seul élément, la fonction Z définie par

[z YdP [5. YdP
~PB) P77 PB

Be.

3. Soit (Bp)nen+ C Atq. B, N By, =0sin # m, Q = Upen-By et 0 < P(B,,) < 1 pour tout n € N*. On
prend pour B la tribu engendrée par (B, ),en+ (¢’est-a-dire B = {U,cjB,, J C N*}).
corrigé
On reprend le méme raisonnement que dans les deux questions précédentes. On remarque d’abord qu’une
application Z de ) dans R est B-mesurable si et seulement si il existe une suite (@, )nen+ C R tq. Z =
ZneN* anlp, . (Cette Série est bien convergente en tout point de €2 car les B,, sont disjoints deux a deux.

Si Z € E(Y|B), il existe donc (an)nen+ C Rt.q. Z = 3} s Gnlp,. La suite (a,)nen- doit alors étre telle
que Z soit intégrable et que F(ZU) = E(UY) pour tout application U B-mesurable bornée de 2 dans R,

c’est-a-dire t.q.
S laalP(B) < +o0et 3 ananP(Ba) = 3 an [ YaP
neN* neN* neN* Bn

pour toute suite bornée (v, )nen+ C R. Comme P(B,,) > 0, la seule solution est donc :

[ YdP

BB pour tout n € N*.

Ap =

Comme on sait que I'ensemble E[Y'|B] est non vide, il est inutile de vérifier que la fonction Z trouvée est

intégrable (puisque cette fonction est la seule fonction pouvant appartenir & E[Y'|B]). L’ensemble E[Y |B] est
- 4 14 : o YdP
donc réduit a un seul élément. Cet élément est la fonction Z définie par Z = ) _\. % 1p, .

Corrigé 188 (Espérance conditionnelle selon une v.a.r.)
Soit (€2, A, P) un espace probabilisé, X une variable aléatoire réelle et Y une variable aléatoire réelle intégrable.
1. On suppose qu’il existe @ € R t.q. X = a p.s.. Donner un élément de E[Y| X].
corrigé
On utilise la proposition 11.5. Soit Z € E[Y|X], il existe alors 1, fonction borélienne de R dans R, t.q.
Z = (X), ¥(X) est intégrable et, pour toute application ¢ de R dans R,borélienne bornée,

E(((X)p(X)) = BE(Y ¢(X)).

On a donc Z = 9(a) p-s. et en prenant pour ¢ une fonction t.q. ¢(a) = 1 dans 1’égalité précédente, on obtient
(a) = E(Y). On a donc finalement Z = E(Y") p.s.. La fonction constante et égale & F(Y) est un élément de
E[Y|X]. Plus précisément, la fonction ¢ (X)) est un élément de E[Y'| X], des que % est une fonction borélienne
de R dans Ret t.q. ¢0(a) = E(Y).

2. On suppose que X prend p.s. deux valeurs z1 ou 25 avec 1 # xo. Donner un élément de F[Y | X].
corrigé

Onpose A; = {X = z1} et A = {X = z2}. On suppose que P(A;) > 0 et P(A3) > 0 (sinon, on est ramené

a la question précédente). Noter que A3 N Ay = et P(A1)+ P(A2) = 1. On utilise encore la proposition 11.5.
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Soit Z € E[Y|X], il existe alors 1), fonction borélienne de R dans R, t.q. Z = ¢ (X), (X)) est intégrable et,
pour toute application ¢ de R dans R,borélienne bornée,

E@(X)p(X)) = E(Yp(X)). (22.1)

Onadonc Z = 9(x1)14, +¥(x2)1a, p.s.. Soit a1, a2 € R, en prenant pour ¢ une fonction borélienne bornée
de R dans R t.q. ¢(x1) = a; et p(x2) = ay dans ’égalité (22.1), on obtient :

P(a1)on P(Ay) + d(z2)asP(Az) = 0 /

YdP+Oé2/ YdP,
Ay

Az
. P Ja, YdP .
pour tout a1, ag € R. Comme P(A;) > 0 pour i = 1,2, on en déduit que ¢)(x;) = “Pra;y - pouri = 1,2, et
donc que
_Jayar L ydP
P(A) TP P

Ici encore, la fonction (X)) est un élément de E[Y'|X| dés que 1) est une fonction borélienne de R dans R et
YdP YdP
t.q. ¥(z;) = % pour ¢ = 1,2 (un exemple possible est donc 1(x;) = Ja, pouri=1,2ete(z) =0

P(A'l)
pour x & {x1,22}).

. On suppose que X est une v.a. prenant p.s. ses valeurs dans un ensemble dénombrable {z,,n € N*} avec
P(X = z,) # 0 pour tout n € N*. Donner un élément de E[Y'| X].
corrigé
On peut supposer que les x,, sont différents deux a deux. Pour n € N*, on pose A,, = {X = x,, }. Les ensembles
A,, sont disjoints deux a deux, P(A,,) > 0 pour toutn € N*et >~ | P(A,) = 1.

On utilise encore la proposition 11.5. Soit Z € E[Y|X] (Noter que, comme on sait que E(Y|X) est non vide,
il existe Z € E(Y]X)). I existe alors 1, fonction borélienne de R dans R, t.q. Z = ¢(X), 1)(X) est intégrable
et, pour toute application ¢ de R dans R,borélienne bornée,

E@(X)p(X)) = E(Y p(X)). (222)

Onadonc Z = 3 . ¥(2n)1a, p.s.. SOit (@ )nen+ C R une suite bornée de R. Dans 1’égalité (22.2), on
prend pour ¢ une fonction borélienne bornée de R dans R t.q. ¢(z,) = a,, pour tout n € N* (un tel @ existe,
on peut prendre, par exemple, p(z) = 0 si x est différent de tous les x,,), on obtient :

S Glrn)anP(4) = 3 an /A YdP,

neN* neN*

pour toute suite bornée (v, )nen+ C R. Comme P(A,,) > 0 pour tout n € N*, on en déduit que ¢(x,) =

YdP
IA};ZT), pour tout n € N*, et donc que

[, YdP
Z = Z W:LA” p-s..

neN*

Enfin, ici encore, la fonction 1)(X) est un élément de E[Y|X] dés que ¢ est une fonction borélienne de R dans R
ett.q. Y(x,) = f?;z:d)P pour tout n € N*. Un exemple possible est donc ¢(x,,) = L‘I;ZTYd)P
et1p(x) = 0 pour x € {x,,n € N*}. Cet exemple donne la fonction >~ . IAP’ETyj)PlAn.

pour tout n € N*
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Corrigé 189 (Calcul de E(exp(XY)|X)si Y ~ N(0,1))

Soit (€2,.4, P) un espace de probabilités et X, Y deux v.a. réelles indépendantes. On suppose que Y suit une
loi gaussienne centrée réduite et que Eexp(X?2/2)] < oo. Montrer que exp(XY) est intégrable et déterminer
Elexp(XY)|X].

corrigé
La v.ar exp(XY') est positive. On calcule [, eXY dP en utilisant 'indépendance de X et Y (et le théoréme 9.2,
qui donne que P(x,yy = Px ® Py)etle faitque Y ~ N(0,1) :

1
XY z

e dP://ey e
/Q RJR V2T

2 .
En remarquant que zy — % = —(z — y)? + 3z on obtient :

/sz XY ap = \/%/}R (/R SENL )dy) eédpx(w) _
1 2N e
75 L ([ ae) e apxin

etdonc [, eXVdP = [ e dPx(z) = E(eXTZ) < +00. Ce qui donne que eX¥ est une v.a.r. intégrable.

y2
~* dydPx (z).

Selon la proposition 11.5 on cherche un élément de E[eXY | X] sous la forme +(X) ot 1 est une fonction bo-
rélienne de R dans R, t.q. Z = ¢(X), ¥(X) est intégrable et, pour toute application ¢ de R dans R,borélienne
bornée,

E((X)¢(X)) = E(e*V p(X)).

Soit ¢ une application borélienne bornée de R dans R, on calcule E(eXY (X)) en utilisant, comme précédem-
ment, I’indépendance de X et Y et le fait que Y ~ A(0,1) :

B(XY o(X m / / “Vip(w)e ™ dydPy (z) =

f/ (/ g dy) o(z)dPx (z).

On a donc E(eXY = [z eTp(x)dPx(z) = E(e‘Xnga(X)). Ceci nous montre que e~ est un élément

de B[ XV | X] et donc (comme on confond E[eXY | X] avec I'un de des éléments) E[eXY | X] = e % p.s..

Corrigé 190 (Espérance du produit et produit des espérances)
Soit (2, A, P) un espace de probabilités et X, Y deux v.a. intégrables t.q. XY est intégrable et E[X|Y] = E(X)
p.s.. Montrer que E(XY) = E(X)E(Y).

corrigé
Gréace a la proposition 11.5 on a, pour toute application ¢ de R dans R,borélienne bornée,

E(EX[Y]p(Y)) = E(X¢(Y))
Comme E[X|Y] = E(X) p.s., on en déduit, pour toute application ¢ de R dans R,borélienne bornée,

E(X)E(e(Y)) = E(Xp(Y)). (22.3)
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Soit n € N*. Pour s € R, on pose 7,,(s) = max{—n, min{s,n}}. La fonction 7;, est borélienne (car conti-
nue) bornée (par n) de R dans R. On peut donc utiliser (22.3) avec ¢ = T,,. On obtient E(X)E(T,(Y)) =
E(XT,(Y)).

Comme Y est intégrable, on a, par convergence dominée, lim,, , . F(7T,,(Y)) = E(Y) (noter que |T,,(Y)| < |Y)]).
Comme XY estintégrable (et c’est uniquement ici que cette hypothese est utilisée), on a, par convergence dominée,

lim E(XT,(Y)) = E(XY)

n—o0

(noter que | XT,(Y)| < |XY)).
En passant a limite quand n — oo sur I’égalité¢ E(X)E(T,(Y)) = E(XT,(Y)), on a donc E(X)E(Y) =
E(XY).

Corrigé 191 (Lorsque E(Y|X) = X p.s....)
Soit (€2, A, P) un espace probabilisé et X, Y deux v.a.r. de carré intégrable.
On suppose que E(Y|X) = X p.s..
1(a) Soit ¢ une fonction borélienne de R dans R. On suppose que la v.a.r. o(X) est de carré intégrable. Montrer
que [, Yo(X)dP = [, Xo(X)dP.
(b) Montrer que E(Y) = E(X) et E(XY) = E(X?).
2(a) Montrer que E(X?) < E(Y?).
(b) Montrer que Y = X p.s. si et seulement si £(Y?2) = E(X?).

corrigé

En attente

Corrigé 192 (V.a. gaussien et espérance conditionnelle)
Soit (€, A, P) un espace probabilisé et (X,Y)! un v.a. gaussien de dimension 2, On note a 1’espérance de X, b
I’espérance de Y et D la matrice de covariance du v.a. (X,Y)? (on a donc Dy 1 = Var(X), D2 o = Var(Y) et
D3 =Dy = Cov(X,Y)). On suppose que Var(Y') > 0.
1. Calculer ¢, 8 € R (en fonction de a, b et D) de maniere a avoir E[X] = E[a+Y]et E[XY] = E[(a+8Y)Y].
corrigé
Ona E[X]=a, E[Y] =b, E[Y?] = Var(Y) + E[Y]? = Dy + b% et

EXY|=E|[(X - EX))Y - EXY))]+ E[X]E[Y] = D12 + ab.

On cherche donc « et § t.q.
a+b8=a,
ba + (D212 + b2)6 = D172 + ab.

Comme D 5 # 0, ce systeme de 2 équations a 2 inconnues (qui sont «: et 3) a bien une unique solution. Cette
solution est

D2
=—=, a=a—b—"=.
p Dy 2 Dy

Avec « et (8 ainsi déterminés, on définit la fonction affine / de R dans R par I(s) = a + Bs pour s € R et on
définitlavaar. Z par Z = X — (V).
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2. Montrer que (Z,Y)! est un v.a. gaussien. Montrer que Cov(Z,Y) = 0. En déduire que Z et Y sont des v.a.r.
indépendantes [On pourra utiliser la question 1(b) de I’exercice 10.10].
corrigé
Soit a1, az € R. On va montrer que la v.a.r. a; Z + a2Y suit une loi gaussienne (ceci montre bien que le vecteur
aléatoire (Z,Y)" est un vecteur gaussien). Comme Z = X —I(Y) =X —a — Y, ona

a1Z +aY = a1 X + (a2 — a1 8)Y — ajc.
Comme (X,Y)! est un v.a. gaussien, la v.aa.r. a1 X + (a2 — a1 3)Y suit une loi gaussienne. 1l existe donc m € R
eto € Ry t.q. a1 X + (a2 — a18)Y ~ N(m,o?). On a alors
a1 X + (a2 — a18)Y — a1a ~ N(m — ara, 0?).
ceci prouve que a; X + (a2 — a18)Y — aj« suit une loi gaussienne. La v.a.r. a1 Z + a2Y suit donc une loi
gaussienne pour tout aj, as € R. Ceci prouve bien que le vecteur aléatoire (Z,Y)! est un vecteur gaussien.

On calcule maintenant Cov(Z,Y). On rappelle que Z = X — (a + 8Y’). On remarque d’abord que E[Z] =
E[X] — Ela + Y] = 0 (grice a la premiere relation satisfaite par « et 3). Puis,

Cov(Z,Y)=E[ZY] = E[XY] - E[(a + BY)Y].
La seconde relation satisfaite par « et 3 donne alors Cov(Z,Y) = 0.

Comme (Z,Y)! est un vecteur gaussien et que Cov(Z,Y) = 0, la question 1(b) de I’exercice 10.10 donne que
Z et'Y sont indépendantes.

3. Montrer que E[X|Y] = I(Y) p.s.

corrigé
Lav.ar. [(Y) est intégrable (car sa loi est gaussienne). Pour montrer que F[X|Y] =(Y) p.s., il suffit, d’apres la
proposition 11.5, de montrer que E(I(Y)¢(Y)) = E(X(Y)) pour toute application ¢ de R dans R, borélienne
bornée.

Soit donc ¢ de R dans R, borélienne bornée. Comme Z et Y sont indépendantes et que E[Z] = 0, on a
E[Zp(Y)] = E[Z)E[p(Y)] = 0. Comme Z = X —[(Y) on a donc

EXe(Y)] = E[l(Y)p(Y)].
Ce qui prouve bien que E[X|Y] = I(Y) p.s.

4. Calculer (en fonction de D) Var(Z).

corrigé
Comme E[Z] =0et E[ZI(Y)] = E[Z]E[I(Y)] =0,0na

Var(Z) = B[22 = E[XZ] = E[X?] — E[XI(Y))
= BE[X?] — aB[X] — BE[XY].

11 suffit maintenant d’utiliser les valeurs de « et (3 et le fait que

E[X?] = D11 +a”, E[X]=a, E[X,Y]= D1+ ab.

On obtient
Var(Z) = D D
ar(Z) = D1 — =
Do, o
Dans la suite, on note o = +/Var(Z) et, pour a € R on note y, la loi normale A (a, 02).
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5. Soit f une fonction borélienne bornée de R dans R. Pour a € R, on pose ¢(a fR fdug.

(a) Montrer que 1 est une fonction continue (de R dans R) si o > 0.
corrigé

On utilise ici le théoreme 4.9. On remarque que

vla) = = [ fa)e —

—(z—a)? . X
avec F'(z,a) = f(x)e 2sZ .Lafonction a — F(x,a) est continue, pour tout z € R. Pour montrer que ¢ est
continue, il suffit (d’aprés le théoréme 4.9) de montrer que la fonction 2 — F'(z, a) est dominée, localement
uniformément par rapport a a, par une fonction intégrable. Nous montrons maintenant cette domination.

Soit M > 0. Pour tout a €] — M, M[ettoutx € R,ona |F(z,a)| < ga(z) avec

—(z )

da: = F(z,a)dx,

—Wsl=d+)?
= [f(z)le™ 27
(La vérification de | F'(z, a)| < gp () peut se faire en distinguant les cas z € [—-M, M|,z > Metz < —M.)
La fonction g;s est bien intégrable (pour la mesure de Lebesgue). Le théoreme 4.9 donne alors que ¢ est
continue sur | — M, M[. Comme M est arbitraire, on en déduit que 1 est continue sur R.

(b) Montrer que E[f(X)|Y] =¥ ((Y)) p-s.
corrigé
Si o > 0, la fonction v est continue, elle est donc borélienne. On remarque aussi que 1 est bornée (en effet,
soit M € R, t.q. |f(x)| < M pour tout z € R. On a alors aussi [¢(a)| < M pour tout a € R).

Sio =0,onaw(a) = f(a) pour tout « € R. La fonction 1) est donc aussi borélienne bornée.

Comme ) est borélienne, ¥ (I(Y)) est donc une v.a.r.. Comme ) est bornée, la v.a.r. ¢ (I(Y')) est bornée et
donc intégrable. Pour montrer que E[f(X)| Y] = ¢¥(I(Y)) p-s., il suffit, comme a la question précédente (cf
proposition 11.5), de montrer que E[)(1(Y))p(Y)] = E[f(X)p(Y)] pour toute application ¢ de R dans R,
borélienne bornée.

Soit donc ¢ borélienne bornée de R dans R. On a, comme Z et Y sont indépendantes,
E[f(X)e(Y)] = E[f(Z +1(Y))p(Y)]
= [([ 16+ tpara)) ctmary o).

On utilise maintenant le fait que Z ~ N(0, 02), on en déduit
/fz+l ))dPy (= /fz+l Vdo(2).

le changement de variable Z = z + I(y) donne alors

/fz+l )dpo (2 /f Z)dpy) () = ¥(U(y))-

On a donc, finalement,
ELFX)9()] = [ 0)eln)dPy () = ER))e(y ).

Ce qui prouve bien E[f(X)|Y] = ¥ (I(Y)) p-s..
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22.2 Martingales

Corrigé 193 (Quelques propriétés des martingales)

Soit (£2,.4, P) un espace de probabilité muni d’une filtration (B;,)nen (c’est-a-dire d’une suite croissante de sous
tribus de A) et (X,,)nen une suite de de v.a.r. (c’est-a-dire un processus réel). On suppose que X, est intégrable
pour tout n € N.

1. On suppose que (X,,)nen est une sous-martingale (par rapport a la filtration (5,,),). Montrer que la suite
(E(X45))nen est croissante.

corrigé
Soit n € N. Comme (X, )nen est une sous-martingale, on a E(X,,11|B,) > X,, p.s. et donc

E(E(Xn+1 |Bn)) > E(Xn)
Or (comme les fonctions constantes sont /3,,-mesurables bornées),
E(E(Xn+l |Bn)) = E(Xn+1)~

Onadonc E(X,41) > E(X,).

2. On suppose que (X, )nen est une martingale (par rapport a la filtration (5,,),cn). Montrer que E(X,,4m|Bn)
= X, p.s. pour tout m > 0.

corrigé
Pour m = 0, le fait que E(X,|B,) = X, p-s., pour tout n € N, découle du fait que X,, est B,,-mesurable. On
montre maintenant la propriété demandée par récurrence sur m € N*.

Pour m = 1 le fait que E(X,,4+1|Bn) = X, p-s., pour tout n € N, est donné dans la définition de martingale.

Soit m € N*. On suppose que E(X,, 1, |B,) = X, p.s., pour tout n € N. On veut montrer que (X, 4m+1|Bx)
= X, p.s., pour tout n € N. Soit n € N. Comme (X,,)nen est une martingale, on a E(X,tm41|Brnim) =
Xpn+m p-s. etdonc :

E(Xpim+1U) = E(X, 1 U) pour tout U B,, 1,,,-mesurable bornée.
Comme B,, C B,,+m, on a donc aussi
E(Xpn+m+1U) = E(X,1mU) pour tout U B,,-mesurable bornée.
L’hypotheése de récurrence donne E(X,,4,|B,) = X, p.s.. On a donc :
E(Xp+mU) = E(X,U) pour tout U B,,-mesurable bornée.

On a en déduit :
E(Xp4m+1U) = E(X,,U) pour tout U B,,-mesurable bornée.

Ce qui montre que F (X, 1m+1|B,) = X,, p.s. et termine la récurrence.

3. Soit  une fonction convexe de R dans R. On suppose que (X, )N est une martingale (par rapport a la filtration
(Bn)nen) et que p(X,,) est intégrable pour tout n € N (on rappelle que ¢(X,,) est une notation pour désigner
o X,,). Montrer que (¢(X,,))nen est une sous-martingale (par rapport a la filtration (B,,),en)-

corrigé
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On remarque tout d’abord que ¢(X,) est bien 3,,-mesurable (car X, est 5,,-mesurable et ¢ est borélienne), pour
tout n € N. Pour montrer que (¢(X,,))nen est une sous-martingale, il suffit alors d’utiliser le proposition 11.4
sur I’inégalité de jensen. Soit n € N. La proposition 11.4 donne

E(p(Xn41)|Bn) 2 ¢(E(Xn+1]Bn)) p-s..

Comme E(X,11|B,) = X, p.s., on en déduit E(p(X,11)|B,) > ¢(X,) p.s., ce qui montre bien que
(¢(X))nen est une sous-martingale.

That’s all folks
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Devoir 2, corrigé de 1’exercice 6.20

Corrigé 122 (Sur les suites convergentes en mesure et bornées dans £7)

Soit (E,T,m) un espace mesuré fini. Pour r € [1,+o00], on note L” I'espace L (E,T, m). Soit p €]1, 4],
(fn)nen une suite bornée de L (c’est-a-dire sup,,cy || fnllp < +00) et f une fonction mesurable X dans R. On
suppose que f, — f en mesure quand n — co.

1. Montrer que f € LP. [On rappelle que, comme f,, — f en mesure, il existe une sous suite de la suite ( f,,)nen
qui converge p.p. vers f.]

corrigé
On note M = sup,,cy || fnllp- Il existe une sous suite de la suite (f,),en qui converge p.p. vers f. On note
( fv,(n))neN (avec ¢ strictement croissante de N dans N) une telle sous suite.
Si p < +o0, on applique alors le lemme de Fatou a la suite (g, )nen avec g, = |fy(n)|P. Comme g, — |f[P
p-p-, on en déduit que

/\f|pdm < lirrl}inf/gndm < MP < 4o0.
Ce qui prouve que f € L. (Ce résultat est aussi vrai si p = 1.)

Si p = oo, comme |f, ()| < M p.p., on en déduit que | f| < M p.p. et donc que f € L.

2. Soit ¢ € [1, p[. Montrer que || f,, — f|l; = 0 quand n — co. [Pour ¢ > 0, on pourra utiliser, avec A4,, . =
{Ifn — f| < €}, 1égalité suivante :

S\ = fltdm = [y 1fa= fl2dm+ [y [fn— fl7dm.]

corrigé

Pourtoute > 0etn € N,ona

/|f”_fqdm:/An,e Ifn—f|qdm+/A

On suppose tout d’abord p < +o0. En appliquant I’inégalité de Holder a la derniere intégrale (avec 1’exposant
p/q et son conjugué), on obtient

|fr = flidm < eim(F) + / |fo = fl1ag dm.  (17.8)

c
n,e

[ Vg = g1 < tmE) 5 ([ Vg = dm) P )
Comme ”anp < M et Hf“l) < M, on en déduit
[ 152 = fitam < cvm(E) + (@0 (45,01

Soit maintenant 77 > 0. On choisit tout d’abord € > 0 t.q. ¢?m(E) < 7. Puis, comme f,, — f en mesure, on a
lim,, o m(A5, .) = 0. Il existe donc ng € N t.q.

n>ng= (2PTTMP)em(AS )8 <

n,e

et donc
n2n0:>/|fn—f|qdm§277.

Ce qui montre bien que || f,, — f|l; — 0 quand n — co.
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On suppose mainteant que p = co. Comme |f,,| < M p.p. et |f| < M p.p., I'inégalité 17.8 donne
/ |frn — fl%dm < ePm(E) + 29MIm(Aj, ).

On conclut alors, comme dans le cas p < +o00, que || f, — f|l; = 0 quand n — occ.

3. (Question plus difficile.) Donner un exemple pour lequel || f,, — f||, 7 0 quand n — occ.
corrigé
Pour cet exemple, on prend (E, T, m) = (]0,1[, B(]0,1[), \) et p = 2. Pour n € N*, on définit f,, par

1 1
fol@) =vnsi0<z < —etfo(x)=0si — <z <1.
n n

Avec ce choix, la suite (fy,)nen+ est bornée dans L2, elle converge en mesure vers la fonction nulle mais
[ fnll2 #+ 0 quand n — oco.
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Devoir 2, corrigé de 1’exercice 6.38

Corrigé 138 (Orthogonalité et v.a.r. indépendantes)
Soit (€2, A, P) un espace probabilisé et (X, ), cn une suite de v.a.r. indépendantes. On suppose que X, est de carré
intégrable pour tout n € N et que (X,,/ X, )2 = 0si n # m (On note L? 'espace L3 (9, A, p) et (-/-)2 le produit
scalaire dans L?). On suppose enfin que >~ Var(X,,) < +oo.
1. Montrer qu’il existe au plus un entier n > 0 t.q. £(X,,) # 0.

corrigé

Soit n # m. Comme X,, et X,, sont deux v.a.r. indépendantes et intégrables, la proposition 4.10 (deuxi¢me
item) donne que X, X, est intégrable et

Comme E(X,X,,) = fQ X XmdP = (X,,/X,)2 = 0, on en déduit qu’il est impossible que E(X,,) et
E(X,,) soient tous les deux non nuls. On en déduit bien qu’il existe au plus un entier n > 0 t.q. E(X,,) # 0.

2. Montrer que la série Y~ X, est convergente dans L2,
corrigé
Pour tout n € N, on a Var(X,,) = E(X2) — E(X,)?2. Pour tout n € N sauf éventuellement un seul, on a donc

Var(X,,) = B(X?) = / X2dP = || X,.||3.
Q

La série Z::i% | X,|/3 est donc convergente. On en déduit que la série Y -  X,, est convergente dans LZ,

comme cela est démontré dans le premier exercice sur les espaces de Hilbert (corrigé 125).

440



Devoir 2, corrigé de 1’exercice 7.4

Corrigé 159 (Fonction dont les traces sont boréliennes)
Pour B C R?, on note ¢(B) ’ensemble des z; € R t.q. (z1,0) € B.Onpose T = {B C R?* ¢(B) € B(R)}.
Soit § €]0, Z[. Pour z = (21, x2)" € R?, on pose g(x) = (21 cos§ — x28in 0,z sinh + a5 cos )",

1. Montrer que 7 est une tribu contenant B(R?).

corrigé
On montre assez facilement que T est une tribu sur R2. En effet, on peut remarquer, par exemple, que R? € T
(car t(R?) = R € B(R)), T est stable par union dénombrable (si B,, € T pour tout n € N, on a t(U,enBp) =
Unent(By) € B(R) par stabilité de B(R) par union dénombrable) et T est stable par passage au complémentaire
(si B € T,onat(B¢) =t(B)° € B(R) par stabilité de B(R) par passage au complémentaire).

Pour montrer que 7' D B(IR?), on pose
C= {A1 X AQ, A17 AQ S B(R)}

On sait que C engendre B(R?). On remarque maintenant que C C T (car si Ay, Ay € B(R),onat(A; x Ay) =
Aq ou () selon que 0 € Ay ou 0 € As). La tribu T contenant C, elle contient nécessairement la tribu engendrée
par C, c’est-a-dire B(R?).

2.Soit ACRtq. A¢& B(R).Onpose B=A x {0}.
(a) Montrer que B ¢ B(R?).
corrigé
Comme t(B) = A ¢ B(R),ona B ¢ T etdonc B € B(R?) car T D B(R?).

(b) On pose f = 15 o g. Montrer que la fonction f n’est pas une fonction borélienne de R? dans R mais que les
fonctions f(z1,-) et f(-,x2) sont boréliennes de R dans R, pour tout 21, x5 € R.
corrigé

La fonction g est linéaire bijective de R? dans R?. On note h sa fonction réciproque. La fonction h est donc
aussi linéaire. La fonction h est donc borélienne (car continue) etona lg = f o h. Comme B ¢ B (Rz), la
fonction 1 n’est pas borélienne. On en déduit que f n’est pas borélienne (si f était borélienne, on aurait 1
borélienne car composée de fonctions boréliennes).

sin 6
cos 6’

Soit ;1 € R. On va montrer que la fonction f(x1,-) est borélienne. On pose zo = —x;
alors deux cas possibles :

On distingue

Premier cas. On suppose que 21 cos ) — 25 sin ) ¢ A. La fonction f(x1,-) est alors la fonction nulle (c’est-
a-dire que f(z1,x) = 0 pour tout = € R). La fonction f(x1, -) est donc borélienne.

Second cas. On suppose que x1 cos @ — xosinf € A. La fonction f(z1, ) est alors la fonction nulle partout
sauf au point 2 ol elle vaut 1 (c’est-a-dire que f(x1,2) = 1y, (z) pour tout 2 € R). La fonction f(z1,-)
est donc borélienne.

De maniére analogue on peut montrer que f (-, z3) est borélienne pour tout x2 € R.
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Devoir 2, corrigé de I’exercice 9.5

Corrigé 182 (Exemple de loi pour le max de deux v.a.r.)

On considere deux variables aléatoires réelles indépendantes X et Y qui ont pour loi de probabilité conjointe la loi
dans le plan R? de densité f(z,y) = 57 exp(— ‘/”222?2) par rapport a la mesure de Lebesgue de R?, o étant un
nombre réel donné non nul. Quelle est la loi de probabilité de la variable aléatoire Z = max(|X|, |Y|)?

corrigé
On peut supposer ¢ > 0. Soit ¢ une fonction de R dans R, borélienne bornée. On va chercher la loi de Z en
exprimant convenablement F(¢(Z)) grice a la connaissance de la loi du couple (X,Y).

1 22 4+ 92

P2)) = | [ plmax(el, ) =g exp(~ 5 ) dady.

On en déduit facilement que

E((2)) i /000 <,0(x)exp(—;;22)(/(:C exp(—%)dy)dm.

2mo?

2

3 )d€. On a alors

Pour u > 0, on pose e(u) = / exp(fg
0

E(p(2)) = — / " ol expl(— g e

xe g
Laloi de Z a donc une densité par rapport a la mesure de Lebesgue de R et cette densité g est donnée par

g(z) = %11& () eXp(—%)e(g).

L’hypothese d’indépendance de X et Y est inutile pour cet exercice.
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