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Et que faudrait-il faire ?

Chercher un protecteur puissant, prendre un patron,
Et comme un lierre obscur qui circonvient un tronc
Et s'en fait un tuteur en lui Iéchant I'écorce,

Grimper par ruse au lieu de s'élever par force ?
Non, merci. Dédier, comme tous ils le font,

Des vers aux nanciers ? Se changer en bouffon
Dans l'espoir vil de voir, aux lévres d'un ministre,
Naitre un sourire, en n, qui ne soit pas sinistre ?
Non, merci :::

.22 Non, merci! Mais ... chanter,
Réver, rire, passer, étre seul, étre libre,
Avoir I'eeil qui regarde bien, la voix qui vibre,
Mettre, quand il vous plait, son feutre de travers,
Pour un oui, pour un non, se battre — ou faire un vers!
Travailler sans souci de gloire ou de fortune,
A tel voyage, auquel on pense, dans la lune!
N'écrire jamais rien qui de soi ne sortit,
Et modeste dailleurs, se dire mon petit,
Soit satisfait des eurs, des fruits, méme des feuilles,
Si c'est dans ton jardin a toi que tu les cueilles !
Puis, s'il advient d'un peu triompher, par hasard,
Ne pas étre obligé d'en rien rendre a César,
Vis-a-vis de soi-méme en garder le mérite,
Bref, dédaignant d'étre le lierre parasite,
Lors méme qu'on n'est pas le chéne ou le tilleul,
Ne pas monter bien haut, peut-étre, mais tout seul!

Cyrano de Bergerac, Acte I, Scéne 8
EDMOND ROSTAND
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Introduction

L'analyse est parfois un moyen de se dégouter en détail
de ce qui était supportable dans son ensemble.

Mauvaises pensées et autres
PauL VALERY






Les travaux rassemblés dans ce mémoire ont pour point cortionigine des modeéles considérés en mécanique des
uides. Il sont motivés par des applications potentielleseddomaine particulier de la mécanique et bien souvent par
les méthodes de simulation numérique qui leurs sont assclé décris brievement dans cette introduction la streictu
générale du document, chaque chapitre présentant lesatdsulibliés, ou en voie de publication, dans un ou plusieurs
articled.

La premiere partie de ce mémoire a ainsi pour objet des medBézoulements que I'on pourrait quali er de
complexesLes deux premiers chapitres concernent les modéles d&wamts multiphasiques de type Cahn-Hilliard
/ Navier-Stokes. Ceux-ci, dans la classe de modéleaditerface diffusgont pour objectif de rendre compte de I'écou-
lement de mélanges de uides non miscibles visqueux incesgibles par le biais de variables dé nies globalement
et notamment d'un ou plusieurs parameétres d'ordre qui maf@tement mais continiment aux interfaces. On propose
ainsi une étude théorique (existence et unicité, compamemualitatif) et numérique de ces modéles, en portant une
attention particuliére & la construction de bons modéles tkacadre triphasique. Ces travaux ont donné lieu durant ma
thése a I'écriture d'un code de calcul en Fortrarf §0e I'on a repris et complété par la suite avec L. Chupin dans |
cadre de sa these pour prendre en compte les comportemseaghastiques.

La nalité des troisieme et quatrieme chapitres est I'étddemodéle plus classique des équations de Navier-Stokes
non-homogéenes incompressibles dans le cadre de condéionfimites non usuelles permettant la prise en compte
d'écoulements entrant et sortant dans le domaine de cdbeauls ce modele, bien que le champ de vitesse du uide
satisfasse la contrainte de divergence nulle, sa dengiténesnouvelle inconnue du probléme véri ant une équation
de transport pour le champ de vitesseDe facon plus précise, le chapitre 11l est consacré a I'étdd probléme
de traces pour I'équation de transport et de la résolutiopmiléme de Cauchy/Dirichlet associé a cette équation.
On établit également des résultats de stabilité des sokigd des propriétés de régularité en espace de celles-ci. Le
guatrieme chapitre est consacré a I'étude du modeéle de timmsliaux limites non-ré échissantes pour les équations
de Navier-Stokes non-homogénes proprement dit. On mdakistence globale de solutions faibles pour lesquelles on
peut interpréter la condition aux limites en un sens faible.

La seconde partie est dédiée a I'étude de I'approximatigrdpa méthodes volumes nis d'équations elliptiques
linéaires et non-linéaires monotones. Le cadre linéairenamtenant assez classique (bien que non trivial pariosrta
aspects et encore tout a fait d'actualité). L'originaliténgipale des travaux présentés ici est I'étude du cas imgaire.

Ces travaux assez théoriques trouvent leur origine, panple dans I'étude des modéles d'écoulements en milieux
poreux ou les effets non-linéaires sont pris en compte deisype Darcy-Forchheimer), ou encore pour des écoulements
de uides non-newtoniens dans les milieux poreux.

Le chapitre V rassemble les résultats de divers travaux'apprioximation par volumes nis dy-laplacien sur
maillages cartésiens. Cet opérateur constitue le problaodele des équations elliptiques non-linéaires monotones
Dans le cadre cartésien, pour lequel la situation géomsrigst la plus simple, la question de la constructiobales
schémas volumes nis est déja non triviale. Aprés avoir ctndésé de tels schémas, on en propose I'analyse d'erreur
sous diverses hypothéses de régularité des maillages@&sdtition exacte, en particulier dans le cadre d'une régéla
Sobolev fractionnaire (ou plus précisément Besov) de latisl.

Le chapitre VI est consacré a I'étude des schémas de type DDiS¢rete Duality Finite Volume) toujours dans
le cadre des équations elliptiques non-linéaires. Cedétesel de schémas a pour avantages de pouvoir s'appliquer a des
maillages non structurés trés généraux, de proposer uarsgaction naturelle de toutes les composantes du gradken
la solution et en n (et surtout!) garantit que le schématedlies différentes propriétés qualitatives du probléeméicon

1Dans tout ce document, les références numériques [1] a¢@wbient a la liste des publications de l'auteur page 79.ré&sences littérales du
type [Aav02] renvoient a la bibliographie générale situéa a du document (page 81).
2\oir la pagehttp://www.cmi.univ-mrs.fr/~fboyer/CHNS/index.html



On a ainsi montré que ces schémas étaient bien posés (ceegtipa’s immédiat dans le cadre non-linéaire) et on en
a proposé l'analyse dans différents cadres. Dans la seqmartie du chapitre, on propose une amélioration importante
de ces schémas pour prendre en compte d'éventuelles dizaitdd spatiales dans les coef cients de I'équation. On
propose une analyse d'erreur de ce nouveau schéma donfdampance est con rmée par les résultats numériques. Par
ailleurs, le schéma étant trés fortement non-linéaireqbes cients du schéma sont dé nis par des relations impdisi)

il est nécessaire de posséder un solveur effectif pour-cel@'est la raison pour laquelle nous avons proposé une
méthode de résolution itérative du schéma de type décotipusbordination avec un terme d'augmentation hétéregen
et anisotrope dont nous prouvons la convergence.

Le dernier chapitre rassemble la description de deux traeauypréparation. Dans le premier paragraphe, on étudie
une classe de schémas volumes ogdls-centeredriginaux pour résoudre les équations de diffusion lirgsaftypique-
ment I'équation de Laplace) sur des maillages non admessill sens VF usuel. On propose, contrairement a d'autres
approches de la littérature, de dé nir les ux numériquesfdeon implicite en intégrant a nouveau I'équation sur un
domaine bien choisi au voisinage de chaque aréte. La matiiemuen ne n'est pas connue explicitement et nécessite
l'utilisation d'un solveur itératif pour la résolution. C¢héma a pour intérét de montrer de bonnes performances sans
augmenter le nombre d'inconnues, et on peut, par ailletiaklié une estimation d'erreur dans un cadre relativement
général.

Dans le dernier paragraphe de ce chapitre, on propose é&h modeéle asymptotique d'écoulements dans les
milieux poreux fracturés. Le probleme que I'on doit résaidr ne est une équation de Darcy dans la matrice poreuse,
couplée avec un probléme elliptique en dimension inféeguosé sur I'nypersurface de discontinuité modélisant la
fracture. On montre que le probléme est bien posé et on peoposchéma de type volumes nis pour résoudre ce
probléme pour une matrice poreuse 2D (et donc des fractusasdimensionnelles) dont on montre la convergence. On
illustre également le bon comportement du modeéle en compkamsolutions a des calculs sur le probléme de départ.

Tous les résultats numériques de cette deuxieme parti@btarius grace a un code de calcul programmé en Fortran
90, en collaboration avec F. Hubert. Celui-ci permet dedrdes problemes elliptiques linéaires et non-linéaites,
problémes en milieux fracturés, les méthodes de déconosie domaines de type Schwarz chaque domaine étant
maillé de facon indépendante, ... Il contient une interfacec le mailleur EMC2 développé a I'INRIA et avec le
visualiseur GMV développé a Los Alamos.

Sdisponible & 'adresshttp://www-rocql.inria.frigamma/cdrom/www/emc2/fra. htm
4disponible a 'adresshttp://www-xdiv.lanl.gov/XCM/gmv/IGMVHome.html



Premiere partie

Modélisation et analyse en mécanique des
uides

La science ne consiste pas seulement & savoir ce qu'on doit ou peut faire,
mais aussi a savoir ce qu'on pourrait faire quand bien méme on ne doit pas le faire.

Le nom de la rose.
UMBERTOECO






Les résultats présentés dans la premiére partie de ce meésmyit consacrés a I'étude théorique et numérique de
modéles d'écoulements complexes.

Dans le premier chapitre, je propose un bref résumé de meatxale thése portant sur les modéles d'écoulements
diphasiques de type Cahn-Hilliard. Ces modeéles, ditdexfaces diffuseésoir [AMW98]) sont maintenant assez large-
ment utilisés et étudiés (voir par exemple [LT98, Jac9900aKKL04a]) notamment car ils se prétent bien & la prise
en compte de situations complexes avec forts changemgutietiques des interfaces et effets capillaires. Mes trava
dans ce domaine ont consisté en la justi cation formelle dupage entre I'équation de Cahn-Hilliard et les équations
de Navier-Stokes incompressibles (plus précisément @acedre quasi-incompressible selon [LT98]), en la simaoitati
numérique d'un tel modéle et en I'étude théorique des égnattouplées ainsi obtenues. En ce qui concerne les résultat
d'existence, unicité et stabilité des solutions plusiaiftgations distinctes sont considérées :

— Dans le cas homogéne ou on suppose que les phases sont delem&itée (ou de densités suf samment proches
pour pouvoir se placer dans le cadre de I'hypothése de Buoess), deux cas différents sont étudiés : celui ou la
mobilité (le coef cient de diffusion du potentiel chimiguest une fonction non-dégénérée du paramétre d'ordre
et le potentiel de Cahn-Hilliard une fonction réguliéreispeelui ot la mobilité peut dégénérer et le potentiel de
Cahn-Hilliard peut présenter des singularités de typeridgaique.

— Dans le cas non-homogéne, i.e. quand les variations déé&lepsat prises en compte, le cas général est encore
largement ouvert (on a seulement I'existence et l'uniaggale de solutions réguliéres). En revanche, dans le cadre
faiblement non-homogéne on peut établir des résultatsagbokn temps par l'utilisation d'estimations d'énergie
appropriées dépendant de la différefi@ntre les densités.

Par ailleurs, dans les résultats expérimentaux de [MKH®& < résultats numériques que j'ai obtenus, on peut

constater I'apparition de structures en bandes parakdlésoulement lorsque I'on provoque la décomposition sdaile

d'un mélange soumis a un fort cisaillement. Ceci nous a domclgit, avec P. Fabrie, a s'intéresser au comportement
qualitatif des solutions de notre systéme (dans un cadnglis#ndans une cellule de Couette et dans la limite de grand
cisaillement. Il s'agit d'analyser une forme de stabiligsdsolutions monodimensionnelles (dans la direction venss

a I'écoulement) dans I'ensemble de toutes les solutions2dhd le taux de cisaillement tend vers I'in ni.

Ce premier chapitre se termine par la description des ritswbtenus (en collaboration avec L. Chupin et P. Fabrie)
dans l'étude de la prise en compte d'éventuels comportesngstoélastiques des uides dans un modéle couplé du
type Cahn-Hilliard / Navier-Stokes. Il s‘agit de couplesagquations avec un modéle empirique de type Oldroyd. Les
résultats numériques obtenus permettent de valider gtiaéitnent le modeéle.

Le second chapitre, en collaboration avec C. Lapuerta,castacré a la généralisation du modéle de Cahn-Hilliard
au cadre triphasique, le but (issu d'un probléeme industisié par I'Institut de Radioprotection de de Sdreté Nupdgai
étant de simuler des ux de bulles de gaz dans un mélange deplases liquides strati ées. La construction d'un tel
modéle nécessite des précautions pour assurer une boseesprcompte des interfaces entre deux des phases dans le
mélange triphasique. On établit des conditions nécessaiiuf santes pour qu'un modele de Cahn-Hilliard triplogs
satisfasse ces bonnes propriétés. On prouve ensuite qurazides sont bien posés et on propose des illustrations
numeériques répondant a I'objectif initial de ce travalil.

Dans un second temps, je présente mes travaux consacrésde lde I'équation de transport et a leurs applica-
tions a l'analyse de conditions aux limites non-linéairesien-ré échissantes pour les équations de Navier-Stokes
non-homogenes. De fagon plus précise, le chapitre 11l eddanré a I'étude de I'équation de transport pour des champs
peu réguliers non tangents au bord du domaine. On montredaitilsest possible de dé nir des traces pour les solu-
tions de ce probléme et que I'on peut donner un sens au prebEnCauchy/Dirichlet qui lui est associé et bien sur



le résoudre. Ces résultats sont basés sur I'extension #édgi¢ des solutions renormalisées de DiPerna et Lions a ce
nouveau cadre. Grace a la propriété de renormalisation d&éeg on établit en particulier la stabilité (au sens fde3
solutions (et de leurs traces) de I'équation de transpantaport aux données initiales, aux données au bord etigurto
par rapport au champ de vitesse. Ce chapitre se termine paésiglitats nouveaux de régularité en espace des solutions
faibles de I'équation de transport dont la démonstratidrbasée sur I'étude de la dépendance de la trace des solutions
en fonction de la coordonnée normale prés du bord du domaine.

Le chapitre IV est en n dédié a l'analyse (avec P. Fabrie) cudile de Navier-Stokes non-homogéne avec conditions
aux limites arti cielles en sortie de I'écoulement. La cétioh aux limites que I'on étudie est non-linéaire et s'iirep
de celle proposée dans un travail de Bruneau et Fabrie dasglte des écoulements homogenes. On donne ainsi une
formulation faible du problema la Leray, c'est-a-dire avec des fonctions test a divergence nutiet dn montre qu'elle
admet une solution. On établit ensuite I'existence de lagiom puis on montre que la solutiénv; p) ainsi obtenue
satisfait la condition aux limites prescrite initialemgen un sens faible. Les résultats du chapitre précédenpsomi
les ingrédients essentiels utilisés dans ce travail, natant dans le but d'établir de bonnes propriétés de compswité
les solutions approchées du systéme.



Chapitre |

M ODELES DE TYPE CAHN-HILLIARD POUR
LES ECOULEMENTS DIPHASIQUES
INCOMPRESSIBLES

Cette partie de mon travail, dans le cadre général de la npgades uides multiphasiques ou multicomposants,
est consacrée a la modélisation et la simulation numéritpunegart et a I'étude théorique des modéles d'autre part. Il
s'agit pour partie de mes travaux de theése que je résume ‘&, et de travaux réalisés aprés celle-ci que je décris
plus en détail.

1 Résumé des travaux de these

1.1 Dérivation du modéle et simulations numériques

L'équation de Cahn-Hilliard décrit, par le biais de la doardune énergie libre contenant & la fois des termes
d'énergie libre volumique et des termes capillaires, l'étion d'un paramétre d'ordre (typiquement une concedrgt
dans un mélange de deux phases (voir I'introduction du ¢tealb). La premiére partie de mon travail de thése a consisté
a justi er (via une étude dimensionnelle formelle) le modele (I.1) ci-dasscouplant les équations de Navier-Stokes
et I'équation de Cahn-Hilliard. Ce couplage permet, a traVapproche “interface diffuse”, de prendre en compte les
phénoménes hydrodynamiques des écoulements diphasignei®( de surface, forces capillaires, etc ...) mais dessi
phénoméness purement diphasiques de dgmmposition spinodalee systéme complet s'écrit

%%ﬁV re P—lediv Er =0

_ 2. o

= +FY) ) L 2 (1.1)
% " %;/“‘(v ryv gedv@(C)DW+rp=Krt+"——r — + g

div(v)=0;
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ou' estle paramétre d'ordre (normalisé de sorte que les valgwysiques de celui-ci soientl ' 1), le
potentiel chimique généralisé, la densité du mélangg,le champ de vitesse moyeneta pression du mélange. Le
parameétre est I'épaisseur de l'interface et la tension de surface esstanue dans le coef cient de capillarité (voir
aussi le chapitre 1), en n le comportement thermodynareide l'interface est décniial'énergie libre volumiqué- (' )
possédant, sous la température critique, une structur@ebletpuits modélisant les deux phases du mélange (voir la
gure 11.2). On prendra par exemple(' ) = % 72 On ajoute a ce systéme des conditions aux limites de Neumann
pour' (hypothése d'orthogonalité entre l'interface et le borddiumaine) et pour (absence de diffusion a travers les
parois) ainsi que des conditions aux limites sur le champtéssev.

Dans ce modéle, la densité adimensionnéest une fonction du parameétre d'ordre véri ant

S()=1+ Tl pourtout 1 ' 1 (1.2)

ou" est le contraste de densités entre les deux phases

L
max( 9; 3)’

Pour I'étude mathématique du modeéle, on étend cette famédie facon non-linéaire) & tout entier de sorte que I'on
ait, indépendemment de:
j 0]1 ", et0< min (") max -

Cette manipulation est cruciale car, si on ne suppose paslilith dégénérée ou I'énergie libre singuliére, alors les
solutions de I'équation de Cahn-Hilliard ne sont pas contraintes@aykteme a demeurer dans l'intervalle des valeurs
physiqueg 1; 1] (voir par exemple [BB99]). On retrouve ici le fait que les étjons paraboliques du quatriéme ordre
ne satisfont pas le principe du maximum. Il s'agit de I'un deonvénients de ce type de modéle. Celui-ci est néanmoins
maitrisé par l'utilisation de coef cients de mobilité dég&és (ce qui rend I'analyse plus délicate et moins compléte

D'un point de vue numérique, la discrétisation de ces équatest souple et permet notamment de prendre en
compte de forts changements topologiques des interfacegrsdtement particulier, ce qui n'est pas le cas de modéles
“a interface ne” pour lesquels la localisation précise datérface au cours du temps est nécessaire et peut poser
des problémes importants d'algorithmique par exemple. éscdption du modele, des schémas utilisés ainsi que des
premiers résultats numériques sont parus dans l'artigle [4

1.2 Problemes d'existence, unicité et stabilité des solotis du systeme couplé

Dans un second temps, j'ai mené l'analyse du modeéle (l..Brabti-dessus dans le cadre des conditions aux limites
de cisaillement en vitesse (tous les résultats généraxistbace, unicité, et stabilité restent valables pour deslc
tions aux limites de type Dirichlet homogene par exemplg)siBurs cas ont été envisagés et présentent des dif cultés
différentes.

Dans [2], on étudie le modele simpli é obtenu en faisant poyhése de Boussinesq, c'est-a-dire que I'on néglige
les différences de densité des uides dans tous les termégiaas le terme source di a la gravité. On montre alors,
sous I'hypothése de non-dégénérescence de la mobilité€kecent de diffusion du parameétre d'ordre) I'existencan(
2D et 3D) et l'unicité (seulement en 2D bien entendu!) destimhs faibles globales du systeme ainsi que I'existence
et l'unicité locale en 3D de solutions fortes. Dans le casaombbilité est susceptible de dégénérer (ce qui est un cas
physique important) nous obtenons I'existence globaleotigisns faibles et nous perdons l'unicité.

Dans ce méme article, on montre la stabilité (en 2D et 3D) thts éits “métastables”, c'est-a-dire les points de
convexité de I'énergie libr& dans le modele, sous faible cisaillement.

L'article [3] est consacré a I'étude du modéle complet dagikl les différences de densité entre les phases sont
prises en compte. Sans autre hypothése, nous montrorst¢ege et I'unicité locale de solutions treés régulieresproe
bleme. C'est, a ce jour, le seul résultat disponible pourdeléte complet en toute généralité. En revanche dans ce méme
article, sous I'hypothese que la différence de densitéedatr deux phases est faible (casfdiblement non-homogéhpe
nous montrons (Théoréme I.1) I'existence d'une solutidbléaglobale et d'une unique solution forte (globale en 2D et
locale en 3D).

Pour étre tout a fait précis, le résultat obtenu dans [3] eameles conditions aux limites de cisaillement, mais la
preuve s'adapte sans dif culté au cas de conditions auxdisnile Dirichlet sur un ouvert régulier &. Dans I'énoncé
suivant, on a usuellement ndté I'espace des champs de vecteurs(dé() 9) a divergence nulle et a trace normale
nulle.
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Théoréeme I.1

On suppose que le coef cient de mobilBéest une constante strictement positive. Soign2 H,' o 2
H3() ,telle quem(' ) estindépendant de On suppose qu'il exist€, indépendant dé tel que

k' ok + kvgkp 2 + "K' okyz + "K' gkys  Co:

Alors, il existe"g > 0tel que pour tout' <" g il existe une solution faibl€¢ -;v-) de(l.1) surR* pour la
donnée initiale(" o; vp), satisfaisant

K oKit (reonty + 2K oKLt (renzy TR KL (Re ey + KV kis mezy Cii (1.3)

@" Ly @
@t Lotoer 112) @t L o(tg00+ 1) (1.4)
+ K vKizgigior H1) + KWK 2(t010+ ;n1y  C2( );pourtoutty 0, > 0

' wil
k "kLZ(to;to+ ;H3)+ 2

ouCy, Co( ), M (T) sont indépendants deet det.
De plus si' , etv, convergent respectivement verg dansH ! et versv, dansL?, alors (& une sous-suite
prés en 3D)on alaconvergence! 1,'-! ' etw.! wvou' etvsontsolutionsdu probleme homogéne.

L'élément clé de la preuve de ce résultat est I'obtentiomd'®stimation de I'énergie non-usuelle dans laquelle
I'énergie proposée met en jeu des dérivées d'ordre élevindesnues mais pondérées par des puissances positives de
". Par des techniques similaires, on montre I'existencaietdité de solutions fortes (globales en 2D et locales entBD s
un temps indépendant dg dés que les données initiales (supposées indépendaritesate suf samment réguliéres.
Nous généralisons également dans ce travail le résultaatgit® asymptotique des états métastables obtenu dhas [2
ce cadre faiblement non-homogeéne.

1.3 Etude asymptotique d'un modéle diphasique sous cisaginent

Dans l'article [5], en collaboration avec P. Fabrie, noussimtéressons au comportement qualitatif d'un mélange
diphasique en dessous du point critique, lorsqu'il estéld@ns une cellule de Couette a grand cisaillement. Ce ltravai
est motivé par les résultats expérimentaux de plusieusuasi{Hashimoto, etc ...) et par une collaboration avec des
physico-chimistes (équipe d'A. Colin a Bordeaux).

Une cellule de Couette est formée de deux cylindres corigeies dont la différence des rayons est petite (d'ordre

1) devant le rayon moyen de la cellule (d'ordre 1="). Si on fait tourner les cylindres a des vitesses angulaires
opposées et de l'ordre dg la vitesse de cisaillement obtenue est de l'ordréde

Les inconnues décrivant le systéme sont la vitesse et Iaipres-; p- ainsi que le paramétre d'ordte: (frac-
tion volumique d'un des constituants dans le mélange) ebtentiel chimique - du mélange décrivant les propriétés
thermodynamiques du systeme.

Dans ces conditions, sous une hypothése d'écoulementdinmjtiécoulement est décrit en 2D (voir [4],[5]) par le

systeme modeéle qui s'écrit po(x;z) 2 - =]0;1="[ ] 1;1], sous laforme
8
@ z 1
= 4+ - @ «+uU- r'w i «=0;
ez 2w EY);
@u 1
= I v+ = K or '
% @t Re u-+rp r' o
© div(u)=0;
ouF() = % 72 et' ., « etu- vérient des conditions aux limites homogénes de type Ceuete systeme

apparait comme le couplage non-linéaire entre une équagéi@tokes (dans le cadre laminaire) et une équation de type
Cahn-Hilliard décrivant I'évolution des interfaces daasiélange.
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On constate alors que'sp est une solution de I'équation de Cahn-Hilliard 1D dans teation transverse,
8
@9 1
- - N = 0,
% @t Pe@ 0
3 07 2@ o+ FY o)
" @ o0=@ 0=0;surfz= 1g

alors le couplg' + = ' g;u~ = Q) est solution du probléeme considéré plus haut. Ces soluttongspondent aux
solutions en bandes que I'on observe expérimentalemenieériguement.

Si on notgf j+ la normel ? indépendante du domaine, c'est-a-dire

5 1 P
ifizr = Pﬁkf Kz .y = "KFkpzg s

alors on montre le résultat suivant :
Théoreme 1.2

On considere une famille de données initiales de la forme

Cl= gy

u-(0) = ud(z)ex + w?;

pour les équations précédentes dans le domaineOn suppose que? est de moyenne nulle et qu'il existe
une constant& o ne dépendant que dej telle que pour tout > 0, on ait

i Qize + "Fr  %or Kop et jwlize Ko™

Alors, pour toutT > 0, il existe"o(T) > 0etC(T) > 0Otels que pour tout <" o, la solution ( -, u-) du
probléme posé dans- véri e

sup ' "o " oajar iU Ugjar  C(T)Y (1.5)
t2[0;T]
sup jr (- ‘o " C(T)"E; (1.6)
t2[0;T]

olug et' ; sont solutions des équations linéaires

@y 1 —A- AT — M — 0 _ —n-
at Re@uo_o, dans] 1;1[ avecup(t =0)= ul,up(z= 1)=0;
et 8 o L
z
% Elt‘* @' 1+ uw(2)@' 1 pe ! =0 dans -
E 1= 2+ FQo) g
@1 _ @ 0
avec—— = —— =0 aubord et 1(0) = ' %:
@ @ 1(0) 1

On peut améliorer de fagon signi cative ce résultat giest en fait la solution constant® de I'équation de Cahn-
Hilliard : ' o ! . On trouve alors une estimation &n au lieu de' dans (1.5) et efi# au lieu de'z. Ceci montre donc
que' o + ™ 1 est bien le développement asymptotique au premier ordtederia solutiorl -. Si de plus! est un état
métastable du systéme, i.eFsi{! ) > Oalors les estimations (1.5)-(1.6) sont valables p®ur + 1 .

On établit donc une hiérarchie des propriétés de persistdes solutions 1D transverses de notre systéme : les
mélanges homogenes sont plus stables a grand cisaillemetegautres solutions de type “bandes”, et parmi ceux-ci,
les états métastables sont persistants sur tout temps, eempouvait s'y attendre.
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2 Modéle d'écoulements diphasigues non-newtoniens

Dans le cadre de la thése de L. Chupin (que j'ai co-encadrée RvFabrie), nous avons étendu le modeéle consi-
déré a des phases viscoélastiques et proposé une méthoéequeref cace qui permette la simulation de ce type
d'écoulements (voir [6]).

Le modeéle développé et étudié dans mathese permet de dédidide d'une formulation par parameétre d'ordre, des
écoulements de mélanges diphasiques a interface diffuges Eertaines applications, on s'intéresse a des écoutsmen
d'une phase polymére dans un solvant, ou plus généraleraenitits possédant des caractéristiques non-newtoniennes
(le propergol par exemple).

Le modele s'obtient de fagcon similaire au modele newtonéengcrivant les lois empiriques de comportement vis-
coélastique (de type Maxwell, Oldroyd, etc ...) pour chacdas phases, puis en regroupant les résultats obtenus a n
d'écrire une équation globale sur le tenseur des contmittee mise sous forme adimensionnelle des équations permet
en n de dégager, dans une certaine plage de valeurs desgimesmeétres, un systéme d'équations déle a la physique
et néanmoins exploitable.

On montre ainsi que les équations s'écrivent en toute gétéda la facon suivante :

8 . '
%t+vr' Piediv &r - =0
= 2 +FY)
QV+ Vrv idiv @ ¢)r r()YD(V)+rp div()= g+Kr' (.7
@t Re
div(v)=0
D 1 1

4 = 2 ("))r(" )D(V):

ot * wWer) = wer2 (r(PM
Les inconnues sont & nouveau le paramétre d'ordre potentiel chimique , la vitessev et la pressiomp auxquelles
s'ajoute un tenseur de contraintes non-newtonigdéquation véri ée par est de type Oldroyd et prend en compte les
propriétés de relaxation et de retard des phases viscigglast Dans cette équation le parameéffe) est un paramétre
de retard (qui dépend du rapport entre le temps de relaxatitemtemps de retard de la phase de compositipet le

nombre de WeissenbeWy e(' ) est un temps de relaxation du systeme. En n la dérivatiorveoﬁweD—t qui y apparait
s'écrit en toute généralité sous la forme
b _@,
Dt @t
ou D(v) et W(v) représentent respectivement les parties symétriquestietyanétriques du tenseurrv et a est un

parameétre rhéologique empirique choisi en fonction detleation physique que I'on souhaite modéliser.
Divers aspects de l'analyse de ce systéme ont été abordés@hupin dans sa these [Chu03, Chu04, Chu05].

vir W(v): + W (v) a(D(v): + :D (v);

Pour la simulation numérique de ce systéme, nous avonssrigsrischémas utilisés dans mes travaux antérieurs
[4] concernant la partie Cahn-Hilliard et Navier-Stokessystéme : en particulier le schéma antidiffusé de P. Rase-
tarinera (voir par exemple [BFR97]) pour les termes de fpans Pour traiter I'équation d'Oldroyd et son couplage
avec I'équation de Navier-Stokes, nous proposons un schéomuplé basé sur une approximation “exponential tting”
pour . Nous prouvons que cette discrétisation en temps est quamiditionnellement stable (la seule condition est

t “%ﬂ, qui s'avére trés raisonnable en pratique). Par ailleuscle@ma dégénére correctement lorsque les
phases sont newtoniennes ou lorsque le temps de relaxaibme des phases tend véxs

Nous retrouvons alors avec ce modele un certain nombre dei@tés qualitatives connues de tels écoulements.
Nous validons également notre couplage Navier-Stokesrb@dddans le cas monophasique.

Atitre d'exemple, la gure .1 montre les résultats des slations d'une décomposition spinodale sous cisaillement.
A l'état initial les deux uides sont mélangés quasi-unift&ment, puis on abaisse la température pour passer sous la
température critique et provoquer la séparation des ph&sgasitanément on déclenche un écoulement de cisaillement
dans la direction horizontale en imposant les conditionslimites adéquates sur les bords supérieurs et infériewrs d
domaine de calcul (et la périodicité dans la direction rantale).

Les différences de comportements qualitatifs sont clatesorrespondent aux observations expérimentales. Tout
d'abord, on remarque dans les deux cas que les phases tenderttrati er dans la direction de I'écoulement mais
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Mélange viscoélastique Mélange Newtonien
T e
‘F——'
—
t=10
™
———
]
=100
— [
I |

FIG. 1.1 — Décomposition spinodale sous cisaillement (contfposdu mélange et pro | de vitesse)

dans le cas non-newtonien la taille caractéristique deddmhorizontales est supérieure a celle obtenue dans le cas
newtonien. Par ailleurs, le pro | de vitesse linéaire cependant a I'écoulement de cisaillement permanent agggral
I'état limite en temps grand dans le cas newtonien. Dansdenoa-newtonien, dans une certaine plage de parametres,
ce pro | linéaire de vitesse n'est pas un état stable du systét on observe plutdt en temps grand un pro | de vitesse
qui a la forme d'une ligne brisée dont les pentes sont caitesaanalytiquement (au moins pour un modéle simpli €) et
prennent au plus 3 valeurs.

b

:

i

dis

FLUID 1

~<}—
\__FLUID 2 V_>

FIG. 1.2 — Description de I'expérience de création de bres

D'autres exemples sont donnés dans [6], notamment conudatabrication de bres viscoélastiques qui est un pro-
bléme fondamental dans l'industrie chimique et pharmagiglee (voir la représentation schématique de I'expérience
gure 1.2). En particulier, on retrouve le fait que les bresscoélastiques ont tendance a se rompre beaucoup plus vite
lors de leur fabrication que les bres ayant des proprié@stoniennes. Cette situation est illustrée dans le gu8ear
la comparaison des diagrammes de phase dans les dewositu®ans le cadre expérimental on obtient le diagramme
de phase donné dans la gure 1.4 qui est en bonne cohérencéem/esultats numériques.
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vitesse. vitesse. .
d'injection d'injection
et ° - ° °
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FiG. 1.3 — Diagrammes de phase obtenus numériquement pour lelenoelwtonien et le modéle viscoélastique
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FIG. .4 — Diagrammes de phase obtenus expérimentalementésouf. Colin, Université Bordeaux 1)
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Chapitre Il

M ODELES DE CAHN-HILLIARD A TROIS
CONSTITUANTS NON-MISCIBLES

En collaboration avec Céline Lapuerta, j'ai introduit endie dans [12] (voir également [22], [24]) un nouveau
modéele de type Cahn-Hilliard pour la simulation numériqureate d'écoulements a trois composants.

liquide léger

liquide lourd

FiG. 1.1 — Bulles de gaz traversant une interface liquideitigu

Plus précisément, le contexte général de la thése de C. ttapst |'évaluation par simulation numérique directe de
coef cients d'échange thermique entre deux phases licaé@eprésence d'un ux de bulles gazeuses dans des situations
extrémes telles que I'on peut en rencontrer lors d'évestaetidents nucléaires graves dans un réacteur. Les valeurs
estimées de ces coef cients servent de données en entrémlde & zones permettant la simulation a une plus grande
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échelle de la totalité de I'accident. A ce titre, il est es@dmle pouvoir simuler des écoulements de bulles gazeuses e
présence de deux autres constituants liquides que songlespthases (métallique et oxyde) du corium (voir [Lap06]).
La situation est schématisée dans la Figure 11.1.

Le cadre général des modeles a interface diffuse est bignté@dae type de problémes (en comparaison par exemple
avec des méthodes de tylewel-se}. lls permettent notamment de rendre compte, sans graod etfmérique et algo-
rithmique particulier, de changements topologiques irtgpis dans les interfaces. Bien entendu, un des prix a payer
est par exemple la nécessité de mailler de fagon suf sammenpour assurer la qualité de la discrétisation dans les
interfaces.

Bien que la littérature concernant les modéles de type Gétiard multi-constituants soit assez riche, les modeéles
disponibles sont plutdt adaptés a des situations diffésergn particulier celles ol les changements de phase sont a
prendre en compte. Pour modéliser des situations typicgiksfelgure 11.1, on doit plutdt voir notre probléme triphgse
comme un probléme 3 fois diphasique. Autrement dit, nouss\zesoin d'un systéme d'équations le plus simple
possible susceptible de simuler correctement la coexistele 3 constituants et donc de 3 types d'interfaces (avec
des tensions de surface différentes) et I'évolution de ghad'entre elles sous écoulement. L'objet de ce chapitre es
de décrire la construction d'un tel modéle, son analyse émattique et en n d'illustrer ses propriétés sur quelques
résultats numériques.

Bref retour sur le modéle diphasique - Dans le cadre diphasique, le modéle de Cahn-Hilliard estroéné par
I'expression de I'énergie libre totale en fonction de la centrationc 2 [0; 1] de I'un des constituants dans le mélange
(le parametre d'ordre utilisé dans le chapitre précédent n'est autre'que2c  1). Celle-ci s'écrit usuellement

Z
FOP(= 1231 o2+ g jr g2dx; (I.1)

ol estlatension de surface entre les deux phaseségaisseur de l'interface.

Pourquoi est-il légitime de nommer ainsi ces deux parara@tRour cela, calculons I'état d'équilibze du systeme
surR par exemple (ce qui revient & considérer une interface mamaulti-D). L'équation d'Euler-Lagrange s'écrit

8
3 Sreiaaiel Wl 20)=0;
, Ipa-

Illm Cco=0;
Ce qui se résout de fagcon unique (a translations pres) par

c(Xx)=0:5 1+tanh x

On constate donc bien queest la taille caractéristique de la zone de transition dage®aleur® et 1. Par ailleurs si on
calcule I'énergie totale contenue dans cet état d'équlibn obtient

FIP(e) = |

ce qui justi e I'appellation “tension de surface” du systémour le paramétre.

Un point crucial est que ces deux parametres sont donnéa pakique et interviennent dans le modéle de facon
explicite. Par ailleurs, ces deux quantités peuvent ééses indépendamment I'une de I'autre. On peut ainsi, s
simulations numériques, augmenter I'épaisseur d'interf@ n de pouvoir utiliser des maillages de taille raisoble
sans modi er la quantité d'énergie contenue dans l'inteefa
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interface

_
phase2 phasel
1
C
0
X
F(0)
0 1
C

FiG. 1.2 — Energie libre et pro | d'interface a I'équilibre

1 Modeles a trois constituants non miscibles. Existence et u nicité
des solutions

En s'inspirant du cadre diphasique résumé ci-dessus, roerettons a modéliser des systemes triphasiques non
miscibles par la donnée d'une énergie libre totale de la é&orm
Z

_ 12 3
F’[rl;[?lh(cl;cz;cs) = TF(CI;CZ;C?:)'I‘ g

o, 3, 3, . .
Ar cpj? + g o Coj? + g ar csj? dx; (11.2)
ol cp; ¢ etcs sont les fractions volumiques de chacune des espéces daréddege et est I'épaisseur de l'interface.
Pourlinstant = ( 1; »2; 3) estunparamétre a déterminer ainsi que I'énergie libremadueF . Le mélange étant

supposé parfait, les trois concentrations sont sujettesaritrainte
C=(ci;ccs)2S Y (c1icics) 2R% i+ G+ c3=1

Avant de discuter le choix de etF (ce qui est en fait le nerf de la guerre!), il faut écrire lesid@ipns d'évolu-
tion correspondant & un ot de gradient, au sens du prodaiese deH !, de la fonctionnellé= sous contrainte de
conservation de la masse de chague composant et sous laietady + ¢, + ¢z = 1 partout. On montre ainsi, par un
argument de type multiplicateur de Lagrange, que le systBéggiations a considérer est le suivant :

X (11.3)
2 =517 L@ eFre) 2w
J

i6i

ol My est un coef cient de diffusion (appelé la mobilité) qui estparamétre du systéme (lié au temps caractéristique
de la diffusion moléculaire dans le systéme) et qui peut inxdiement dépendre des concentration, etcs. Le
coefcient 1 estdé ni(dés que cela a un sens) par

La premiére question naturelle que I'on se pose est : soueguwsnditions le systéme (11.3) est-il bien posé ? Pour
répondre a cette question il faut tout d'abord s'assureradeokercivité des termes capillaires dans I'éne@lgh. En
effet, si cette coercivité n'est pas assurée alors, foenadint, il est possible de diminuer I'énergie totale a vadosid
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la création d'interfaces d'énergies négatives! Notons lquepercivité est automatique dés que tous les coef cieats d
capillarité ; sont strictement positifs mais le cas ol I'un de ces coehtseest négatif est un cas important dans les
applications et que nous souhaitons pouvoir traiter. Laltésobtenu est le suivant.

Proposition 11.1

Soit =( 1; 2; 3)2 RS.llexiste_ > Otel que pourtoun 1, on ait
Y IRT RS 1Y R N KA IR G IPS Sl B Rl (11.4)
pourtout( 1; 2; 3) 2 (R”)s,tel que 1+ 2+ 3=0,sietseulement sles deux conditions suivantes sont
Véri ées
1 2% 13+t 23>0 (1.5)

it (>0, 8 6] (11.6)

On considére maintenant les hypothéses suivantds sur
— F est de class€? et véri e

F(C) 0, 8C2S; (I1.7)

— Il existeB1; B, > Otelles que
IF(C)i B1JCjP +B2; 8C 2S; (11.8)
jDF (C)j B, |Cj" 1+B,; 8C2S; (11.9)
jD2F (C)j B1jCj® 2+B,; 8C2S; (11.10)

avecp=6sid=3,et2 p<+1 sid=2.
— llexisteD; Otel que

D2F(C) ; D1(1+jCj%jj% 8C2S:8 2R? (11.12)

ou0 g<4sid=3et0 g<+1 sid=2.

Les premiéres hypothéses sont standard dans la littéisuntes équations de Cahn-Hilliard. La derniére, indispbtes
pour prouver la régularité et donc l'unicité des solutioast moins usuelle car bien souvent la partie non convexe de
I'énergie est quadratique, ce qui correspond auca® . Néanmoins, comme on le verra dans la suite, les énergies que
I'on va étre amené a considérer ne sont pas de la fauaalratique-convexece qui nécessite de mener l'analyse du
modele sous I'hypothése plus générale (11.11).

En notanH} I'espace de€ 2 (H()) 3tels queC(x) 2 S, pour presque tow 2 , notre résultat d'existence et
unicité de solutions pour le probleme (11.3) est alors levant.

Théoréeme I1.2

Soit un domaine régulier borné de?, d = 2 ou 3. On suppose que Véri e les conditiong(11.5), (I1.6) et
que I'énergie volumiqué& véri e les hypothesefll.7)-(11.11). On suppose également que la mobilitg est
une constante strictement positive.

Alors, pour toute donnée initialg® 2 HZ, il existe une unique solution faib{€; ) de(I1.3) sur[0;+1 [
pour la donnée initialeC® et telle que

C2LY(0;+1 ;HL)\ L2.(0;+1 ;(H3()) 3H\CO0;+1 [;HY); (11.12)

2 L2(0;+1 ;(HY()) 3): (11.13)

Dans le cas ou la mobilité est une fonction positive, régelet bornée des paramétres d'ordre et qui ne s'annule pas,
le résultat est encore vrai en dimens&reEn dimensior8, on peut toujours obtenir I'existence mais I'unicité demeeu
un probleme ouvert.

Bien que la motivation de ce travail réside essentiellerdants les modéles ditonsistantgjue I'on va décrire par
la suite, ce résultat a une portée assez générale et peptiglagr potentiellement & de nombreux modéles de Cahn-
Hilliard triphasiques. Les points nouveaux dans la dénratish sont essentiellement la possibilité de considéesr d
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coef cients de capillarité ; négatifs (sous la condition (11.5)) et des énergies libm# ¢es termes non convexes peuvent
étre d'ordre relativement élevé.

2 Modeles triphasiqgues consistants

Revenons maintenant & la question de la déterminationwiertige libre volumiqué et des parameétres en vue des
applications a des écoulements de trois composants narbfeis Nous souhaitons modéliser une situation physique
dans laquelle les 3 interfaces entre les 3 constituantssteexsans changement de phase, I'un des constituantamouv
éventuellement étre absent dans une certaine zone ded&§past méme le cas générique, voir la gure 11.1). On peut
donc résumer les contraintes que I'on doit imposer & notréélesous la forme de deux propriétés :

Dé nition 11.3

Le modéle dé ni pa(ll.2) et(11.3) est ditalgébriquement consistaawec les systemes diphasiques de tensions

de surface 12, 13, 23 respectivement siles deux propriétés suivantes sontaesi:

(P1) Quand la phase est absente, c'est-a-dire si = 0, I'énergie totaleF tr'E’.h(cl; Cy; C3) du systeme doit
étre exactement égale a I'énergie totale du modéle diph@&sigprrespondant aux deux autres phases

F™c;1  ¢;0)= FIN.(c); 8c2 HY() ;

F™c;0;1 ¢ = F.(c); 8c2 HY() ;

F™"0;¢;1 ¢)= FIP.(c); 8c2 HY() :
(P2) Quand le composartn'est pas présent dans le mélange a l'instant initial, il r@tgpas apparaitre
au cours du temps. En d'autres termes, les solutions #ndu systéméll.3) doivent satisfaire, pour tout

i2f1;2;3g,
G(0)=0=) c(t)=0;8 O

Ces propriétés peuvent sembler parfaitement naturellggugtives néanmoins la plupart des modéles disponibles
dans la littérature et utilisés dans des situations siregpour des calculs numériques ne véri ent pas ces pr@wiét
(voir [KLO5]). Nous montrons dans la section 4 que des émesfgine véri ant pas ces propriétés ménent a des résultats
numeériques non satisfaisants.

Les tensions de surface,, 13 et o3 des trois types d'interface présent dans le systéme étaggsxon peut
maintenant caractériser tous les choix des coef cientsagdllarité et de I'énergie libre volumiqu€& produisant un
modéle algébriguement consistant au sens précédent.

Théoreme 11.4

Une énergie libre réguliere et des coef cients de capillarité;; , et 3 fournissentun modéle triphasique
algébriguement consistant avec les situations diphasigoerespondant aux tensions de surfagg, 13 et
23 Si et seulement si
8i; i= gt Kk ik ; avecfi;jik g= f1;2;3g; (11.14)

et

F(C)= 120G+ 13C5C5+ 23C5C5+ C1CCs( 1C1+ 2C2+  3Cs)
+ G3ABG(C)+(ci+ +c3 1)H(C); 8C 2R3

ouG etH sont deux fonctions réguliéres.

Il convient de remarquer que, la contrainte- c;+ ¢z = 1 étant véri ée en tout point et & tout instant par les solution
dansH%, le terme contenant le facted n'intervient jamais dans les équations et on peut donc ssgipb = 0 dans
la suite sans perte de généralités. Par ailleurs, les ceefts ; véri ant (11.14) sont connus dans la littérature comme
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étant les opposés desef cients d'étalementue I'on retrouve donc ici apparaitre par le calcul. Pdeais, ils véri ent
P+ 1-22 ij 8i 6 j:

L'un (au plus d'aprés la relation précédente) de ces coehts ; peut étre négatif dans un certain nombre de situations
ditesd'étalement totalNous verrons que le modéle proposé est capable de géressitatition dans de nombreux cas,
ce qui est une avancée importante en comparaison des modalass précédemment.

Les exemples usuels d'énergies libFEegjue nous utilisons en pratique sont

Fo(C)= 12CiG+ 13CC5+ 2355+ C1CoC3( 1C1+ 2C2+  3C3)

e 19

qui est, en un certain sens, la plus simple autorisée paéteéime 11.4.

Certains travaux dans la littérature (voir notamment [KKhQKL05, GNS98, GNS99]) utilisent I'énergie libre
dé nie par la fonction

Bo= 12GCG+ 136G+ 23C5C5; (11.16)

qui ne fournit pas un modéle consistant d'aprées le théorérdegssus. Ceci est con rmé par les résultats numériques
donnés dans la section 4. On peut également observer laetiff@ qualitative des portraits de phaseFgeet Fo en
tracant les isovaleurs de ces fonctions dans le triangléed@®ibbs Dans cette représentation ( gure 11.3) chaque point
du plan est représenté par ces coordonnées barycent(igues; c3) 2 S dans un triangle équilatéral auxquelles on
associe la valeUr (c;; ¢; ¢3). Chacun des sommets du triangle représente une des traieptia mélange.

1= 2= 3=4,F=Fo 1= 2= 3=4,F=Fo 1=6; 2=8, 3=4,F=F

FiG. 1.3 — Isovaleurs de I'énergie libre volumique dans lernigée de Gibbs

On voit bien que I'énergi€&o a un maximum local au centre du triangle et que les cotés dngieé sont des trajec-
toires d'énergie minimale liant deux sommets. Ce n'est pasb pour I'énergi€g ce qui illustre le mauvais comporte-
ment du modele pour ce choix. En résumé, I'éneFgje bien une structure en “triple-puits” mais &g

Ainsi, quand tous les coef cients; sont positifs, le choi¥ = Fj satisfait toutes les hypotheses du théoréme 11.2 et
tout indique donc d'utiliser cette énergie volumique (plaguelle la résolution numérique du probleme est plus shnpl
En revanche, dans les cas d'étalement total, i.e. quandiBsn ; est négatif alors cette énergie n'est pas utilisable, par
exemple parce que I'hypothése (I1.7) n'est jamais véri émsd ce cas (il peut méme se produire digene soit pas
minorée sur I'hyperplai$). Dans cette situation il est nécessaire d'introduired'yie

F (C)= Fo(C)+ cicscs; (11.17)

ol est un parametre réel positif (on retrouve (11.15) dés que0 ) et méme une forme un tout petit peu modi ée
(pour des raisons techniques dues a la dimension 3 d'esgécrle en détail dans [12]. On peut alors montrer :
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Proposition 11.5

Soient 12, 13 et »3 trois réels strictement positifs et;; , et 3 dé nis par (11.14). Pour tout > 0,
I'énergie libre volumiqud= dé nie par (11.15) et (11.17) est minorée sur I'hyperplaB et on a

im infF =0:
I +1 S
De plus, il existe o > Otel queinfs F =0 pour tout o Si et seulement sion a

1 2% 13+ 23>0

Ainsi sous la condition (11.5), I'énergi€ véri e toutes les hypotheses du théoréme 11.2 (au moins enl@Dbas
tridimensionnel nécessitant une légére modi cationFde et fournit un modéle algébriquement consistant avec les
modeéles diphasiques sous-jacents. De plus, toujours passez grand, on retrouve bien une forme en triple-puits.

Une fois que I'expression de I'énergie est choisie (en fonction de la situation étudiée comme guplti-dessus),
les équations (I1.3) peuvent étre réduites a seulement eoxnues; etcy, la troisieme inconnue; étant exprimée
parcz =1 c¢; . llestcrucial de noter qu'il ne faut pas effectuer I'élimaiion de la troisieme inconnue au début de
I'analyse car dans ce cas, le modéle obtenu peut alors dépdada variable que I'on a choisi d'éliminer (3 choix sont
bien sdr possibles). Ainsi, dans certains travaux de Eréiture (voir [KKLO4b] par exemple), il est proposé qu'atpar
d'une énergie donnékE (cy; Cz; C3), celle-ci soit restreinte a la variété des triplets adrbiesi, autrement dit I'énergie
réduitea deux variable§ (c1; ) = F(ci;c;1 ¢ C) est considérée et les équations d'évolution pouet ¢,
sont obtenues de facon classique. Cette approche faitgolagroisieme phase un role particulier par rapport aux deux
autres, ce qui dissymeétrise la situation et n'a pas lieud!ét

Au nal, on peut récrire notre systéme, par exemple dans $eotal'énergie- choisie esk = Fg, sous une forme
plus agréable et plus simple qui est

S@c_2m
@t ",
2 12 "
1= ZHal o)l 20) = t 23 ac(l ¢ &) —t o
1 2% 13+ 23 2 (11.18)
@s_om '
§ @t ",
2 12 "
2= 2ol o) 20) = t 23 acl ¢ &) —2 o
1 2% 13% 23 2

1 et , représententles potentiels chimiques des phases 1 etiitiame phase a pour concentrat@n=1 ¢; ¢
et pour potentiel chimiques = —i 1 —g 2.
Si on résume les résultats obtenus, sous la condition,(le&modéles dits “algébriquement consistants” construit
a partir de I'énergie volumiquE = F véri ent les propriétés suivantes :
1) Le modéle est bien posé sur I'hyperplan des contraiates
2) Le modéle peut simuler les situations diphasiques. Angrg dit, tout triplet par exemple de la forr(& c;; 1
C) est solution du systeme @t veéri e alors une équation de type Cahn-Hilliard avec uneggeur d'interfacé et
une tension de surfaces. Autrement dit, le modele est vraiment une extension desidtéans de Cahn-Hilliard
diphasiques que I'on pourrait écrire en mettant en présdaag des trois espéces considérées.
3) Les équations satisfaites par, ¢, etcs sont formellement équivalentes. En particulier, aucurstaes espéces
ne joue de rdle particulier par rapport aux deux autres dasgdteme.
4) Le modéle satisfait I'égalité d'énergie

. X 14
Srony ZLT L pax=o;
: i

i=1

le terme dissipatif étant bien positif, méme dans le casatéétent total, d'apres la proposition 11.1 et la relation
algébrique entre les;.



24 Chapitre Il. Modéles de Cahn-Hilliard & trois constituants non-miscibles

3 Consistance dynamique

Le modéle proposé a été établi pour qu'il véradggébriquemeries propriété¢P;) et (P2) dela Dé nition 11.3 qui
assurent la cohérence du modeéle avec les situations diptessiUne question naturelle est de savoir si cette cohgrenc
est stable vis a vis des perturbations (des erreurs nunerigar exemple). Nous montrons que ceci est vrai au sens
suivant.

Théoreme I1.6

Toujours sous la conditiofil.5), il existe 1 o tel que pour tout 1, le modele obtenu pour I'énergie
F estdynamiquement consistaavec les situations diphasiques, au sens suivant :

Pour toutM > O, il existe ; > O tels que pour toute donnée initia@°® 2 Hi telle quekC%y: M
alorsona Z

dx=0; etke’k 1 =)8t 0; kg(hk 1 k ¢’k e :

Dans ce théoréme on andtiék ; lanormeH ! dé nie surl'ensemblé 2 () des fonctions de? a moyenne nulle par
kfk 1= k( n) *fkys;linverse de l'opérateur de Laplace avec conditions de Nawung ) ! étant considéré
comme un opérateur de?, () dans lui-méme.

Ce théoreme établit donc que si a l'instant initial 'une deacentrations est petite en norknd 1, alors la solution
(ca(t); c2(t); ca(t)) est exponentiellement proche (dans toutes les nokhigsours < 1) quand tend vers I'in nid'une
solution purement diphasique. Encore une fois, nos résultanériques con rment l'importance de cette propriété qu
I'on doit vraiment comprendre comme un théoréme de statalisurant un bon comportement du modéle vis a vis des
erreurs numériques.

4  Simulations numeériques et validation du modele

4.1 Schémas numériques

La résolution numérique du modele ci-dessus a été effe@aé€. Lapuerta dans sa thése ([Lap06]) a I'aide de
la plateforme de calcul PELICANS développée a I'Institut Riadioprotection et de Sdreté Nucléaire sur le site de
Cadarache (voir [Pia04]).

Une des dif cultés rencontrées tient a la discrétisatiortemps du probléme de Cahn-Hilliard triphasique (méme
sans le couplage avec Navier-Stokes) qui requiert un saticpber. Il est en effet nécessaire de faire en sorte gue I'
égalité d'énergie soit satisfaite au niveau discret (ceagsure I'existence et parfois I'unicité de la solution dakgéme
discret et la stabilité générale du schéma). Cette prapniéist évidemment pas véri ée par la discrétisation exglic
Il est donc nécessaire d'impliciter une partie des nondiités. Dans le cas diphasique, on découpe I'énergie libike v
migque en une partie convexe (qu'on implicite) et une paniecave (qu'on explicite). Dans la situation triphasique, |
probléme est plus complexe et un tel découpage n'est pasuieypossible. On a donc proposé un schéma véri ant les
propriétés ci-dessus.

La discrétisation en espace s'effectue alors par une métd@déments nisP! pour le paramétre d'ordre et le
potentiel chimique. On propose également I'étude du prablavec conditions aux limites mixtes (Dirichlet/Neumann)
permettant de résoudre numériquement le probléme de l&améies bulles en entrée du domaine (voir la gure 11.8)
sans variation de volume des autres phases du systéme.

Remarquons qu'il est délicat d'utiliser des éléments dtenplus élevé lors du couplage avec les équations de Navier-
Stokes. En effet, pour assurer la conservation du volumeptases, on voit qu'il est important que la pression et le
paramétre d'ordre soient discrétisées par le méme élémertar la divergence du champ de vitesse discret n'est pas
nulle en général. La montée en ordre sur le probléme de Cadlliartinécessiterait donc l'utilisation d'un élément ni
vitesse-pression inf-sup stable dans lequel la pressidP%se qui s'avererait bien trop colteux.

C'est néanmoins un point qui mériterait une étude plus dppdie. Il est probablement possible de contrbler la
perte de volume des phases dans le cadre d'une discratisatiépendante de la pression et du paramétre d'ordre. La
montée en ordre du schéma pour Cahn-Hilliard permettraligblement de considérer un paramétpdus petit et donc
un calcul plus précis des interfaces, a nombre de degrébahtdiégal.
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Dans tous les cas, la résolution numérique du probléme peogst plus simple que, par exemple, par une approche
de type level-set pour lesquelles les dif cultés algoritgmes sont importantes (voir par exemple [SSCO02])
4.2 Résultats

D'un point de vue numérique, on peut véri er que ce modeélerdode bons résultats et qu'en revanche les modéles
ne véri ant pas les propriétés de consistaPg) et (P2) énoncées dans ce chapitre ne sont pas satisfaisants.

.
(1;0:8; 1:4) (1:1: 1) . (1;06;06)

FIG. 1.4 — Angles de contact pour la bulle piégée avec les terssite surface (12; 13; 23)

g .

—_— N

Par exemple, dans le cas d'une lentille coincée entre demesaphases, il est possible de calculer analytiguementles
angles de contact entre les phases et la distance qui sépgmifts triples a I'équilibre en fonction des trois tenside
surface. Nous obtenons une trés bonne coincidence avealeasscomme on le voit sur la gure 1.4 ou la zone blanche
représente la zone interfaciale (dé nie conventionnetahtomme celle ol ¢;)(1 )@ c¢3) %) et le trait
plein la solution analytique. Dans la gure 1.5, on obsetadifférence entre les résultats obtenus avec notre modéle

0.5 0.5

0 0

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0 0.01 0.02 0.03 004 005 O
Cas non-consistarf, = &, Cas consistang = Fqg

FiG. 11.5 — Comparaison entre les modeéles consistants et nositants

algébriqguement consistaet le modéle couramment rencontré dans la littérature ougiend seulement I'énergl&,
dé nie par (11.16). La gure montre les valeurs des trois paretres d'ordre le long de la ligne de coupe montrée dans la
gure 1.4. Comme on le peut le constater dans le cas non stens, lors de la traversée de l'interface entre les phiases
etj, il y a apparitiomnon physiquede la troisieme phadede fagon tout a fait signi cative et persistante au raf namhe
Ce comportement est bien entendu qualitativement mauvaisigit des problémes importants lors du couplage avec
les équations de Navier-Stokeis les forces capillaires. Si on utilise I'énerdig a la place dé%,, ce comportement
disparait et on obtient bien le résultat attendu.

Dans la gure 11.6, on montre les résultats obtenus dansdesitétalement, c'est-a-dire si l'un des coef cientsest
négatif. Comme on I'a vu plus haut, il est nécessaire dansselatiliser I'énergieF avec un assez grand € 21
dans les cas présentés) a n de stabiliser le point tripléaitdnir les résultats auxquels on s'attend. Dans ce casiltes
est bon de noter que les modéles usuels ainsi que le modé&stzoF, ne permet pas de passer le calcul et celui-ci
explose au bout de quelques itérations, car I'éndfgréest alors pas minorée ce qui rend le modéle trés instable.

Par ailleurs, nous avonsF;:oupIé ce modéle avec les équadtadavier-Stokes, dans I'esprit de [4], avec un terme de
forces capillaires de la forme i3:1 ir ' i pour simuler des situations avec écoulement. Nous pouvosssimuler de
fagon satisfaisante la traversée d'un ux de bulles gazeaseavers une interface entre deux phases liquides ( d.8g |
De plus, comme nous l'avons établi de facon théorique, matsdéle est capable de prendre en compte les situations
d'étalement total. Cette situation est exactement celielgm rencontre dans le cadre industriel qui a motivé cedilav
pour lesquels les deux liquides en présence sont les phagds(liquide Iéger) et métalliques (liquide lourd) duicon
(le produit de la fonte du coeur de réacteur suite a une égdattupture de cuve dans un réacteur a eau pressurisée).
Dans ce cas précis, les modéles de la littérature ne sontg#ards et notre contribution a permis d'accéder a des
simulations numériques dans ce contexte. Nous avons égatettudié le couplage avec la thermique dans le modéle
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(3;1;1) (1;1;3)
FiG. 11.6 — Evolution de la lentille dans deux cas d'étalemeffédents

an de quanti er les échanges de chaleur entre les phasestatmment I'in uence de la déformation de l'interface
métal/oxyde due au passage des bulles dans ces échangés @¢esnier chapitre de [Lap06])

Pour valider nos résultats nous avons, par exemple, étadi@ééstion de savoir si une bulle de gaz traversait ou
pas une interface entre deux liquides en con guration isé&at Un critére empirique a été établi dans [GCC88] qui
fournit la valeur d'un rayon de bulle critique en fonctionsdgifférents parametres du problemes (tensions de surface,
densités, etc ...) et nous avons pu véri er une bonne coreae de nos résultats avec celui-ci (voir la Figure 11.7). On
véri e également dans la Figure 11.8 que ce type de modeleseeen effet de prendre en compte les changements de
topologies dans le systéme - ici la coalescence de deusshiiiposées de facon asymétrique a l'instant initial.

5 Limitations du modéle. Perspectives

Décrivons ici quelques limitations qui semblent intringég au modéle et/ou au point de vue adopté :

— La prise en compte de tensions de surface non constantsab®olument pas triviale dans cette approche. Cette
situation peut apparaitre dés lors qu'on s'intéresse a gs®mes non isothermes avec de forts gradients de
température qui peuventin uer sur les tensions de surfacenzore si I'on souhaite modéliser les impuretés dans
un mélange.

D'un certain point de vue cette dif culté est naturelle capartir du moment ou les tensions de surface peuvent
varier, on ne peut pas vraiment dire que seulement troistgifieterfaces sont présentes dans le mélange, on n'est
donc pas tout a fait dans la situation “trois fois diphasique a fait I'objet spéci que de notre étude.

— Le développement de modeéles consistants selon la déiiidlessus ne semble pas pouvoir étre étendu de fagon
immédiate a des mélangesMe 4 constituants non miscibles. Une fagon intuitive de comgrerce probléeme
est qu'un mélange de 4 phases par exemple est décrit par feedale6 tensions de surface (il y@&possibilités
d'interface dans le mélange), alors que l'om @riori seulemen# coef cients de capillarité 1;:::; 4 comme
degrés de liberté dans le modéle. On peut bien entendu gevida rajouter des termes croisés du tyfme r ¢
dans la dé nition de I'énergie mais on peut se convaincreasapidement que cela ne change rien a ce probleme.
S'agit-il d'un défaut intrinséque des modéles a interfaiéiisle ou bien peut-on construire des formes différentes
de I'énergie multi-constituant pour lesquelles les prégs de consistance sont valables ? Cette question est au-
jourd'hui un probléme ouvert qui constitue une perspedtitéressante dans la suite de ce travail.

— De méme, il ne semble pas immédiat de généraliser ce travik interfaces ayant trois épaisseurs distinctes.
Ce point est peut-étre moins dommageable dans un premipstpaisque |'objectif de cette approche &stne
de pouvoir utiliser des épaisseurs d'interface non phyessquais bien adaptées a la simulation numérique sans
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modi er de fagon signi cative les autres propriétés phység dans le systeme.

Une des perspectives importantes ouverte suite a ce testdiEtude plus précise du couplage entre le modéle de
Cahn-Hilliard triphasique et les équations de Navier-8&kotamment du point de vue numérique. De nombreuses
dif cultés sont apparues au cours de la these de C. Lapuemtparticulier dans les cas d'étalement total, qu'il serait
intéressant d'étudier de facon plus systématique et prsie.

r=0:002<r gitique

r= O .0029> r critique

FiG. 1.7 — Ascension d'une bulle dans un bain strati é respesiient en-dessous et en-dessus du rayon critique

TIT11Y

FiG. 11.8 — Exemple de montée de bulles a travers une interfgoéde/liquide avec coalescence
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Chapitre Il. Modéles de Cahn-Hilliard & trois constituants non-miscibles
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Chapitre Il

A PROPOS DE L' EQUATION DE TRANSPORT

Le but de ce travail [9] est I'étude de I'équation de transpor
@ +vr =f (|||.1)

dans un domaine borné, pour un champ de vitessedonné a divergence nulle et ne véri ant pas nécessairement
v n=0surlebord = @ .

Rappelons que dans le cas d'un champ tangent au bord et tel uie’(]0; T[; (Wlipo( )) 9), Di Perna et Lions
[DL89] ont montré I'existence et l'unicité des solutionsidies dand_* (JO; T[;LP()) du probléme de Cauchy avec
donnée initiale dankP() , pour toutp 2 [1;+1 ]. Par ailleurs, ils ont établi que toutes les solutions &shle cette
équation sont des solutions renormalisées. Cela signiempur toute fonction réguliére : R 7! R qui ne croit pas
trop vite a I'in ni, la fonction () est solution de I'équation de transport

@()+vr ()= 0)f

Cette propriété trés forte, permet en particulier de démeotitinicité des solutions, des estimations du type ppeau
maximum, la conservation du volume des ensembles de niveaawas du temps, et également la continuité en temps
des solutions de (Il.1) & valeurs dan®() désque 2 LP() etp< +1.

Par ailleurs, I'étude de I'équation aux dérivées partellgl.1), permet d'obtenir des résultats sur I'équatiotedi
caractéristiquec'est-a-dire I'équation différentielle ordinaire

%X (s;t;x) = v(t; X (s;1;X)); X(s;8:%) = X; (1.2)
pour des champs de vectewrpeu réguliers. Cette approche est trés originale puisqueges champs lipschitziens,

on adopte plutdt la stratégie inverse qui consiste a utilise théorémes de type Cauchy-Lipschitz pour dé nir les
trajectoires de (lI11.2), grace auxquelles on construisielsitions de I'EDP (111.1).

1 Theéoreme de traces. Probleme de Cauchy/Dirichlet

Deés que le champ de vectewrsi'est plus tangent au bord de I'étude de I'équation (l11.1) ameéne directement a
celle du probléme de traces sous-jacent. C'est ce que jtegjeinis dans la premiéere partie de ce travail.
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Lorsque le champ est suf samment régulier (disons lipschitzien) ce probéeanété étudié par Bardos [Bar70] en
utilisant essentiellement la méthode des caractérisgiqeiest-a-dire en travaillant sur les trajectoires de.2)ll Dans
le domaine des équations cinétiques, Cessenat a étudi§Cesi4, Ces85] ce méme probleme pour 'équation de
transport neutronique (ow est unevariable et non plus une donnée du probléme) et Mischler [MisO0] aetgaht
étudié le probléme de traces pour I'équation de Vlasov. Dandernier travail, l'auteur n'utilise pas la méthode des
caractéristiques mais la méthode des solutions renorgealide Di Perna et Lions [DL89], ce qui permet d'accéder a
des résultats plus précis pour des données moins réguliéres

C'est cette derniere approche que j'ai choisie pour étuldigarobleme des traces pour I'équation (111.1). Une des
dif cultés majeures est le fait que I'on ne souhaite pasdalthypothese de régularité en temps sur le champ de vec-
teursv. Ceci s'explique par les applications potentielles de éssiltats aux équations de la mécanique des uides par
exemple (voir le chapitre 1V) pour lesquelles le champ desse posséde seulement, dans le cadre de solutions faibles,
la régularité de I'espace d'énerdié (J0; T[;(L2()) 9\ L2(0;T[;(H()) 9.

1.1 Théoréme de traces
Considérons un champ de vecteurs véri ant les propriétésnates

8
3 v2 LYo TL(WE() 9); avecp®= p—pl;
5 divv=0; (1-3)

(v n)2L (JO;T[ ) ; pourun certain> 1.
Pour un tel champ on introduit les mesures suivantefosiif  (en notant 2 la variable du bord)
dy=(v n)dtd; d , =jv nj dtd; d § =(v n)"dtd; d , =(v n) dtd;

desortequelond ,=d § d,; jd yj=d ! +d ,.Notonsque laderniére hypothése dans (l11.3) est seulemen
une hypothese d'intégrabilité en temps de la trace normale th qui est par exemple véri ée si celle-ci est xée et ne
dépend pas du temps (en particulier si elle est nulle, onueé le cadre utilisé dans [DL89]).

Sous les hypothéses ci-dessus, j'ai montré I'existencem@tité de la trace de toute solution faible dans l'es-
paceL! (JO; T[;LP()) de(lll.1)ave® 2]1;+1 ]. Parailleurs, cette trace ) véri e une propriété de renormalisation.
Le résultat précis est le suivant :

Théoreme Ill.1

Soitp 2]1;+1 ], v un champ de vecteurs véri aifiil.3) etf 2 L1(J0; T[;LP()) .
Soit 2 L! (JO;T[;LP()) une solution, au sens des distributions, de I'équation dagport

@ +vr =f:

On aalors :
1. La fonction est dangC°([0; T];L9()) , pourtoutl ¢ < p. De plus, est faiblement continue en
temps a valeurs daris’() .

2. Il existe une fonction mesurable suj0; T[  telle que pour toute fonction 2 C}(R), pour toute

fonctiontest 2 CY([0;T] ) ., etpourtoufty;t;] [0;T], ona

z,.2 Z Z
(@ +v r')dtdx+ ( (to))' (to) dx ( (t1))" (t2)dx
z,.2 z,Z
( ) (v n)dtd! + % )f'dtdx =0: (l1l.4)

to to

to

Enn, la fonction  satisfaisant les propriétés ci-dessus est unique au pegsjue partoypour la
mesurgd j sur]0; T

A ce stade, le théoreme dit seulement que la tracest mesurable. C'est pour cela que la formulation (I11.4) es
seulement valabla priori & travers toute fonction 2 C}(R) a n que les intégrales aient toutes un sens.
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Dans le cap = + 1 , on montre aisémentia la propriété de renormalisation, que la tracevit dans l'espace
L' (QO;T[ ;jd vj). Dans ce cas, on retrouve la formulation & laquelle on postatiendre

z,.z z z
(@ +v r')dtdx+ (to)" (to) dx (t1)" (t2) dx
zZ,Z zZ,Z
(v n)'dtd! + f'dtdx =0; (lll.5)

to to

to

Dansle cap < +1 , latrace peut ne pas appartenir a 'espac&]0; T[ ;d ) (voir le contre-exemple de
Bardos [Bar70]) et la formulation (111.5) n'a donc pas de se&m général. On reviendra sur une description précise de
I'espace de traces dans ce cas dans la section 1.3.

1.2 Résolution du probléme de Cauchy avec donnée au bord - Chs

On peut maintenant résoudre le probléme de Cauchy avec d@nbord dans le cas de données bornées. Etant
donnés o, f et ;, (pourin ow), on cherche et ., (pourout ow) tels que

g@ +vr =f; dans ;
(0)= o, dans ;

3 ()= i surlg;T[ ,ldaod(v n) <O
() out; SUrl0;T[ ,laou(v n)> O

(111.6)

Le résultat établi dans [9] est le suivant :
Théoreme I11.2

SoitT > O, f 2 LY(JO;T[;LY () etv vériant (111.3) (avecp® = 1). Pour toute donnée initiale
02 L' (), ettoute donnée au bord, 2 L* (J0;T[ ;d ,), il existe un unique couple; o) 2
LT (Qo;T[ ) LY (QO;T[ ;d ¥)telquepourtout 2CYH[0;T] ) avec (T)=0,ona:

Z:Z z
(@ +v r')dtdx + o' (0) dx
Z.Z Z:Z Z:Z

ot (Vv M) dtd! + L(von) dtd! + fidtdx =0: (IIl.7)
0 0 0

0

De plus, estcontinue entemps a valeurs daf§) pourtoutg < +1 et(; ,,) Véri eune propriété de
renormalisation : pour toute fonction dansC'(R), le couple( ( ); ( o4 )) estl'unique solution dél11.7)
pour les données ( o); ( ;,)) etle terme source¥ )f .

La preuve se déroule en plusieurs étapes. On commence padéer I'approximation parabolique suivante de ce
probléme

@-+vr~ "~.=f dans
~(t=0)= o (111.8)
2@ v m =0 s
@ in ! ’

dont on montre aisément I'existence et I'unicité des sohsi La donnée au bord de type Robin est choisie pour préserve
le principe du maximum et pour bien entendu converger vecofalition au bord souhaitée pour le probléme limite.
On établit alors des estimations d'énergie peuet pour sa trace (qui est bien dé nie car2 L2(J0; T[;H()) pour
tout" > 0) qui permettent de passer a la limite faible pour une soits-bien choisie. Cette étape permet d'obtenir
I'existence de la solution au sens des distributions ainsi que de la padigantede la trace de celle-ci.

L'unicité s'obtient en utilisant le théoreme de traceslli{valable pour toutsolution au sens des distributions de
I'équation de transport).

Grace a la propriété de renormalisation, on peut établipdegriétés fort utiles des solutions :
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— Principe de comparaisonSi( §; L;f)et( 3; 2;f?)sontdeux familles de donnéesvériarff 3 presque
partoutf !  f 2 presque partout et} 2 presque partout pour la mesude, , alors les solutions correspon-
dantes de (111.6) notées 1; 1,)et( 2; 2,) vérient ; presque partout et 2 . presque partout
pour la mesurel .

— Principe de produit :Si 1 et , sont deux solutions pour les termes sourcét f 2 alors le produit ; » est
solution pour le terme sourcaf 2+ »f 1 etde plus les traces véri ent

(12=C 1 2):

Notons que I'on peut prouver égalemeaposteriori la convergence forte de toute la famitieet de ses traces vers
et () respectivementdar@([0; T];L9()) etdand 9(]O;T[ :;d ,) pourtoutq< +1 .

1.3 Espace de traces

Dans lecap =+ 1 ,0on avu que la trace( ) vit naturellement dans I'espat¢g (JO; T[ ;d ), par contre dans
le cas p < +1 ) latrace vit dans I'espace moins natuk1(JO; T[ ; ( )d ) ou ( ) est la trace du temps de vie
dans associé au champ de vitesseCe temps de vie(t; x) est le temps que passe une particule située au paint
l'instantt entre son entrée et sa sortie du domaine

Ceci avait déja été remarqué par Bardos dans [Bar70] et Gaisdans [Ces84, Ces85] respectivement pour des
champs lipschitziens et pour le transport neutronique.sDEEs deux cas, ce temps de viese dé nit relativement
explicitement par résolution des équations caractétstgDans la situation qui nous occupe, on doit procédezmetnt
en construisant (un peu a la maniére de ce qui est fait dars®O[W)ivia le théoreme 111.2, et . solutions de

8 8

2@ +VvVr =1; 2@++Vr+: 1;

. (©0=0; et _ +(T)=0;

: =0; sur];;T[ laou(v n)<0; ' +=0; sur]0;T[  laou(v n)> 0:

On dé nit alors le temps de vie total par= .+ +  eton peut montrer que ce temps de vie est strictement ppaitif
tout temps et pour presque toukt que sa trace est aussi strictement posjtivgj-presque partout.

On peut maintenant décrire I'espace dans lequel viventriese$ des solutions de I'équation de transport dans
LY JO;TLLP()) -

Théoréme I11.3
Soit p 2]1;+1 [ et v satisfaisant(l1l.3). Pour toutf 2 L2*(JO;T[;LP()) et toute solution 2

L' (JO; T[;LP()) de l'équation de transpor®@ + v r = f, la trace appartient a l'espace
LPJO;T[ ; jd yj)etona
kK keegorp ¢ ojawpy) Gk kisgorpeeqy + KEkiigorpe(y )

ouC dépend seulement deetp.

Il estimportant de remarquer que ce théoreme est non videneteddes informations non triviales sur la trace partout
ou elle est dé nie car, d'apres ce qui précede, les mesurgsd j etjd j ont les mémes ensembles de mesure nulle.
Par ailleurs, on sait d'aprés I'exemple donné par Bardod'qguene peut pas s'attendre a un résultat bien meilleur.

Dans le cadre de I'équation de transport neutronique, @as§€es84, Ces85] a caractérisé I'image de I'opérateur de
traces. Il obtient essentiellement que cette image estustaspace deP(JO; T[ ; jd j) dé ni par une condition
de compatibilité entre la trace entrante et la trace satantvoisinage des points ou le temps de vie s'annule. lltserai
intéressant d'étendre cette caractérisation & notre Gadrde mieux comprendre la structure de I'opérateur de tsace
pour un champ de vectewdaiblement régulier.

1.4 Reésolution du probleme de Cauchy avec donnée au bord - Ch$

On peut maintenant s'attacher a la résolution du problém@alechy / Dirichlet pour I'équation de transport avec
donnéed P. Le résultat obtenu est le suivant.
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Théoreme IIl.4

Soitp 2]1;+1 [, v un champ de vecteurs véri arftll.3) etf 2 L(J0;T[;LP()) . Pour toute donnée
initiale o 2 LP() ettoute donnée au bord, 2 LP(J0;T[ ;d ,) il existe un unique couple; o) 2
L (JO; T[;LP()) LP(JO; T[ ;d {) solution de(lll.6). Plus précisément, pour tout2 CX([0; T[ )
ona
Z:Z z
(@ +v r')dtdx + o' (0)dx
Z1Z Z:Z Z:Z
ot (Vv n)" dtd! + in' (v n) dtd! + f'dtdx =0: (l11.9)
0 0

0

De plus, est continue en temps a valeurs darf{) et véri e une propriété de renormalisation : pour
toute fonction réguliére telle quej (s)j C(1+ jsi?)etj s)j C@A+ jsi® 1), oup=min(p; de), le
couple( (); ( ou)) Vérie (111.9) avec les donnéds ( o); ( ;,)) etle terme source¥( )f .

On remarque que sous I'hypothése que la donnée au bord et &@d; T[ ;d , ) alorsla trace en sortie de la so-
lution ., estdand P(JO;T[ ;d }).Dansce cadre,latracé ) de lasolution estdans I'espac®(]0; T[ ;jd j)
ce qui est plus fort que le cas général traité dans le théol@rBeEn particulier, cela prouve que la trace est intéd¢gab
sur le bord, ce qui permet de donner un sens a la formulatib&)(!

Par ailleurs, le théoréme de traces I11.1 nous fournit imigk&gnent la continuité en temps de la solution a valeurs
dansL9() pourtoutq < p. Dans le théoréme précédent nous récupérons le cas timitp.

2 Stabilité par rapport au champ de vitesse

La propriété de renormalisation établie plus haut a pouséguences relativement immédiates que la solution de
I'équation de transport, ainsi que ses traces, dépendatinément des données initiales et des données au bord. On va
voir dans cette section qu'elle implique aussi, par desraggus plus indirects la dépendance continue des solutens d
I'équation de transport par rapport au champ de vecteurqdd® est crucial dans I'étude de problemes ou I'équation
de transport est couplée a une autre équation donnant lepctiamecteurs. Les résultats du chapitre IV concernant
les équations de Navier-Stokes incompressible non-honmegeé donnent une bonne illustration.

Le résultat de stabilité suivant est ainsi démontré dank [14
Théoréme I11.5

Pour toutk 1, soitvx 2 L(O; T[;(WL()) 9) tel quediv vy = 0 et(vk n) 2 L (JO;T[ ) pour
un certain > 1. On se donne pour tolt 1, une donnée initiale, 2 L* () , et une donnée au bord
entrante ;. 2 L* (J0O;T[ ) .On appelle

(i o) 2LEQ0;TL ) LY(QO;T[ (v n)*dtd!);

I'unique solution du probleme g
2 @ kT Vik I = 0;
k©0) = ou; (11.10)

>
. ( k): in:k s ou (Vk n)< 0:
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On suppose que :

— ( ox)k estbornée dans® () et converge fortementverg 2 L* () dansL() .

= (inx)x est bornée dand.! (J0;T[ ) et converge fortement vers, 2 L! (J0;T[ ) dans
L1qQo;T[ ).

— (w)x converge fortement vers dans L(J0; T[;(L%()) 9), ou v est un champ de vecteurs dans
LY10; T (WEHE() 9).

— (vk n)g converge fortementvexs n dansL (JO;T[ ) .

Alors, si on appelld ; ) la solution du probléme limite associé au champ de vecteuesla donnée

initiale , eta la donnée au bord,,, ona:

— ( )k converge fortement versdans tous les espack§(J0; T[ ) ,q2 [1;+1 [. Plus précisément, nous
avons:

(D! o i (t); dansL9() ; 8t2[0;T];892 [1;+1 [: (111.12)

— Lestraces ( )(vk n) , convergentfortementverg )(v n)dansL (JO;T[ ).

Un des points importants dans ce résultat est le fait quenldemande pas la convergence fortedgersv dans
l'espacel 1(J0; T[; (WL1()) 9) mais seulement dars' ainsi que la convergence forte des traces norn(aesn).

La preuve du théoréme ci-dessus se déroule, grosso modojeatapes :

— D'apres lathéorie du probléeme de Cauchy/Dirichlet déppte plus haut, et notamment le principe du maximum,
on montre des bornds' sur | et .. de sorte qu'on peut en extraire des sous-suites faiblenuevecgentes
et passer a la limite dans la formulation faible du problé@@nme le champ de vecteurs limitest suf samment
régulier, on sait que la solution du probléme limite est urigt donc que les convergences faibles ont lieu pour
la totalité de la suite initiale.

— Draprés la propriété de renormalisation appliquée aulgrak (111.10), &k xé, on obtient que , est solution de
ce méme probleme pour la donnee initialg, et a pourtrace ( ) = ( ) . En réitérant le raisonnement du

premier point on montre la convergence faible ¢eet de sa trace respectivement vers une fondiaet sa trace

R.
— On utilise maintenant la propriété de renormalisationrgeyprobleme limite qui implique en particulier que la
solution de ce probleme limite pour les donnégset ;, n'est autre qug ; ), et donc queR = et

R =( ) .Detoutcelaon déduitque la norrhe() de , convergeverslanorme () de ce qui, assorti
de la convergence faible déja obtenu, fournit nalementlesvergences fortes souhaitées.

3 Reégularité spatiale des solutions de I'équation de transp ort

3.1 Introduction

Les résultats précédents concernant le probleme de tracd'@guation de transport (111.1) permettent d'accéder a
des résultats de régularité en espace de n'importe qudliti@ofaible de I'équation (méme en domaine non-borné).
Voyons d'abord sur un exemple en quoi ce type de résultateesa fait naturel.

Soit ¢ 2 L1 (R?) a support compact et(t;x;y) = (' (1);0);8(t;x;y) 2]0;T[ R? ou' 2 L1(0;T[) estune
fonction positive telle queninyg.r;"> 0. L'unique solution faible de (l11.1) (avet = 0) dans ce cas est donnée par

txy)= olx (1);y);

R
avec ( t) = g ' (s) ds. Il est donc bien clair que est continue en temps a valeurs daéR?) (ceci est déja connu
depuis les travaux de Di Perna et Lions). Mais on peut aussi fflachangement de variables= ( t) ce qui donne
pour tousx; Xo 2 R,
Z.Z Z.Z
RJ' (txy) (txory)jdtdy = . jox (t)y)  olxo (t)y)dtdy
z ( T'}‘ 1

= . Rj oX 5y)  olXo ;y)jmd dy:
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Mais comme—L— 2 L! (]0; ( T)], la quantité ci-dessus tend ve¥sjuandx tend versxy par continuité des opé-
rateurs de translation dahs'. Ainsi, on a montré que est continue par rapport & la variablgc'est-a-dire dans la
direction du champ) a valeurs dan&;.tl;y (10; T[ R). Bien entendu, sans aucune autre hypothése de régularigssu
données, n'a aucune raison d'étre continue en un sens quelconquepport a la variablg transverse au champ de
vecteursy.

Si maintenant est une fonction quelconque Hé(]0; T[). Supposons par exemple gue'annule sur un intervalle
Jto; t1[, alors pour tout 2]tp; t1[ ettousx;y 2 R la solution de (l11.1) s'écrit

(txy)= olx Ciy);

avecC = 30 ' . Encore une fois, il n'y a aucune raison queoit continue par rapport:& d'une quelconque fagon.
Dans ce cas, on se convainc aisément que c'est en fait leiprdtix; y)' (t) = (t;x;y)(v €«) qui est continu par

rapport ax.

3.2 Preuve pour des champs réguliers

Soitv = (v1;Vv2) 2 Ct (R R?)? unchamp de vecteurs régulier, borné et a divergence nuideitdt 2 C* (R R?)
un terme source régulier et borné. Soit maintenambe solution bornée de I'équation de transport

@ +vi@, +v2@, =f; (11.12)

pour la donnée initiale(0) = o 2 L (R?).
Supposons que que le champéri e vy (t;x) > 0 pour tout(t; x). On écrit alors (I11.12) sous la forme

V1 V2

@ — +@(v)+ @, —vi =Tt
\1 Vi

On peut donc voir I'équation de transport sucomme une nouvelle équation de transport sur l'incorRue v ; dans
laquellex; est maintenant la variable d'évolution (le “temps”Y&tx ) sont les variables “spatiales”. Plus précisément
on écrit

@,R + Wo@R + W,@,R + CR = f; (111.13)
ou 1
V
Wo= —; Wo= —2; c= @Wo+ @, W
Vi Vi

Le champ de vecteu(svy; w-) et la fonction scalaire sont réguliéres et bornées, on peut donc appliquer lesaésde
la théorie de Di Perna et Lions [DL89] & ce probléme, au mainalement, et on déduit donc gee= v ; est continue
par rapport a la variable de “temps” (c'est-a-dikg) a valeurs dans tous Ielsﬂ)C(RZ) dans les variables “spatiales”
(t;x2), pourtoutg < +1 .

En n, commev; est supposée réguliére et ne s'annule pas, on déduit deteela golution du probléme initial est
elle aussi continue par rapporka a valeurs dans les espact.q‘?;c dans les variable; x 2).

Si I'on souhaite formaliser cette preuve dans le cas de ckamepvecteurs moins régulievia la théorie de Di
Perna et Lions, on sait qu'il est nécessaire, au moins, qaedmp de vecteursvg; w,) soit intégrable par rapporta la
variable de temps; a valeurs dans un espace de Sobolev duWpé dans les variables spatial@sx »). Si on revient
au champ de vecteurs initigl on voit que ceci réclame de la régularité par rapport au epgur le champy. Ceci
n'est pas acceptable car dans les applications, en méeaaésgu uides par exemple (voir le chapitre 1V), on ne peut pas
espérer quév soit intégrable.

Malgré tout on est en droit d'attendre que le résultat soitoe@ vrai dans ce cadre car, comme on l'a vu dans la
section 3.1, la régularité en temps du champ de vitesse nelsaisolument pas nécessaire pour établir la continuité
spatiale des solutions de I'équation de transport.

3.3 Cas des solutions bornées

Notations - On suppose le domaine régulier et on paramétrise le voisinage du bbrxd2 ;d(x; ) < g pour
> 0 assez petit, par la coordonnée normake d(x; ) et par la projectionsur : = P (x). Pour une fonctiofh
dé nie dans on notera indifféremmerit(x) ouf (; ) pourx = n( ) pres du bord.
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Résultats - On se donne un champ de vecteurs véri ant (I11.3) ainsi ghgpgothése supplémentaire suivante
(v n)2c°(o; [L QO;T[ ) ; (111.14)

avec > 1, quiest par exemple véri ée dés que L (JO; T[;(W *" ()) 9.
Le premier théoréme que I'on montre concerne la continwetéadsolution par rapport a la coordonnée normale pres
du bord du domaine.

Théoreme III.6

Soitf 2 L(JO; T[;L? ()) etv vériant (111.3) et (I1l.14). Pour toute solution dansL® (JO;T[ ) de
I'équation de transporflll.1) dans , I'application

(t ;P )210T0 [0 [ 78 (& ;! )v(t ;b ) n(t));

est continue parrapporta2 [0; [avaleursdans (]O;T[ ).

Ceciimplique la continuité en espace de la solution seleotadonnée normale a toute hypersurface non caractémstiq
pour le champy.

La démonstration du théoréme I11.6 repose sur la preuve dépendance continue de la trace par rapport au do-

maine. Plus précisément, on procéde en deux temps :

— On considére la trace ( ) de sur le bord du domaine pourtout 2 [0; ] que lI'on raméne a par
l'isomorphisme entre et  induit par le champ des normales sortantes.an obtient ainsi une famille de
fonctions bornées dé nies sjo; T[  dont on étudie la dépendance emrace aux différentes formulations
faibles de I'équation posées sur tous les domaines

— On montre que “les traces coincident avec la fonctipmau sens ou

(G ) nt) = (v ) n(t));

pour presque tout, et! . Ce qui montre le résultat.

3.4 CadrelL?P

Comme on l'a vu plus haut, I'espace de trace des solutloh€]0; T[;LP()) de I'équation de transport n'est
pasLP(]O; T[ ;jd vj) mais fait intervenir la notion de temps de vie associé au ghanDe ce fait, les résultats de
continuité en espace de telles solutions sont un peu plupleass a écrire. En notant le temps de vie par rapport au
champv et au domaine et I'opérateur de trace pour ce domaine. On obtient ainsi pampte le résultat suivant.

Théoreme 1.7

Soitp 2]1;+ 1 [. Pour toute solution 2 L* (JO; T[;LP()) de I'équation de transport, I'application
)27 [0 [ 7t st) @) st ) n(t));

est continue par rapport aa valeurs dans." (JO; T[ ) pour toutr < ‘”("71)

4 Commentaires et perspectives

La condition de divergence nulle surn'est clairement pas nécessaire dans I'étude ci-dessus ellaipermet de
simpli er les écritures. De plus, elle est naturelle damptique de I'application de ces résultats aux équationsaledy
Stokes incompressibles non-homogeénes. Une hypothégégrabilité avec un exposant bien choisi de la divergence de
v serait suf sante pour aboutir & des conclusions similaires

Par ailleurs, les résultats donnés dans ce chapitre onta#iksésous I'hypothese que le domainest suf samment
régulier. Cette hypothése n'est probablement pas ind&y#a a 'analyse mais I'extension des résultats au cadse de
domaines polygonaux ou lipschitziens ne semble pas touit inimédiate.
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Il y a de nombreuses questions ouvertes autour des résalitaaus ci-dessus. J'en cite ici quelques unes que

j'envisage d'aborder par la suite :

— J'ai déja signalé la question de la caractérisation deakjen de l'opérateur de trace et éventuellement de la
construction d'un opérateur de relévement de cet opéraalginspirant des travaux de Cessenat [Ces84, Ces85]
sur I'équation de la neutronique.

— Comme je l'ai exposé rapidement en introduction de ce ¢tegda théorie des solutions renormalisées pour
I'équation de transport a servi de cadre agréable pour dé&nétudier le ot de I'équation caractéristique (l11.2)
pour des champs peu réguliers. Dans ce cas, il est nécedsdiftiee une hypothése sur la divergence du champ de
vecteurs. Dans [DL89], les auteurs proposaient une hygettié bornitude en espace de divcelle-ci a été af-
faiblie en une hypothese d'intégrabilité de I'exponer¢iele la divergence dans [Des96]. Cette derniére hypothése
est relativement naturelle si on pense a la divergence comdecobien du ot de I'équation caractéristique.

L'une des questions qui se pose suite aux résultats queljteinois est donc : Peut-on construire un formalisme
Lagrangien pour ce probléme, de la méme facon que dans lesikaités précédemment? La réponse est vrai-
semblablement oui si on construit par exemple leXo{au sens de (l11.2)) associé a un prolongement bien choisi
du champ de vecteursa l'espace tout entier, on doit pouvoir justi er que pour tesidonneéeg ,; ), 'unique
solution du probléme de transport (avec terme source nul par exemmglielonnée par :

(t:x) = o(X (t; 0;%)); si (Lx)=t
’ in ( (X)X (tt (tx);x)); si  (tx)<t
Il s'agirait donc de montrer que cette écriture a bien un g¢ene des dif cultés étant que le termg est seulement
dé ni presque partout sur le bord du domaine) et ne dépendpasolongement choisi pour le champ de vecteurs
initial.
Par ailleurs les résultats de régularité en espace dessdute I'équation de transport présentés dans ce chapitre
doivent pouvoir également se traduire sur le plan Lagrangé de bonnes propriétés de régularité duXot la
question étant pertinente méme dans le cas de I'espace RAtie

— Laquestion de la régularité des solutions est égalemimessante, par exemple en vue de |'obtention de solutions
plus réguliéres (et donc éventuellement uniques) au pnublée Navier-Stokes non-homogéne étudié dans le
chapitre suivant (voir [Des97h]). Il est clair que méme agles données trés réguliéres celle-ci ne peut avoir lieu
gue sous certaines conditions de compatibilité entre lanéeinitiale, la donnée au bord et le champ de vitesse.
Dans le cas ou une telle condition n'est pas véri ée, on peaisemblablement s'attendre & obtenir une solution
réguliére par morceaux dont on pourrait essayer de carsetdes zones de discontinuité.

— Pour nir, les travaux récents d'’Ambrosio [Amb04] ou de ber [Ler04] sur l'unicité des solutions faibles bornées
du transport par un champ BV ou partiellement BV peuvenst&igspérer que les résultats de ce chapitre vont
persister pour des champs ayant la réguldritg0; T[; (BV ()) 9). Peut-on dans ce cadre dé nir une notion de
trace raisonnable et résoudre les problémes de Cauchsfilitidu type (l11.6) pour de tels champs ? L'obtention
d'un tel résultat devrait combiner les méthodes utiliséegrpmontrer les résultats de ce chapitre ainsi que les
techniques d'analyse ne des champs de vecteurs BV utdigée Ambrosio par exemple dans [Amb04], ce qui
ne semble pas immédiat.

Notons que des résultats de trace (et de régularité en espage sens un peu différent de celui établi ici) dans
ce cadre ont été obtenus trés recemment par Ambrosio ettearawdans [ACMO05]. Néanmoins le probléme de
Cauchy/Dirichlet dans un ouvert borné & pour de tels champs de vecteurs n'est pas traité dans ciitenée.

— Enn, on pourrait également s'intéresser a l'analyse devesgence de la solution de (111.8) vers la solution
du probléme de transport, pour des données On a déja établi, par un argument indirect, la convergeoe f
dans tous le€°([0; T];L9()) avecq < +1 , mais la preuve ne donne aucune information sur la vitesse de
convergence. Cette question est vraisemblablement ligléde I'analyse des couches limites engendrées par
cette approximation visqueuse de I'équation et les coomlitaux limites associées. Comme on I'a vu, on ne peut
pas espérer une grande régularité de la solution du prokdertransport limite, ce qui peut rendre dif cile I'utili-
sation de méthodes de développement en pro Is de couchéssinhe type BKW qui sont assez consommatrices
de régularité.
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Chapitre IV

CONDITIONS AUX LIMITES EN SORTIE
D'UN ECOULEMENT INCOMPRESSIBLE
NON-HOMOGENE

Le probléme de la mise au point et de I'étude des méthodes nigued pour le calcul d'écoulements dans des
domaines in nis (ou trés grands) est tres important dangygsications. Une fagon raisonnable d'aborder ce probléme
est de faire le calcul sur un domaine de calcul borné inclas tiadomaine physique. Pour espérer approcher la solution
physique dans ce domaine de calcul introduit arti cielley®n doit choisir de la fagon la plus raisonnable possikke d
conditions aux limites arti cielles en aval de I'écoulenten

Ces derniéres conditions aux limites doivent étre choig@mg que le probléme soit bien posé et, dans la mesure
du possible, pour étre non ré échissantes, c'est-a-dire lgu uide doit pouvoir s'écouler librement en aval sans in-
teragir avec le reste de I'écoulement et par exemple éwdteré exions de tourbillons a la frontiére arti cielle. Get
guestion a déja été abordée sous divers aspects dansrktuited: conditions aux limites en pression, formulation en
pression/vorticité, domaines extérieurs, équations €dds etc ... On renvoie par exemple a [Bao00, BCMP87, Ber99,
CMP94, HRT96, HS89, NSNV04, NSNV04, Nor97, Tou97, Tou98].

Dans des travaux antérieurs, C.H. Bruneau et P. Fabrie [BBB84, Bru00] ont établi des modéles de conditions
aux limites non ré échissantes pour les équations de N&viekes incompressibles pour un uide homogéne (voir aussi
[1]) en formulation vitesse / pression qui ne supposentpaigori une géométrie particuliere du domaine considéré.

En vue des applications aux écoulements diphasiques, maushons a établir que des conditions aux limites si-
milaires sont utilisables dans le cas d'écoulements nondgemes, c'est-a-dire pour les équations de Navier-Stokes
incompressibles avec densité variable. Plus précisémeus, étudions dans [14] le probléme

§@+div(v):o;

divv=0;

3@v)+dv(v v) dv()=f
©(0)= o v(0) = vo;

(IV.1)

ou le tenseur des contraintes est donné par ( )D(v) pld, D(v) = %(r v + 'r v). On se donne une partition
in; out dubord dudomaine . Sur i, (la partie amont de I'écoulement) on se donne une conditisrlimites de
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Dirichlet ( ;, pourla densité at;, pour la vitesse), par contre sug,: (partie arti cielle du bord en aval de I'écoulement)

on doit écrire des conditions aux limitesn-ré échissantesPour cela l'idée est de se donner un champ de vitesse et une
contrainte de référencges et ¢ “proches” de celles d'un écoulement moyen du systeme (pénge écoulement de
type Poiseuille dans un canal typiquement). Syi¢ , si le champ de vitesse est sortant on demande a ce que laiotatr
normale soit la contrainte de référence et si le champ estar@on corrige cette contrainte de référence par un terme
non-linéaire qui empéche de I'énergie de rentrer dans leatioen

On s'intéresse donc a I'étude du systéme (IV.1) assorti daditions aux limites suivantes

8
3 - ins sur laou(v n)< 0
5 V = Vip; SUr in, (IV.2)

1
N = N > n(v - n) (Vv Vef), sUr ou:

1 Notations et hypotheses

On xe T > 0.Onsedonne, 2 LY (), , Oet ,, 2LY(0;T[ ), i, O.On suppose par ailleurs qu'il
existe > Otel que
1 1
= 2LY) ;et— 2 LYQO; T[;LY()) : (IV.3)
0 in

Ces hypothéses permettent de considérer des donnédgitiaau bord dont I'in mum est nul mais qui ne s'annulent
pas sur un ensemble de mesure positive. Elles sont évidenwvéreges par exemple snf , > Oetinf ;, > 0.

En remplagant le coef cienf; dans la condition aux limites sury,; dans (IV.2) par n'importe quel coef cient
> % alors nos résultats restent valables sous les seulestggast, > 0 presque partout et, > 0 presque partout.

On fait maintenant les hypothéses suivantes sur les données

8
Vier 2 LY (JO; TL(L2()) )\ LTQO; TL(H() 9);
% avecr =2 sid=2 etr =4 sid=3;

div Vit =0; (IvV.4)
2 @ver 2 L200;TL(L20) 9

Vref = Vin,; SUI' jn;

et
N 2 L2Q0; T (H 2()) 9): (IV.5)

On prend maintenamny 2 vy (0) + H (H étant 'ensemble des champs de vectdiisi divergence nulle et tels que
v n=0sur j)etf 2 L2(0;T[;(L%()) 9). Enn, on suppose que la viscositéest une fonction continue de la
densité telle qu'il existe min ; max > 0 véri ant

min () max; 882R: (1V.6)

2 Formulation faible et existence du champ de vitesse

La premiére étape de ce travail, suivant par exemple leadsagte Simon [Sim90] et Lions [Lio96] dans le cadre des
domaines bornés avec conditions aux limites de Dirichleir @ussi [Des97a] pour le cas de 'espace entier), conaiste
dé nir une formulation faiblea la Leray, c'est-a-dire avec des fonctions tests a divergence riufieut ensuite montrer
qu'elle admet une solution. On notel'espace des champs de vecteurgdé ()) ¢ a divergence nulle et nuls sup, .
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Théoreme IV.1

Sous les hypothéses précédentes, il existansL® (10;T[ ), o 2 LY (J0;T[ ) et un champ de
vitessev dansL2(J0; T[; (H*()) 9) a divergence nulle, tel que= vi, sur i, et véri ant les formulations

faibles
— de la conservation de la masse :
Z:2 z
(@ +v r')dtdx + o (0;:)dx
0 zZ.2 zZ.2

ot (Vv n)" dtd! + in' (v n) dtd! =0; (IV.7)
0 0

pour tout' 2 CL([0; T[;H2()) .
— de la conservation de la quantité de mouvement :

Z:Z z
Y @ +((v r) ) dtdx ovo  (0)dx
° Z.2 Z
+ 2 ()D(v):D( )dtdx h rer:n; iH 1t dt
0 0 )
1ZTZ Z.Z
*3 in((V  Viet) )(v n) dtdl + ()(v )(v n)dtd!
0 0

z.2

= f dtdx; (IV.8)
0

pourtout 2 CY([0;T[; V).

La preuve de ce résultat s'obtient par passage a la limite darprobléme approché de type Galerkin sur le champ de
vitesse. La résolution de ce probléme approché n'est paal&rien soit car I'application qui & associe la solution du
probléme de transport n'est pas locale de sorte que le prabépproché n'est pas équivalent a un systéeme d'équations
différentielles ordinaires. Sa résolution passe donc pargument de point xe de Schauder utilisant les propriéis
renormalisation de fagon cruciale (notammeiatle théoreme de stabilité 111.5).

Le passage a la limite dans ce probléme approché s'effeatoeogen de deux outils :

— La compacité sur le champ de vitesse. Celle-ci s'obtientstimant les translations en temps des quantités de
mouvement approchées et en utilisant les hypothéses (IM&)e compacité permet de justi er le passage a la
limite dans le terme d'advection dans le bilan de quantiténdevement. Elle permet par ailleurs de prouver la
convergence forte ! du champ de vitesse et de ses traces.

— Grace a la compacité obtenue ci-dessus, on peut utiligbétmeéme de stabilité de la solution de I'équation de
transport par rapport au champ de vitesse (Théoréme Ilin5)'abtenir la convergence forté P des densités (et
par exemple la convergence presque partout) ainsi que leeagence des traces.

3 Existence de la pression et interprétation de la condition aux
limites arti cielle

Une fois que I'on a obtenu une solutionv ) la formulation faible proposée (1V.7)-(1V.8), il est nésasre de véri er
gue l'on peut trouver un champ de pressmde sorte que I'on ait bien construit une solutioyv; p ) des équations de
Navier-Stokes au sens des distributions. Par ailleurauit €tablir que la condition aux limites non-linéaire quanl'a
proposée en sortie de I'écoulement est bien véri ée en utatesens.

Le théoréme suivant répond a cette question. |l faut notelta@pression est dé nie de maniere unique contrairement
au cas des conditions aux limites de Dirichlet pour le protdéle Navier-Stokes pour lequel la pression est dé nie &
une constante en espace prés. Ceci est classique dansria théprobléeme de Stokes avec conditions aux limites en
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contrainte, et on le retrouve ici.

Théoréeme V.2

Soient et v donnés par le théoréme IV.1. Il existe une unique prespiod W %1 (10; T[;L2())
telle que, si on dé nit le tenseur des contraintes de I'éepuént par = 2 ( )D(v) pld 2
W L1 (0;T[;(L?()) ¢ 9),alorsona

@v)+ div(v v) div()= f;

au sens des distributions et telle que de plus la conditionlimites en sortie dan@V.2) est véri ée au sens
faible suivant :

- (;:)nd *  ein

1
o 5 (v ) (V. Vier); SUM ou:
O :

Autrement dit, les moyennes de la contrainte normale prébatd du domaine convergent faiblement vers la
contrainte que I'on souhaite imposer dans (1V.2) c'estit@-d,ef:n % n(Vv n) (v V) sur ou. Enregle ge-
nérale, on ne peut pas montrer quea a une trace en un sens usuel (par exemple en montrant queelgetice de

est dans un espate’). Néanmoins, si on sait montrer par un autre argument (suppase la densité réguliere par
exemple) que cette trace existe alors elle est nécessait@gale a ef:n % n(v n) (V V).

4 Perspectives

Suite aux travaux présentés ci-dessus, il resterait agftiglprobléme de l'unicité des solutions faibles (potdntie
lement accessible en 2D bien évidemment). Celui-ci estuétans le cas des écoulements homogénesdte ) dans
[BF96] (voir aussi [1]) mais reste ouvert dans le cadre nombgéne. Il est vraisemblable que ces résultats ne seront
accessibles que dans un cadre de solutions un peu plusnégudue celles obtenues précédemment, ce qui nécessiterai
de pouvoir monter en régularité sur les solutions du prokldmtransport comme je l'ai déja évoqué a la n du chapitre
précédent.

L'étude du cas ou on autorise la densité de I'écoulement @nsier dans des zones de mesure non nulle (ce qui
modélise & des zones de vide dans cet écoulement) est eaigEment ouvert car dans ces conditions on ne sait obtenir
a I'heure actuelle de la compacité que sur la quantité de ementv mais pas sur les traces du champ de vitesse.
On a vu que cette derniére propriété est cruciale pour jesta convergence forte de la densité et de ses traces dans le
probléme approché.

D'un point de vue pratique, lors de la résolution numériqu@obbléme a l'instant”** on prend comme écoulement
de référence la solution calculée a l'instahf c'est-a-dire (dans le cadre homogéne avecl pour simpli er) avec la
condition en sortie 1

"lip= M E(vn+l n) (V" v"): (IV.9)
Cette stratégie s'est avérée tout a fait ef cace lors deutald'écoulements homogénes (méme tres turbulents) derrié
un obstacle dans un canal (voir [BF96]). Il serait donc ie¢éant d'analyser cette méthode numérigue méme dans
ce cadre homogeéne probablement plus simple. A I'heure Betlzestabilité d'une telle méthode quand on raf ne le
pas de temps n'est pas établie. Intuitivement, en passantimite formelle quand le pas de temps tend v@&rsout
semble se passer comme si la condition aux limites (IV.9) ptesée sur la dérivée de la contrainte. On s'attend ainsi
a la convergence de la méthode vers une solution des égsiatoNavier-Stokes assorties des conditions aux limites
suivantes en sortie de I'écoulement

@:n= %(v n) @v:

Ces conditions aux limites sont doublement originalesesadiont non-linéaires et elles couplent le champ de vitesse
et la dérivée en temps deet de la contrainte n. L'étude d'un tel probléme semble tout a fait importante paieux
comprendre les méthodes numériques ef caces de calcubdléments sur des domaines de calcul arti ciels.

On peut également s'intéresser, dans des géométries singpla question de la convergence de la solution sur le
domaine tronqué vers celle sur le domaine physique. Par greom peut se demander, dans le cas d'un écoulement
dans un canal in ni tronqué aux abscissek etL, sila solution calculée avec les conditions aux limitegpEes va
converger, quant tend vers I'in ni, vers la solution du probléme en canal inh
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Deuxieme partie

Methodes de volumes nis pour les
problemes elliptiques

Appuyez-vous sur les principes : ils niront bien par céder.

OSsCARWILDE
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Le cceur des travaux décrits dans cette partie est constiuba pnise au point et I'analyse de schémas de type
volumes nis pour les équations elliptiques linéaires em+liméaires du type Leray-Lions. Ces travaux ne se situast p
dans un cadre applicatif trés précis, néanmoins les maiv@sous-jacentes sont nombreuses et tout a fait conoirtes
trouve en effet de telles équations dans de nombreusesaitsilzen général suite a I'écriture du principe de cons@wa
d'une certaine quantité physique pertinente pour la stinanodélisée. Donnons ici trois exemples parmi tant desutr
de tels modeles :

La loi de Darcy-Forchheimer :

Parmi les modéles courants en mécanique des uides en mitieteux, on trouve I'équation de Darcy qui lie la
vitesse de lItrationv dans le milieu au gradient de champ de prespigia une relation linéaire dont le coef cient
de proportionnalité est le tenseur d& perméabilit& . Couplée a la relation de conservation de la masse du uide
on obtient le systéme

v= Krp; divv=0;

ce qui n'est autre qu'une équation elliptique linéaire (&uellement anisotrope) pour la pressjpn

Cette loi de Darcy, que I'on peut justi er a partir des éqoat de Stokes par exemple par des techniques d’'homo-
généisation, est validée dans un certain régime asymptolignt la taille des pores, la viscosité du uide, etc...
Dans d'autres régimes, on peut établir que cette loi do& étrrigée de la fagon suivante pour tenir compte du
comportement non-linéaire de I'écoulement

v+ jvj v= Krp; divv=0;

avec > 0, et plus précisément = 1 pour le modéle de Darcy-Forchheimer proprement dit. En gmete
module de la premiére équation, on obtient fjjes'exprime comme une certaine fonction non-linéaire du ni@du
deKr p:jvj= f (jKr pj), etdoncil vient

. 1
div 1+ 7 GKr o) Krp =0;
ce qui est bien une équation elliptique non-linéaire (monetau sens usuel si la perméabilité est isotrope) sur la
pressiorp. On peut également raisonner en terme de fonction de co@aD) et obtenir une équation elliptique
non-linéaire sur celle-ci ${ est isotrope.
Les écoulements de glaciers :
On trouve dans des travaux récents [GR03, PBR de tels modéles non-linéaires pour I'étude des écouitsne
des glaciers. Le probleme complet est un probleme a franlilgre, celle-ci évoluant selon un champ de vitesse
calculé par la résolution a chaque pas de temps d'une équdliptique non-linéaire. Dans ce type de calculs ou le
domaine est en mouvement et doit donc étre théoriquemerailiéra chaque pas de temps il peut étre judicieux
d'utiliser une méthode de type domaine ctif et pénalisatigui permette de ramener le calcul en géométrie
complexe a un calcul en géométrie cartésienne pour lagdeleschémas plus simples et plus ef caces sont
disponibles. C'est également une des motivations de lE&fuE nous avons menée sur la discrétisation de ces
équations (plus exactement du probléme modéle qu'gstdplacien) sur des maillages cartésiens.
Les écoulements de uides non-newtoniens en milieu poreux :
On trouve ainsi dans [DdT94] par exemple un modéle qui $é&miis la forme d'une équation elliptique non-
linéaire dont le ux, monotone par rapport au gradient, dapégalement de la solutian
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Il existe une littérature assez importante concernantdardtisation des équations elliptiques non-linéairesipar
méthodes d'éléments nis dont I'analyse pro te de faconezdselle de la conformité de la méthode. Néanmoins, il est
assez naturel de discrétiser ces équations par des métthedetumes nis qui sont conservativear natureet pour
lesquelles les ux (qui sont bien souvent la quantité qua Bwuhaite calculer de fagon précise) sont consistants. Par
ailleurs, on verra que certaines des méthodes étudiéespiennd'atteindre un niveau de complexité important dans |
géomeétrie des maillages (mailles non nécessairement xesi@af nement local, etc ...), que I'on ne peut pas attegnd
en général par des méthodes d'éléments nis conformesligation de méthodes de type Discontinuous Galerkin est
alors probablement une approche a envisager dans ce cadrerék nis).

Mes travaux dans cette thématique (en collaboration avémBreianov et F. Hubert) sont essentiellement divisés
en deux grands chapitres :

— Le chapitre V concerne le cas de la discrétisatiorpdaplacien sur des maillages cartésiens. Cette restmictio
géomeétrique assez forte permet d'une part d'obtenir deéreels relativement simples (de type schémas a neuf
points) pour lesquels on peut pousser lI'analyse assez loin.

On a ainsi tout d'abord caractérisé les schémas a neuf ppigtentant de bonnes propriétés, notamment de
symétrie et de monotonie semblables & celles du probléntmaoaet bien sdr de consistance des ux. On a ensuite
proposé une analyse d'erreur de ces schémas dans le cadrkutiens supposées suf samment réguliéres, i.e.
dansW?2P() . Malheureusement ce cadre est un peu trop optimiste (ausni@ins le cap > 2) et on sait
que les propriétés de régularité elliptique phlaplacien sont moins bonnes que celles des opérateuesriisé
Ainsi I'espace naturel dans lequel vivent les solutionsrpdes donnéek p0() , p > 2 estl'espace de Besov

1 .
Bf p_1")() . En pro tant tout a la fois de la structure variationnellesdgchémas proposés et de la régularité
cartésienne des maillages, on a ainsi obtenu une estindléameur (qui semble numériquement optimale) pour
ces solutions peu régulieres. La méthode de preuve utigsésst assez différente des méthodssiellesdans
le cadre volumes nis. Pour terminer nous donnons, dans dnecde solutions trés réguliéres et en fonction de
leur géométrie, des estimations d'erreur d'ordre élevéyge superconvergenc®©n montre ainsi, entre autres, la
convergence a l'ordr@ en norme_! pour des solutions réguliéres non-dégénérégsidplacien.

— Le chapitre VI concerne un cadre plus vaste dans lequel cousidérons des opérateurs de type Leray-Lions
quelconques sur des maillages bidimensionnels tres géngia I'adaptation et I'analyse de la méthode dite
Discrete Duality Finite Volum¢éDDFV). Nous proposons en particulier (avec F. Hubert) umélgoration de ces
schémas permettant de prendre en compte des éventuetlentilisités en espace des coef cients de l'opérateur,
en essayant d'empécher (ou en tout cas de limiter) la perteodsistance des schémas. Bien que le schéma
obtenu soit trés fortement non-linéaire, il est possiblealeuler la solution approchée grace a une méthode, de
type décomposition-coordination, que I'on propose et @onmontre la convergence.

Ces schémas peuvent étre utilisés par exemple a des prabitiansmission entre deux milieux poreux de per-
méabilités tres différentes et éventuellement fortemaersitdropes. C'est ainsi que I'on a pu obtenir des résultats
de référence pour les problémes d'écoulements en milieteyxdracturés étudiés dans le chapitre suivant.

Dans un dernier chapitre, je décris des travaux en cours disation qui concernent deux sujets ayant trait aux

méthodes de volumes nis mais largement indépendants de res

— Dans un premier temps, on propose la mise en place et I'éutie nouvelle méthode de volumes nis cells-
centered pour résoudre I'équation de Laplace sur un mailtegn conforme (ou non-orthogonal) au sens VF usuel.
Notons que les méthodes décrites dans le chapitre VI perniete répondre a cette question mais nécessitent es-
sentiellement de doubler le nombre d'inconnues. La métipodgosée ici conserve le méme nombre d'inconnues
que la méthode VF4 par exemple (voir [EGHO0Q]), mais consisié nir les ux numériques de facon implicite.

— Le second travail de ce chapitre (en collaboration avemBo#et F. Hubert) concerne la modélisation d'écoule-
ments en milieux poreux fracturés. Les fractures sont deezde trés faible épaisseur dans lesquelles la perméa-
bilité du milieu est, en général, anisotrope et trés difiézede celle de la matrice poreuse, il est ainsi naturel de
modeéliser cette situation par un probléme asymptotique tizquel les fractures sont approchées par des hyper-
surfaces de discontinuité dans le milieu.

Le modéle couple ainsi une équation de Darcy dans la matdssuge et une équation elliptique de type Darcy
d 1ldimensionnelle dans les fractures obtenue comme une lagyptotique formelle des équations de Darcy
dans I'hypothése d'une faible ouverture de fracture. OmlétBexistence et I'unicité des solutions du modéle
pour lequel on propose également un schéma de volumes misaomontre la convergence. On discute ensuite
sur des résultats numériques la pertinence du modéle astiquet en comparaison avec les résultats obtenus en
résolvant le probleme de Darcy original.
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Chapitre V

SCHEMAS VOLUMES FINIS POUR LE
P-LAPLACIEN SUR MAILLAGES
CARTESIENS

Nous nous intéressons ici a la mise au point et a I'étude dénsak volumes nis pour I@-laplacien, c'est-a-dire
pour I'équation elliptique non-linéaire

div (jr uef® 2r ue)=f 2 LP() ; (V.1)

assortie de conditions aux limites de Dirichlet homogénegxample. La discrétisation de ce type d'équations par
des méthodes éléments nis a beaucoup été étudiée maiseaauonaissance, I'utilisation de méthodes volumes nis
pour ce probléme est tout a fait nouvelle. Cette approch@@sttant trés naturelle pour cette équation sous forme
conservative.

Une des premiéres approches de ce probléme se trouve daravaihde B. Andreianov, M. Gutnic et P. Wittbold
[AGWO04], dans lequel il est prouvé, par une méthode origink convergence d'un certain type de schémas volumes
nis pour le probleme parabolique associé a (V.1). Cet &tite concerne que des maillages assez particuliers et ne
contient pas d'estimations d'erreur pour les méthodes @séps.

Ainsi, avec B. Andreianov et F. Hubert, nous nous sommesaagés, dans un premier temps, a I'étude des méthodes
volumes nis pour ce probléme dans le cadre de maillagegsamns. Cette restriction sur la géométrie des maillages
permet de décrire de fagon exhaustive les schémas volunieédits cells-centerejlavec un stencil d'au plug points
préservant le caractére variationnel de I'équation. Reauas, nous donnons des estimations d'erreur pour diffésreas
de régularité de la solution exacte.

Le choix de maillages rectangles peut paraitre restriatifcdes applications. En réalité, on peut parfaitemenenai
avec ce type de maillages, le cas de domaines avec une géopiés complexe en utilisant des méthodes de type
“domaine ctif” et pénalisation. Si est un domaine borné régulier quelconque sur lequel on ésoudre (V.1), on
peut par exemple résoudre le probléme suivant

div jr u-jP 2r u)+ %1“ ju-jP 2u- = f dansu; (V.2)
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avec une condition au bord de Dirichletlétest un domaine de géomeétrie plus simple (disons un rectang?® ou un
parallélépipede en 3D) qui contient Le terme de pénalisation étant monotone, ce probléme anigaaisolutioru-
et on peut montrer que

1
kr u"kLp(Un) + ;ku"kLp(Un) + kr ue r U"kLp() C"%: (V3)

Cette technique a de nombreux avantages, en particuli@ssilplité de mettre en oeuvre de facon simple les schémas
étudiés dans ce chapitre pour le probléme pénalisé (V.2)egitéellement des méthodes de résolution performantes du
type “multi-grilles” ou parallélisation.

On peut également considérer a moindre frais (c'est-asdirs re-maillage), la résolution de (V.1) sur un domaine
qui dépend du temps dans le cadre de la modélisation desigaer exemple. Les modéles donnés par J. Rappaz et ses
collaborateurs (voir [GRO3] par exemple) rentrent exa@etwlans ce cadre. Il suf t alors de résoudre a chaque instant
le probléeme pénalisé (V.2) pour un domaire ; dépendant du temps.

Le cas des géométries et donc des maillages quelconquesstapien entendu tout a fait important dans la pra-
tique, ainsi que des équations elliptiques non linéaires générales a été également traité par une approche tetglem
différente que je décris dans le chapitre VI. Notons déjaapite autre approche peut étre également utilisée sur des
maillages cartésiens mais alors le nombre d'inconnuesds®mrhlé (et donc le temps de calcul augmenté) par rapport a
la méthode présentée dans ce chapitre. Par ailleurs, Iémsshétudiés ci-dessous permettent une analyse d'erceur pl
poussée et on verra que l'on peut tout a la fois obtenir de®sidk convergence élevés pour des solutions trés réguliere
gue des ordres de convergence plus faibles mais optimawdesisolutions possédant la régularité maximale associée
a l'équation et aux données dan%O( ) , c'est-a-dire une régularité fractionnaire de type Besov.

1 Construction des schémas

On se donne un maillage cartésierde (qu'on suppose donc étre un rectangle) et on hbte son maillage dual
c'est-a-dire celui obtenu en reliant entre eux les centessagliatre mailles primales ayant un sommet en commun. La
discrétisation par volumes nis du probléme (V.1) reviertiscrétiser I'équation de bilan des ux sur chaque maille

z x Z
f(x)dx = jr uef® 2(r ue n)ds; (V.4)
K

ol la somme porte sur toutes les arétetu volume de control& .

Ceci souléve deux dif cultés essentielles :

1- On a besoin de I'approximation compléte du gradient dellat®n sur les arétes, alors que dans le cas classique
du laplacien, I'approximation de la partie normale du gesdiest suf sante.

2- Les schémas obtenus sont évidemment non-linéaires; daes nécessaire de s'assurer de I'existence et de
I'unicité de la solution approchée. Par ailleurs, il fauteétapable d'implémenter des solveurs ef caces pour
résoudre les équations non-linéaires discrétes obtenues.

Pour le premier point, nous approchons la norme du gradienfdolution (en fait il est inutile d'approcher le
gradient, seule sa norme nous intéresse ...) de facon coamstar chaque maille duale du maillage. Cette fagon de faire
permet d'assurer la conservativité du schéma numériquarangt que lestencildu schéma est le plus étroit possible
(autrement dit nous considérons seulement les schémasiat9)po

Il est naturel de chercher & approcher le carré de la normeatlient sur une maille duale donnée par une certaine
forme quadratique en les quatre inconnues de la maille dRaler représenter une bonne approximationrdeej?,
un certain nombre de conditions de consistance doiventidpesées sur la forme quadratique en question mais de
nombreuses possibilités de discrétisation existent engcae stade.

Par ailleurs, dans I'équation de bilan (V.4) nous devondedgant approcher la partie linéaife ue n) de chaque
ux, et encore une fois plusieurs possibilités s'offrent dus dont la méthode “traditionnelle” utilisée dans le cas du
laplacien.

Toutes ces possibilités de discrétisation sont-ellegaabkes ? La réponse esin. En effet, pour assurer I'existence,
l'unicité et la résolubilité effective pour le probléme apphé par une méthode de gradient conjugué non-linéaire de
type Polak-Ribiéere ou par une méthode de décompositiondamation (voir la section 2.3 du chapitre VI, mais aussi
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[Glo84]), il est nécessaire que le schéma construit soigssique, et en particulier découle d'une fonctionnelledite
qui soit I'équivalent discret de la fonctionnelle assocéegrobléeme continu :
z Z

J(u) = % jr ujPdx fudx; 8u2 WgP() :

Cette propriété assure par ailleurs une plus grande ddlitéchéma par rapport aux propriétés de I'équation continue
et permet de préciser les estimations d'erreur dans unicertenbre de cas, comme on le verra dans la section 3.

Dans [7], on montre que les seuls schémas acceptables datbésgénéral esquissé ci-dessus forment une famille a
un parametre de schémas pour chaque maille duale. En pigrticapparait que, pour assurer le caractére variatibtine
schéma, le choix de la discrétisationjdeuej? et celui de la discrétisation de ue n) ne peuvent étre dissociés. Ainsi,
sur une maille duale xée, une fois choisie la forme quadpati qui approch@ uej?, la discrétisation des gradients
normaux(r ue n) nous est imposée et réciproquement.

De facon plus précise, les schémas obtenus s'écriventveroli = (uy )« 2 RT

X
mk \ ) Te ac Te () =(mK)fe), o1 (V.5)
K 2M

ouf, estla moyenne dé sur la maillek, T, est I'opérateur de projection sur la maille duale : T, u’ est le

quadruplet des valeurs dé sur les quatre sommets de la maille dualeen tenant compte des conditions au baed
des mailles ctives. En na, est I'application non-linéaire monotone 8 dans lui-méme dé nie par

ac (v) € (B« v;v)"7 B, v; 8v2R: (V.6)

Dans cette formulg 7! (B, Vv;V) est la forme quadratique qui approgheuej? et dont la forme nous est imposée a un
degré de liberté prés (noté 2 R) par la volonté de conserver la structure variationnellschema. Tous calculs faits,
on obtient

Cav e p e p 2% 2 2« p 4
1 % 2K f 2K + £+ § 2% § 2% §
B« = ; V.7
K m(K) 2K 2K 2K 2K+£<+3}‘< 2K 3}'< ’ ( )
2% 4 2" 2% 3 25 + 3+ 4

ou les  sont les coef cients déransmissivitedu maillage (qui ne dépendent que de la geométrie des mailes
renvoie a [7] pour les détails. On peut alors montrer quehésia est effectivement bien posé et correspond a I'équation
d'Euler-Lagrange pour une bonne fonctionnelle approcliant

Proposition V.1

Sous des hypothéses de régularité du maillage €t si 0 pour toutk , alors pour toutf 2 LPO() , le
schéma(V.5) admet une unique solutiam’ 2 RT. De plus, cette solution est I'unique minimiseur de la
fonctionnelle convexe et coerciye dé nie par

X
mk \ ) B2 Tc (vV)}P m(k)fvie: 8V 2 RT: (V.8)
K 2M K 2T

Notons qu'en réalité, la conditiort 0 peut étre un peu affaiblie (voir [7]). Ce parametfe apparaissant dans
le schéma s'interpréte comme une sorte de parametre detdgoent qui intervient dans la discrétisation de la partie
linéaire du uxr ue n. Ainsi, quand* =0 etp =2 on retrouve le schéma a 5 points usuels pour le laplacien, don
la généralisation naturelle au cas non-linéaire est donoée par le schéma (V.5). Le qas 2 et © 6 0 fournit lui
toute une famille de schémas a neuf points non-standardg@taplacien.

2 Premieres estimations d'erreur

Toujours dans [7], nous avons meneé une premiére étude thusodte ces schémas en donnant une estimation d'erreur
dans le cas ou I'on suppose que la solution exacte est dapatew 2P () . Cet espace peut paraitre naturel (on verra
gu'il ne l'est pas vraiment!) et constitue un premier cadamsllequel on peut espérer faire I'étude de I'erreur.
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De fait, en utilisant une technique de preuve relativemkssique en volumes nis, nous prouvons des estimations
d'erreur en normaV *P discréte (noték Ki.p:7) semblables a celles obtenus initialement par Barrettief8i 93] dans

le cadre éléments nis général (quapd 2). La convergence obtenue estfen T en normeén 1P discréte. Dans le cas
oul<p< 2, onobtientun ordre de convergencetén 1.

Dans le cadréléments nisces estimations ont été améliorées par S. Chow [Cho89]Jiksant la structure varia-
tionnelle de I'équation et du schéma. Dans le casemes nisqui nous occupe cette méthode ne permet pas d'amélio-
rer les résultats du cadwy %P . En revanche, elle permet d'accéder a des estimationsediepour des solutions moins
réguliéres, c'est ce que nous allons voir dans la section 3.

3 Régularité Besov pour le p-laplacien et estimations d'erreur

Les propriétés de régularité elliptique gdaplacien sont malheureusement moins bonnes que celpthclen. En
particulier, poump > 2, on ne gagne paddérivées quand on résoutpeaplacien. Plus précisément, un théoreme de J.
Simon [Sim81] montre que la solution de (V.1) n'est pas enégéidand/V %P () quand on suppose que la donnée est

dansLPO() . Le résultat précis est quefsi2 Lpo() alorsu est dans l'espace de BesB\Z+ le;p() , toujours pour
p > 2, ce résultat étant optimal en termes du degré de dérivatmnliexemple donné par (V.11))

Ainsi, d'une certaine facon, I'espace de régularité ndtpoair cette équation est I'espace de Besov ci-dessus. Nous
nous sommes donc intéressés dans [8] et [13] & I'obtentionedestimation d'erreur dans ce cadre pour les schémas
volumes nis précédemment construits. A notre connaissanas résultats sont parmi les seuls a fournir des estinmatio
d'erreur précises pour l'approximation volumes nis dedwtmns peu réguliéres d'équations fortement non-linésir

Nos résultats sont valables pour des familles de maillab&nas en prenant I'image d'une discrétisation uniforme
par une fonction suf samment réguliere. Plus précisémestdoordonnée&;;y;) du maillage sont supposeés de la
formex; = gy(ih) ety; = gy(jk) ouh > 0,k > 0 etgy, g, sont deux fonctions régulieres strictement monotones.
Etablir le résultat suivant dans le cadre de maillages si@né quelconques (et fortiori dans le cadre encore plus
général du chapitre VI) est aujourd’'hui un probléme totaatouvert.

On note iciu™ l'unique solution du schéma (V.5) e&™ = (ue(X«))« la projection sur le maillage de la solution
exacteue.

Théoréeme V.2

Soitp > 2etT un maillage de comme ci-dessus. Pour tdu2 LPD() ,ona

1
ku"  ue'ky,t  Csize) *kfk’ o, (V.9)

Lp01

avec p = ﬁ sip 3et p= % si2 < p < 3. La constanteC dépend ici d'une certaine mesure
de la régularité du maillage et du schéma, i.e. du paramétre(voir [8] et [13]). Par ailleurs, dans le cas

2<p< 3, sionsuppose queest de cIass@O;g_g(T , alors on peut prendre, = ﬁ

La méthode que nous utilisons pour montrer ce résultat pastclassique dans le cadre volumes nis. Il s'agit
d'utiliser les propriétés de minimisation de la solutioraete mais aussi de la solution approchée pour obtenir des
estimations d'erreur sans autre hypothese fqu Lpo() . Comme on I'a dit plus haut, une telle approche avait été
utilisée par S. Chow dans [Cho89] dans le cadre élémentpmis améliorer les estimations d'erreur pour les solutions
régulieres g 2 W2P() ).

Par rapport aux travaux de S. Chow, de nouvelles dif cult@saaaissent car, contrairement aux schémas éléments
nis qui présentent des propriétés de conformité (la fomutielle approchée est la restriction de la fonctionnelle de
départ & un sous-espace de dimension niel\d,]ép( ) ), les schémas volumes nis fournissent des solutions eones
par maille qui ne sont pas damtol:p( ) , espace de travail naturel pour I'équation considérée.

Description rapide du déroulement de la preuve. Comme la solution approch&€ minimise J1, nous avons
r J7 (u™) = 0. On peut montrer (en utilisant la convexité die) que ceci implique

Cku"  ueki,r Jr(ue’) Jr(uT):
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Pour toutv™ 2 RT ondénit tv™ linterpolation af ne par morceaux de™ sur les triangles obtenus en coupant en
deux les mailles duales par une diagonale. Ecrivons alessithation ci-dessus sous la forme

Cku” UeTk‘l’;p;T Jr(ue") J( tue') + J( Tue") J(ue) + J(ue) J(v) + J(v) It (u") ;

pour toutv 2 W, P() . Commeue minimised surwWg®() , le troisiéme terme est négatif. On spécialise alors I'még
lité pourv =t u" eton obtient

Cku’ u.eTk‘j;p;T Jr(ue™) J( tue') + J( tue') J(ue) + J( Tu") Jr(u") : (V.10)

Le terme du milieu ne fait intervenir que la fonctionnellelu probléme continu et s'estime de fagon usuelle en utilisan
les estimations de consistance des élémentsPrlisOn obtient :
j9( TUe) J(ue)i Ck TuUE"  Uekdip (K TUE Kyio + Kuekyis)? 2 Chi tkuek?, .  kuekP 2;
Bl P

T

1.
i désigne la norme dans l'espace interpolé de Bésgv" 1'p():( WEP() :WZP()) ) et que

I'on peut caractériser par des estimations de translaffeins78].

Il reste a majorer les deux autres termes dans (V.10). Ces ®emes sont similaires, il s'agit de la différence
entre la valeur de la fonctionnelle discréte sur un élément” deRT et la valeur de la fonctionnelle contindesur
l'interpolation af ne par morceaux v’ de cet élément. On montre alors le résultat suivant :

ouk k
B

Proposition V.3
Pour tout 2]0;1[,ona

J9C TvT) Jr (V)i Ch? 9vT9d, . kv k‘j;p;zT + Chkf kp pokv™ Ky pp; 8V 2 RT;

ou9 94, ., 1 estune norme Besov discrete dé nie dans [8].

Ainsi le théoreme sera démontré si on est capable de troumeebarne Besov discréte sur la solution approaiiée

et sur la projection de la solution exact€ . De fait, on peut obtenir ces deux bornes mais de facon tait différente :

— S'agissant dete™ , on montre que la norme Besov discréte est contrélée parrfaen8esov continue, celle-ci
étant dé nievia les opérateurs de translation. Il s'agit d'un calcul locahaque maille duale qui fait intervenir un
opérateur de translatica priori différent pour chacune de ces mailles duales. Si le mailleg@as la structure
particuliére décrite au début de cette section alors la sementoutes ces estimations locales ne fournit pas une
estimation globale car le membre de droite est composé delmations toutes issues d'opérateurs de translation
différents. C'est I'une des raisons qui restreint la mé#hadette classe de maillages.

— Pour estimer la norme Besov discréte de la solution apgeatn adapte au plan discret la preuve du théoreme
de Simon, basé sur la méthode des translations de Nirenlloerncore la géométrie particuliére du maillage
est utilisée. On voit également qu'on ne peut espérer um@a&tsdn pour un indice de Besov supérieur apl—1
méme si la solution exacte de I'équation est supposée mediéée. Ainsi, cette approche ne permet en aucun cas
(contrairement aux travaux de Chow pour les schémas élémes) de préciser les résultats de la section 2 pour
les solutions dang/2P() .

Signalons en n que d'un point de vue numérique, les estiamatid'erreur que nous avons obtenues semblent opti-

males. Pour le montrer nous avons effectué les calculs riqu&& pour des solutions exactes possédant une singularité
de la forme

1

Up(x) = jxjpTler(n I jlogjxjj 5; pourjxj 0O: (v.11)

. 1+ Lo; . :
Ces solutions sont exactement dans l'espace de Bia§+oi7 ! p() mais dans aucun espaBg® () pours > 1+ p—ll

De méme le second membre assdgjéest dansl_po() mais dans aucun espacé() avecq > p° Ces fonctions
montrent en particulier que le théoréme de régularité dandosest optimal.

La gure V.1 montre en échelle logarithmique I'erreur réda@ten norméV 1P discréte en fonction du pas du maillage
ainsi que les droites de pentes? ) correspondant a I'ordre de convergence théorique pougrifites valeurs de

Une des directions possibles de développement de ce terait de fournir une preuve dans le cas de maillages
cartésiens quelconques. Ceci est encore un probleme @uieeure actuelle.
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log 10 (erreu)
16

14

1.2

1.0

0.8

0.6
17 18 1.9 2.0 21 2.2 23 24 25 2.6

log 19 (h)
FiG. V.1 — Résultats numériques pour une solution Bes@/f 3:0; 3:5; 4:0g

4  Estimations d'erreur pour des solutions régulieres

Dans un dernier travail sur ces schémas [10], nous montre@sagméthode numérique proposée ci-dessus pour la
résolution dup-laplacien jouit de bonnes propriétés de symétrie sur deages cartésiens uniformes qui permettent
d'obtenir des estimations d'erreur améliorées, de typperconvergenceeés que la solution exacte est supposée suf -
samment réguliére. Notons qu'il est en général dif cile dmuver des conditions générales sur les données pour qu'une
telle régularité de la solution soit satisfaite. Néanmpahens certains cas particuliers (notamment quand la saluti
est supposée non-dégénérée), il est possible d'utilisguiapriétés de régularité elliptique des opérateurs dagiin
linéaires sous forme divergence a coef cients réguliersriaiteindre ces propriétés de régularité.

— Dans un premier temps, si on suppose gei@ W41() et sans autre hypothése sur la géométrie de la solution,
alors on montre une convergence en noi&P discréte d'ordren? pourp = 2 (ce qui généralise les résultats
connus pour le laplacien a de nouveaux schémas a 9 pointslassigues) et d'ordras T pourp 4, c'est-a-
dire le double de I'ordre établi dans un cadre plus génénasdmsection 2. PouB < p < 4, on obtient un ordre
intermédiaire emb 1.

— Par ailleurs, en adaptant au cadre volumes nis la tectetkpstimation en quasi-normae Barrett et Liu [BL93,
LB93b, LB93a], on peut pro ter d'hypothésaspriori sur la géométrie de la solution pour préciser les estimation
d'erreur.

L'idée de cette méthode est d'utiliser le fait que la singitdade 'opérateur n'a lieu que prés des points ou le
gradient de la solution s'annule. Cette technique pernmsf abus des hypothéses de contréle de la dégénérescence
de la solution (par exemple si son gradient ne s'annule paslbaverse du module de son gradient est intégrable
a une certaine puissance) d'obtenir des ordres de conveggbms précis, voire optimaux. Le prix a payer est que
ces estimations ont lieu dans des espaces de régularitéajidles que I'espace d'énergie/ 2P naturel pour le
probléme.

Parmi les résultats précis obtenus, citons comme exengsiigriiation suivante : si on suppose la solution réguliére
et non-dégénérée (i.mf jr uej > 0), nous montrons que la convergence du schéma est d'@reimenorme.*

sip 2et d'ordre3pT2 sil < p < 2. Des résultats intermédiaires sont aussi donnés dans midassolution
est seulement supposédaiblement dégénérée, c'est-a-dire qugmdiej 2 L() , pour un certain 2]0;2].
Notons que cette derniére propriété sdipeut étre obtenue comme conséquence de la régularité defmset
d'un bon comportement du terme source, i.e. dés qu'il existeO tel quejfj 2 L() .
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Chapitre VI

SCHEMAS DDFV POUR LES PROBLEMES
ELLIPTIQUES NON -LINEAIRES SUR DES
GRILLES NON STRUCTUREES

Les travaux précédents concernant la discrétisation dames nis dup-laplacien sur maillage cartésien nous ont
naturellement conduits & proposer des schémas qui puissewtr des équations et des maillages plus généraux. C'est
ce qui a été entrepris dans [11], [15].

Nous nous sommes inspirés d'une classe de schémas volunsedite DDFV pour “Discrete Duality Finite Vo-
lume” introduits dans [Her00, DOO5] pour la discrétisatubm I'équation de Laplace sur des maillages trés généraux,
en s'affranchissant des contraintes usuelles sur lesaga#l ditsadmissiblegpour les méthodes de volumes nis (voir
[EGHO00]). On s'intéresse ici seulement au cas bidimenggmais les schémas DDFV ont été étendus avec succés au
cadre 3D par exemple dans [CPT06, Pie05]. Notons que J. @xanproposé récemment dans [Dro05] une approche
de typeVolumes Finis Mixtegvoir aussi [DEO5]) qui permet, également en rajoutant develes inconnues, la résolu-
tion du probléme sur une large classe de maillages. L'apalgsla vitesse de convergence et la résolution pratique de
ce dernier type de schémas sont malgré tout délicates, bieteg résultats numériques semblent témoigner d'un bon
comportement de I'erreur en fonction du pas du maillage.

Notre travail a consisté en l'adaptation et I'analyse deroéshodes DDFV dans le cadre des équations elliptiques
non-linéaires de type Leray-Lions (doniddaplacien est I'exemple usuel) avec conditions aux liside Dirichlet. Pour
simpli er, on présente seulement ici le cas homogeéne ; lagpen compte de données au bord dat's %;p(@) est
discutée dans [11]. Le probleme étudié est ainsi le suivant

div (" (z;r ue(2))) = f(2); dans ;

(VI.1)
Ue=0; sur@ ;
ol estun ouvert borné polygonal &, une fonction de Carathéodory véri ant les hypothéses ussiel
("(z;) '(z;); ) > 0; pourtout 6 ; p.p.z2 ; (H1)

((z)) Cijj® bu(z)pourtout 2 R* p.p:z2 ;; (H2)
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i"(z; )i Coj P '+ bp(2); pourtout 2 R% p.pz2 ; (Hs)

avecp 2]L+1 [, by 2 L) , b 2 Lpo() . Alors pour tout terme source 2 W 1?F’O() , il existe un unique
ue 2 WLP() vériant (VI.1). Notons de plus que tout 2 W 1?F’O() peut s'écrire (de facon non unique) sous la
formef = fo+ divf,avecfq;f1 2 LPO() . Ainsi, enrajoutant; au ux ' (les hypothéeses ci-dessus sont alors encore
vraies) on peut se ramener au cas du second membré_d%(r)s .

Quelgues exemples usuels qui entrent de ce cadre sont ldeilpanisotrope (bien entendu linéairedliv (A(z)r ue) =
f; ou des modeles de typelaplacien généralisés : div (k(z)jr ue+ F(2)jP 2(r ue+ F(z))) = f; quiinterviennent
dans I'étude des écoulements de uides non newtoniens dasmdieux poreux.

1 Les schémas DDFV dans le cadre non-linéaire

1.1 Description générale

Rappelons le cadre géométrique de la métHaderete Duality Finite VolumeOn se donne un maillage prinmial
constitué de volumes de contrélespolygonaux dont les adhérences recouvrerdt d'une famille de point$x, ).
associée a chacun de ces volumes (les centres), voir laeFigut. On suppose ces volumes de contrdle d'intérieurs
disjoints. On rajoute également un point de contrdle auvemitie chaque aréte du bord (qu'on peut considérer comme
des mailles primales dégénérées). On ne considéere pasigathése de typeonformité du maillageAutrement dit,

L i)
B

o RN

I \
4 .
A maillage primaM ., maillage duaM  ~__/ @u

N
’

L maillage diamanb

FiG. V1.1 — Exemple de maillages considérés

il n'est pas nécessaire que soit véri ée une condition diogonalité entre les arétes et les droites joignant lesegnt
des mailles. De méme une aréte (au sens géométrique) d'umeadle contrble peut intersecter de fagon non triviale
plusieurs autres volumes de contrble. On appelle ao¥tedu maillage tout ensemble de la forma T de longueur
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non nulle. On suppose que de tels ensembles sont des seg@eeigues autres hypothéses peu restrictives sont utiles
pour mener I'analyse du schéma et sont décrites en détasl[dah On supposera par exemple que les cellules primales
sont étoilées par rapport a leur centie

A partir de ce maillage primal, on forme le maillage dival associé ; les mailles duales étant obtenues en joignant
(dans le sens trigonométrique par exemple) les centres dédesnprimales qui touchent un sommet donné du
maillage primal. La maille duale ainsi construite assoai@sommek, est notée& ; le pointx, est alors appelé le
centre de la maille duale .

Le principe de la méthode consiste alors a placer des inamsimultanément au centre des mailles primales et au
centre des mailles duales (c'est-a-dire aux sommets duagaiprimal). Il y a donc, grosso modo, deux fois plus d'in-
connues que pour les méthodes volumes nis cell-centeradligs (ou celles de nos travaux précédents sur maillages
cartésiens, voir le chapitre V) et il faut rajouter des émret. Ceci se fait en intégrant I'équation sous forme dieeae
a la fois sur les mailles primales et sur les mailles dualeapparait alors naturellement les mailllismants(voir la
Figure VI.1) qui sont des quadrilateres dont deux sommets des centres du maillage primal et les deux autres des
centres du maillage dual. Il est alors possible de dé nir tedgent discret sur chacune des mailles diaméntsar la

formule 8
u, Ux
2 r DUT; = _—
r D,. 1 def 1 UL uK + uL uK 0 J J
sin p Jo J > rDyr: = U WU

I
qui est bien entendu exacte pourles foncti|gns af nes suidlmdntD . On appelle alorgradient discret dei™ la fonction

constante par diamants dé nie paf u” = = 1pr Pu". Les notations utilisées dans un diamant sont données dans
la Figure VI.2.
= KjL Xk = KjL
R
e
e
e
xk 7 K
Ve
o
Xk s ST
\ ) )
\4
\¢
\o
\o
\a
X

FiG. VI.2 — Notations dans une cellule diamdht

Le schéma s'obtient alors naturellement de la fagon suévant
X

3 jj o Pun); « =jkjf;8k2M;
NG (V1.2)
2 i o PuT); « =k jfe ;8 2M ;
’ D2 D
ouf, etf, sontles moyennes desurk etk et' p estle ux numérique dans le diamabt, que I'on dé nit comme
la moyenne sur le diamant du ux Z
()= = @)z
D - T y .
DI b
Ce schéma peut alors s'écrire sous la forme d'une sorferdeulation variationnelleeomme suit :
X X X
2 D] 'p(rPum);rPvi = jkjfeve + K jfe v ; 8T 2 RT:
D2 D K K

C'est cette écriture qui justi e le nom dBualité Discrétecar on voit bien que tout revient, une fois I'opérateur de
gradient discret construit prendre son dual comme opérdiedivergence discrete.
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1.2 Premiers résultats : existence et unicité, convergence
Notre premier résultat fournit I'existence et I'unicité @esolution du schéma.

Théoreme VI.1

Pour toutf 2 LPO() , le schéma volumes nis non linéai(¥1.2) admet une unique solutiaf 2 RT qui
satisfait de plus I'estimatioa priori

kr "uTkis  C KFK7,7 + Kbrk?, + Kbk, 7

De plusr "u" dépend de facon hélderienne (en noraty de la donnéé (en normeL p0).

On peut par ailleurs montrer que dans le cas variationnedt-@-dire st dérive d'un potentiel convexe viala formule
"(z; )=r ( z;),alorsle schéma (VI.2) est I'équation d'Euler-Lagrangsog$e a la fonctionnelle discrete

X X X

Jr(vV')22 D] p(rPv") jKjvic f jKjve o ; 8V 2R":
D2 D K 2T K 2M
On note maintenameg(T ) la constante de régularité du maillage (qu'on ne préciseqiagir [11]) et qui mesure

essentiellement la différence de tale entre deux mailigisines et le diamant correspondant (idem pour les mailles
duales). On note par ailleutg! = « L Uk etuM = v 1« Ug les fonctions constantes par morceaux (sur
chaque volume de contrdle) dé nies sur le maillage primasfr. dual) a partir de la solution numérique Le théoréme
de convergence du schéma est alors le suivant.

Théoreme VI.2

La solutionu™ = (uM ;uM ) de(VI.2) converge quand la taille du maillagéze(T ) tend ver avecreg(T)
bornée vers la solutione du probléemgVI.1) au sens suivant ;

kuM  uek » + kuM Uekip + kr Tu™ 1 uekip + K (5rTuT) (1 ue)k 0! O

La convergence forte des gradients discrets et des (ixr T u™) est cruciale dans les applications car ce sont bien
souvent ces grandeurs physiques que I'on souhaite cal®deexemple, dans le cadre des modéles d'écoulements de
uides non-newtoniens en milieu poreux le ux( ;r ue) estle champ de vitesse incompressible de I'écoulement.
Les étapes essentielles de la preuve sont :
— Obtention d'un théoréme de compacité discrete de typédRell
— Adaptation de I'argument de monotonie de Minty-Browdek§b] pour justi er le passage a la limite dans les
termes non-linéaires. Pour ce faire, il est nécessaire deqiofaire entrer la solution exacte comme fonction
test dans le probléme discret. Comme I'espace des fonatiomstantes par mailles n'est pas un sous-espace de
I'espace naturélNol;p() pour I'équation, nous avons mené une étude préalable deatepés de projection des
fonctions dew P () surI'ensemble des fonctions discrétes.
Ces deux étapes permettent d'obtenir la convergence fert#'det uM ainsi que la convergence faible du gradient
discret dand_P. La convergence forte des gradients s'obtient dans un set@mps en commencant par montrer la
convergence presque partout des gradients (grace a le stranotonie de I'opérateur).

1.3 Estimation d'erreur

Nous avons ensuite étudié I'ordre de convergence de la déthous de bonnes hypothéses'suite monotonie
renforcée et de régularité de type Hélder par rappareda . Plus précisément, on suppose :
Danslecads<p 2:
— llexisteCz > Oeth; 2 L1() tels que pourtoug; )2 R> R?etpresquetout2

(@) @) ) Ci PEes@+iP+ji): (H10a)
— Il existeC,4 > Otel que pourtou$; )2 R?> R?etpresquetout?2
I'(@z) "(z)i Cd L (Hsa)
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— llexisteCs > Oetbs 2 W1IP() °tel que pourtout 2 R? et presque tougz; 29 2 2,

@) @) G+ Yz 2% i) b9 (Hsa)
Danslecap > 2:
— llexisteCs > Otel que pourtou$ ; )2 R?> R?etpresquetout 2 |,
((=z) @)y ) G ™ (H 10p)
— llexisteC, > Oethy 2 L7 2() tel que pourtou$:; )2 R? R2, etpresquetowt 2
'(z) @) Calu@+jiP iR It (Hab)
— Il existeCs > Oeths 2 Lpo() tels que pour tout 2 R? et presque tout 2
() Cob@+iP (Hso)

On montre alors l'estimation d'erreur suivante, qui fourieis mémes ordres de convergence que dans la section 2 du
chapitre V.

Théoreme V1.3

Siue 2 W2P() etsi' vérie les hypothéses ci-dessus, alors on a les estimati®rseur suivantes

( Csize(T)P %
Csize(l')ﬁ; sip> 2

sil<p 2

kue UMk p+ kue uM kip+kruer Tu ks

Cette estimation d'erreur donne l'ordéeusuel pour le cap = 2, en particulier (mais pas seulement) pour les
équations linéaires du type Laplacien anisotrope. Danadp 6 2, nous montrons sur des cas tests numériques que la
méthode se comporte mieux que l'ordre prédit par ce théor&mei est usuel dans ce type de problémes non-linéaires
pour lesquels il est dif cile de récupérer des ordres de engence optimaux par l'analyse (Cf. [BL93, LB93b, LB93a,
Cho89]) notamment dans la norme d'énergie, c'est-a-dille de W P () .

En revanche, nous montrons que la méthode permet de tineteede raf nements locaux éventuels des maillages
au voisinage des singularités (voir la gure VI.3) ou des esmle forte variation de la solution. L'ordre de conver-
gence observé numériquement est le méme que pour des raaitagformes usuels et a nombre d'inconnues égal, les
maillages raf nés bien choisis fournissent les erreurgles faibles.

’ N 4 N
2 N ’ N
s N N
7 ( 2
’ // N s
s N s -7
e 4 N \./ D
vd
«—----- N
N N /’ \\
N
\ e O ™
\\ « /\.
VRN ,
N s | N .
N7 I N
N %
N
N Ny
/'\ /‘\ ® °
p N [N
° ° < N
N
N —» °
NIK SF AR
\\ 7
° (%
° ° °
° .

FiG. V1.3 — Un exemple de maillage localement raf né
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2 Le cas des coef cients discontinus

Dans ce travail [15] nous proposons l'adaptation des méb®DFV considérées plus haut au cas d'un probléme
du type (VI.1) dans lequel le ux peut admettre des discontinuités spatiales. Dans le c#&lreits nis ce type de
problémes a été considéré par exemple dans [FS90, Liu990Lien90]. Dans ces travaux, le probléme peut faire
intervenir le couplage bidomaine de deux opérateurs nwalires pour différentes valeurs gel'approche présentée
ci-dessous peut s'adapter a ce cadre mais nous présentdesset ici le cas ou, malgré les discontinuités, le 'wa
le méme ordre de dégénérescence/croissance dans tout le domaine.

Le schéma présenté plus haut est bien entendu convergesitdasadre (le théoréme VI.2 s'applique) mais les
estimations d'erreurs obtenues dans le théoréme V1.3 nigpdasvalables. Il ne s'agit pas ici d'une dif culté technig
mais d'une réelle perte de consistance du schéma au voesiheg discontinuités des coef cients. Ce phénoméne est
bien connu déja dans dans le cas linéaire monodimensiohhehesait qu'il faut alors soigneusement dé nir le ux
numeérique a la discontinuité pour retrouver la consistdetdonc la convergence a l'ordtgoour le cas linéaire).

Je présente dans la section 2.1 une illustration de la pradilque et du reméde que I'on peut y apporter dans le
cas monodimensionnel en supposant que le' uprésente un unique saut a l'origine. Dans la section 2.2¢@isl
comment nous avons généralisé ce travail de constructiom dx numérique consistant au cadre général non-linéaire
sur un maillage 2D de type DDFV décrit ci-dessus et les rasutt'estimation d'erreur que nous avons obtenus.

Le schéma ainsi obtenu, appelé m-DDFV, se révéle a premigrassez délicat a mettre en oeuvre en pratique car
il nécessitea priori de résoudre un systéme non-linéaire dé ni par des fonctipmgse sont pas connues explicitement.
C'est pourquoi je décris dans la section 2.3, un algorithmgyde descente vers un point-selle que nous avons établi (en
s'inspirant des travaux de Glowinksi notamment [Glo84, @) &t dont nous montrons la convergence. Cet algorithme a
pour propriétés de déméler les couplages dans le schémaetidoamener la résolution du systéme global & I'inversion
d'un seul systeme linéaire (plusieurs fois) et a la résotuimultanée d'équations non-linéaiiadépendanteset de
petite dimension

Ce schéma a été implémenté dans notre code de calcul et aspiiltastrer le gain de consistance effectivement
obtenu par l'utilisation du schéma m-DDFV en lieu et placesdaéma DDFV usuel.

2.1 lllustration dans le cas mono-dimensionnel

On considére le probleme (VI.1) posé sw] 1; 1] (on note alorx la variable d'espace) avedx; )="' ()
six< QOet' (x; )= ".,()six> 0.0nsuppose que et' . sontdeux applications strictement monotonefkde
dansR telles que les hypothésdd {) et (H3) sont satisfaites.

Le probléme s'écrit donc comme lén probléme de transmission

% @' (Que) f(x); six< 0;
@ ' . (Que) =f(x);six>0;
Ue( 1) = ue(1)=0;
" (@Que(0 )= ", (Que(07)):

On se donne maintenant un maillage volumes nis deespectant la discontinuité, c'est-a-dire une subdivisip =
1<:::<xy =0<:::<Xy.u =1de[ 1;1].Ondé nitnoteKH% lamaille[x;; X, ], i 2fO;N+ M 1getx,+%

(VI1.3)

son centre. La méthode volumes nis associe a chaque une inconnuei;, 3. On appellel™ = (Ui, 3)o + nvou 1l
solution approchée. On peut alors dé nir les quotientsalédhtiels (de type différences nies) suivants :

l-'I|+ 1 ul 1 .
ru’ = 2 L i2fLN+ M 1g;
Xi+ % Xi %
avecu 3 = Uy.u.} = 0 etx 1 = 1 Xyewm i1 = 1 pour prendre en compte les conditions au bord. Le schéma
volumes nis s'obtient aIZors en intégrant le problézme (VIs8ir chaque volume de contréle :
@ ' (X;@Que) dx = f(x)dx; 8i2f1;:::;N+M 1g
K 1 K

; 1
i+ 5 itz

En intégrant par parties et en remplagant IesZ ux exacts pardx numériques on obtient la dé nition du schéma

F.+F = f(x)dx; 8i2fO;N+M 1g; (VI.4)

Kiv 1

2
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Fic. V1.4 — lllustration du cas monodimensionnel

ouF;,i 2 f0O;N + Mg est le ux numérique correspondant a I'approximation du UXx;; @ue(x;)). Loin de la
discontinuitéx = 0, ce ux numérique est construit de fagon trés usuelle en piasa

(
F =" (r,u"); 8i2f0O;N 1g;

F=",(u); 8i2fN+1;N+ Mg:

(V1.5)

Comme on I'a vu en introduction le probléme est de dé nir eatementle ux numériqué, au point de discontinuité
Xy =0 carle ux' (0; ) n'est pas bien dé ni en ce point. Il y a plusieurs facons “ma&ivde tenter de résoudre ce
probléme (qui n'a lieu que sur une seule équation du systésaead!). On peut par exemple poser :

Fv=" (ryu");ouF, =", (ryu");ouF, = %(' (rou™)+ ", (ryun)):

Mais, on peut montrer aisément (méme dans le cas linéaiesfos ces choix fournissent en général une approximation
non consistante de ce ux.

Le bon moyen de retrouver la consistance est de rendre caapitan discret de la condition de transmission dans
(VI.3). Pour cela il faut introduire une nouvelle inconnué eielle & au point de discontinuitg, de sorte que I'on
peut dé nir deux gradients approchés de part et d'autre@ de

Uy,1 b & U

r LUT - _N 2+ : N .
h

en posanhy, = Xnvd Xy eth, = Xy Xy 1. En réalité, il est pratique (voir la Figure VI1.4) de cherchesous la

forme

hNUN,,% + hNUN .

hy + hy
La valeuru est la valeur ed de l'interpolation af ne entre{xy ;uy 1) et(Xy., 3;Uy. 3). Onadonc

2

b= u+ ; avecu=

u' =r ,u’ etr \u" =r u"+ —: (VI1.6)

[ hy
Il est maintenant nécessaire d'éliminer la nouvelle inagnn Ceci est fait en imposant un équivalent discret de la
condition de transmission dans (VI1.3), c'est-a-dire

Co(r ut) =" (Ut (VL.7)

Cette équation dé nit de facon unigueeomme une fonction, (r  u™) du quotient différentiet  u™ car I'application
7t (r,ut) 'L (r;um) eststrictement monotone et tend vers I'in ni a l'in ni.
On peut maintenant dé nir le ux numérique & la discontiréugar

ryur
Fv = rNuT+7N(hN ) ="', ru
N

% : (VL.8)

la derniere inégalité provenant de la dé nition dg(r  u™). De facon équivalente on peut également écrire

1 : n(rwu’)

, n(rwum)
= + -
hy + hy, h fal hy

F. +hit, or U e ; (V1.9)
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ce qui a l'avantage d'étre plus symétrique. C'est cette idewmjui sera généralisée en dimension 2 par la suite.

Exemple V1.4
Considérons un exemple pour lequel tous les calculs soffitiép. Supposons donc que et' . sont deux
ux de typep-laplacien dé nis par
' ()=kj+G P +G )8 2R
()= kj +G.P 3 +G.); 8 2R;
ouk :k. 2 R* etG ;G, 2 R2. L'équation(V1.7) se résout & la main et le ux numérique que I'on obtient
pour (VI.9) s'écrit
o . | 1
p Tp T +
- @K IO,
hy kP * + hyk? *

p 1

ou G est la moyenne arithmétique pondérée e@ieet G, dé nie par

h,G +h:G.

= T

Dans le cas linéaire, i.e. quanm= 2 ici, on retombe sur I'expression classique de type moyeanabnique
entre les deux coef cients de diffusikn etk, (voir [EGHOQ]) :

- Kk (hy )

T ~ .
Pv = Tk vk, Y TG

Si onrésume cette analyse d'un exemple relativement élésinenon a dé ni une application non-linéaire monotone
rou” 7! ,(r yu") grace a laquelle on a pu dé nir un ux numériqug, a la discontinuité qui est elle-aussi une
fonction monotone par rapport au quotient différentiglu™ . Le schéma volumes nis que I'on considéere est alors
donné par (VI1.4), (VI.5) et (VI.8).

Une remarque importante est que l'applicatignest dé nie de fagon implicite a travers la relation (VI.7)egt géné-
ral, ne peut pas étre calculée explicitement (I'exempliéé&alus haut est a ce titre un cas particulier agréable)i @ad
étre considérdé priori comme un inconvénient majeur de la méthode pour laguelkslalution numérique du probleme
discret semble complexe. On va voir dans la section 2.3 quredeut contourner la dif culté en adaptant les méthodes
de décomposition-coordination de Glowinski a notre schéna@nsi obtenir un solveur parfaitement programmable dont
on prouve, par ailleurs, la convergence.

2.2 Le cas 2D : dé nition du nouveau gradient et écriture du shéma

L'esprit de ce travail est essentiellement contenu damaligse du probléme modéle présenté ci-dessus. Il est néan-
moins non trivial d'adapter ces arguments au cadre généralalllages 2D et de wa priori quelconques. Je ne vais
pas décrire en détail les calculs (que I'on peut trouver abp qui requiérent I'introduction de nombreuses notatio
Je vais donc seulement donner les grandes lignes de I'étufdésant le paralléle avec le paragraphe précédent.

A partir dugradient discret " u™ dé ni dans le cadre DDFV (voir la section 1) on construit urumeau gradient
r Nu' constant sur chaque quart de diamant (chaque diamant supposexe est découpé en quatre par ses
diagonales) par la formule

N T — D,,T D.
rou =r-u + By 7,

ou P est un vecteur d®* constitué de quatre inconnues arti cielles (dont on peutror une interprétation
géométrique) eB, est une matrice rectangle de taile 4 qui ne dépend que de la géométrie du diamant. Cette
formule est I'équivalent bidimensionnel de (VI1.6).

On suppose que le uk est continu sur chaque quart de diam@ntc'est-a-dire queH s;) n'est vraie que pour
tousz; z° contenus dans le méme quart de diamantep) n'est vraie que sur chacun des quarts de diamant.
Autrement dit,’ est autorisé a présenter des discontinuités a travers ééssadu maillage primal et celles du
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maillage dual. On se donne alors une approximatigrde' surQ, par exemple on peut prendre la moyenne en
zde' surQ mais d'autres choix sont possibles.

On écrit maintenant les conditions de transmission diesrgtie I'on souhaite étre véri ées par le schéma. Ceci
nous donne quatre relations ; une pour chaque moitié de nlidgdeD. Il s'avére que ces relations s'écrivent

jQI'Bo: o( + Bg )=0; (VI.10)
Q2Qp

ouonanoté = r PuT le gradient DDFV usuel pour ne pas alourdir les notationgteCfermule non-linéaire
doit étre vue comme la généralisation de la condition (V1.7)
Comme dans le cas 1D, on démontre que pour toRitR?, il existe un unique 2 R* véri ant (VI1.10). On le

note P ().
On dé nit maintenant le nouveau ux numérique sur le diamBnpar
N D, T 1 X Hatl N T 1 X Hatl D, T D D, T .
o (r u):ij iQj o(rqu)zﬁ jQi'q r U +Bg “(rTu') (VI.11)
Q2Qp Q2Qp

qui est a comparer a (V1.9). On obtient donc le nouveau scheBiV, appelé m-DDFV en utilisant le ux
numeérique § alaplace dé p dans (VI.2).

On montre que ce schéma admet une unigque solution véri aatastimatiora priori similaire a celle donnée par
le théoréme VI.1. De plus, ce schéma m-DDFV conserve luiiaumeséventuelle structure variationnelle du probleme
initial.

On peut donc maintenant mener I'analyse d'erreur pour ce@auischéma. Nous supposons bien s(r pour cela que
la solution exacte du probléme est d&$9(Q ) I'espace des fonctions dont la restriction & chaque quatitat@ant du
maillage est de class®/'%9 pourq p. La méthode générale de preuve est essentiellement la méeneetie utilisée
pour prouver le théoreme V1.3 et repose sur des estimatiercodsistance des ux. L'une de ces estimations requiert
l'analyse de consistance du nouvel opérateur gradientetisc' (qui est un opérateur non-linéaire et qui dépend du
ux ' 1), ce qui constitue la dif culté essentielle ici. Contrament a I'analyse de consistance du gradient DDFV usuel
r T qui s'obtient par des développements de Taylor relativerolassiques, ici la situation est plus complexe et il est
nécessaire d'utiliser & bon escient la relation non-lireéqui dé nit cet opératewia les inconnues arti cielles®.

Cette étude ne permet pas d'accéder (sans autre hypothéeateras) a la consistance d'ordtede ce nouvel
opérateur a laquelle on aurait pu prétendre, on trouve serieune consistance d‘ordﬁékl pourp 2etd'ordrep 1
pourp < 2.

En pratique, on utilise un schérhgbridequi consiste a prendre le ux numérique ustig) sur les diamants dans
lesquels le ux est continu et le nouveau uUx} sur les diamants ol le ux est discontinu. Ceci revient a shdes
quatre ux approchés , égaux dans les diamants ne voyant pas les discontinuit€éenSiuppose que les disconti-
nuités du ux sont situées sur des lignes brisées daasors on aboutit pour ce schéma hybride aux mémes ordres de
convergence que dans le cas régulier. Le résultat prédis sgivant :

Théoreme V1.5

SoitT un maillage DDFV de . On suppose que le uX est régulier par morceaux (au sens précisé ci-
dessus) et que les discontinuités' da'ont lieu que le long d'un nombre nis de lignes brisées dansOn
suppose quae 2 W%4(Q) avecq= p(p 1)? pourp 2etq= ﬁ pourp < 2. Alorson a

( Csize(T)? %; sil<p 2

kue UM kLe + Kue UM kie + kr ue r NUTkLp ) 1 .
Csize(T)? 1; sip> 2

ouu’ estla solution du schéma hybride décrit ci-dessus.

On retrouve en particulier la convergence a l'ordrelu schéma dans le cgs= 2. Notre résultat couvre donc,
comme cas particulier, I'analyse des schémas proposés (roaianalysés) dans [Her03].

On établit par ailleurs dans [15] une étude du schéma m-DD#éml dans le cas ou les discontinuités geeuvent
se produire a I'échelle des mailles. Sans surprise, I'otir&€onvergence obtenu est moins bon que celui donné par le
Théoréme V1.5, mais on trouve tout de méme de l'ortidans le cap = 2. Notre schéma permet donc de traiter le cas
de coef cients trés oscillants.
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2.3 Solveur non-linéaire pour ces schémas

Considérons maintenant des données (maillage, termeesaicc...) xées. Le but de ce paragraphe est de décrire
une méthode programmable qui permette de calculer la saldti schéma m-DDFV introduit précédemment (la mé-
thode s'applique également au schéma DDFV usuel). Ceangstrtant en vue des applications car le schéma dé ni plus
haut est hautement implicite et non-linéaire (a cause g@lieation P qui n'est pas dé nie explicitement) il est donc
dif cile par exemple de mettre en oeuvre une méthode de typdignt conjugué non-linéaire, ou Newton. Décrivons
tout d'abord I'algorithme que I'on propose :

On se donne une initialisatior) 2 R, p2 2 R? pour tout quart de diama et 3 2 R* pour tout diamanb. On
se donne en n un paramétre positit 0 et une familleA = (A, ), de matrices symétriques dé nies positives de taille
2. Ces matrices jouent le rble de parameétres d'augmentafitirdgenes et anisotropes. Pour tooh effectue alors les
calculs suivants

1. Oncherch¢u™™; 0)2 RT (R*)P solution du problémeoupléetlinéaire suivant

X
2 Qi Aq(rPut™+ By 5 o) Nir PV
°2Q X X
= jkifeve + Jkjfe e +20 JQI( D L1 Pyv); 8vT 2 RT: (V1.12)
X H -’(K ) D H 1 QZQX Hat! 1
jQi'BoAq(Bg p+r Pu” 98 ) jQj Bg 2 =0; 8D2D:
Q2Qp Q2Qp

La seconde équation est locale a chagye diamant et linEtizenermet d'exprimerf} en fonctionde Pu™ ™" en
inversant la matrice de tailkdé nie par | iQj'Bo Ay B, . On reporte ce calcul dans la premiére équation et on
obtient un probléme linéaire suf " que I'on peut résoudre. La matrice de ce systéme linéairna@séme pour
toutes les itérations de la méthode (elle est méme indépénda ux' ) ce qui permet d'envisager, au moins sur
les maillages pas trop ns, l'utilisation de solveurs lifr&s par des méthodes directes par exemple.

2. Pour tout quart de diama@ 2 Q, on calculeg) en résolvant

"o(a)+ DM+ A r Put" By g)=0: (V1.13)
Cette étape du calcul est la seule étape non-linéaire. Hieale a chaque quart de diamant et concerne une
équation monotone dam¥. On peut par exemple utiliser ici une méthode de Newton Guiése facile a mettre

en oeuvre et ef cace. Cette étape est donc peu colteuseadighaable par exemple.

3. Onmeten n a jour le multiplicateury par
8= o '+t Ag(dh r Pu™™ B, B); 8Q:

L'origine exacte de cette méthode numérique, provient daitle du cas variationnel (i.e. quand le uxest la gra-
dient d'un potentiel convexe) et est détaillée dans [15]. L'algorithme est largemenpirésdes travaux de Glowinski
[Glo84]. En effet, si I'on choisit pour tout quart de diamakg = rld our > 0 est xé, on retrouve la méthode de
décomposition/coordination appliquée au Lagrangien armdéusuel dans ce type de situation.

Le point-clé est que, méme dans le cas non-variationnel premant des termes d'augmentation hétérogenes et
anisotropes, la méthode proposée converge :

Théoreme VI.6

i p_l
Pour toute familleA de matrices d'augmentation et pour tout2 O0; 1+2 > | la suite(u™ "), donnée

par l'algorithme précédent converge vers I'unique solatid du schéma m-DDFV. De plus la suitg) )n
converge vers le gradient discrets u™ correspondant.

2.4 lllustrations numériques

lllustrons le gain en précision et en ordre obtenu grace héresa m-DDFV en comparaison du schéma DDFV usuel
présenté au début du chapitre dans le cas de coef cientsrisais. On se place dans le cas oaést le carrg0; 1[°. Le
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ux est dé ni par )

2siz1< 05 '(z;)=jj° ?;

2 siz;> 05 '(z;)=(A; )¥A; avecA = 0
Il s'agit donc d'un probléme de transmission entre deux afgins de typ@-laplacien. On choisit une solution exacte
ue polynomiale par morceaux (et satisfaisant la conditionade & l'interface bien sir) ce qui est possible explicitetnen
dans le cas présent dés quest sont plus grands qué par exemple. On trace alors les erreurs en notrhe et
W LP (plus exactement I'erredrP sur le gradient) en fonction du pas du maillage (on a choisifamille de maillages
triangulaires).

La Figure VI.5 montre les résultats obtenus pour 2, =5 etp = 3, c'est-a-dire dans un cas anisotrope avec

une hétérogénéité modéree, alors que la Figure V1.6 mosdredkultats obtenus pour= =10 etp =5 qui est un
cadre isotrope mais trés hétérogéne (le rapport entre kf@nts de part et d'autres de la discontinuité vage-°).

107 10 ]
10 J
10 4

10 J

& m-DDFV | &< m-DDFV
4—4 DDFV 44 DDFV
10 10 10 10 10 10 10 10
ErreurL! - ordresl:71et0:97 ErreurW 1P - ordresl:0 et0:3

Fic.VI.5-Cas =2, =5 etp=3.SchémaDDFV usuel (en bleu e} et schéma m-DDFV (en noir et)

L'amélioration apportée par le schéma m-DDFV est bien eldiordre de convergence étant trés nettement augmenté
dans tous les cas. Nous remarquons aussi que les erreupss®fdibles méme pour les maillages grossiers ce qui est
un point important du point de vue pratique. En effet, dassjgplications les tailles de maillage ne tendent pasers
et donc un schéma possédant un ordre plus grand mais dout dttandre un trés n raf nement pour en ressentir les
béné ces n'aurait pas été trés satisfaisant.

Il faut également remarquer que les estimations d'erreémrlques obtenues sont toujours moins bonnes (dép que
s'éloigne de2) que les vitesses de convergence observées numériquéaentst classique dans I'analyse des méthodes
numeériques pour ce type de problémes et des estimationedt@ptimales ne sont bien souvent obtenues que dans des
normes plus faibles ou dans des solutions particuliéres lev&ection 4 du chapitre V).

10 3 10 3

DZ / 13 Q/H e
10 3 10 3
-14 04

10 3 10§

£
kN

103 10 3

&— m-DDFV &— m-DDFV

4—& DDFV ¢—& DDFV
10°5 iy T T 10°5 T e —

10 10 10 10 10 10 10 10

ErreurL® - ordres1:98et0:98 ErreurW P - ordres1:04 et0:19
FIc.VI.6-Cas = =10,etp=5.SchémaDDFV usuel (en bleu e} et schéma m-DDFV (en noir et)

En conclusion de ce chapitre, on illustre les propriétésuwergence de la méthode de décomposition coordination
dans le premier cas test considéré ici¥ 2, =5 etp = 3), pour le maillage le plus n (pas du maillage 9:10 3).
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Ainsi la gure VI.7 montre I'évolution du résidu de la métheainsi que de I'erreur par rapport a la solution exacte en
normesLP et WP en fonction des itérations. La gure de gauche concerne seusaiel d'un terme d'augmentation
homogéne et isotropd, = rld avecr = 1:5et = 1:0. La gure de droite montre est obtenue en utilisant un
terme d'augmentation anisotrope et hétérogéne avee r Id dans le sous-domaine de gauchégt= rA dans le
sous-domaine de droite.

On observe tout d'abord que la méthode est bien une méthotgdgradientpour laquelle la norme du résidu
décroit au cours des itérations ce qui garantit une bonmdistade la méthode. Par ailleurs, comme on pouvait s'y
attendre, un bon choix de matrices d'augmentafigmermet d'assurer une convergence plus rapide de I'algostiiers
une solution approchée suf samment précise. Ainsi si I'dgitige la méthode d'augmentation usuelle, il faut attendre
environ160itérations et un résidu 5:10 7 pour que les erreurs dues au schéma soient atteintes aldans le cas
d'un terme d'augmentation hétérogéne et anisotrope digrdu schéma est atteinte au boutd@étérations environ et
unrésidu 5:10 6.

10 S—= e Lp 10 S—= e Lp
¢— er. Wip *—@ e Wip
D@ résidu O résidu

®
®o
®g ®
S
S0
&g

@
@@@®@@

T T T T T T T T ST T T T T T T T T T T T T T T T T T

. T T T T T T T T L
10 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 10 o 20 40 60 80 100 120 140

FiG. V1.7 — Convergence du solveur itératif. Augmentationiispe (dessin gauche) et anisotrope (dessin droite)
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Chapitre VII

QUELQUES SCHEMAS NON STANDARD
POUR DES PROBLEMES ELLIPTIQUES
LINEAIRES

1 Dé nition implicite des ux numeériques sur maillage non
orthogonal

Suite notamment aux travaux de R. Cautrés, F. Hubert et Ruilsur les méthodes de décomposition de domaines
en volumes nis [CHHO4], je me suis intéressé au problemeale-consistance des ux numériques pour les schémas
usuels type VF4 pour les équations elliptiques linéairégpgut se produire lorsque la géométrie du maillage n'est pas
adaptée au probléme que I'on veut étudier comme dans leeréférci-dessus.

Ainsi dans le cas de la régolution du laplacien par exemplesait (voir [EGHOQ]) que pour assurer la consistance

des ux numériqgues VF4 avec r u ndssurles arétes, il faut que les points de contrble en lesquetgpproche la

solution véri ent la propriété d'é(FthogonaIité :
(XeX)? (VI1.1)

Ce cas favorable est illustré dans la gure VII.1.

Malheureusement, dans de nombreuses situations cettéionneut ne pas étre véri ée :

— En décomposition de domaines, si les différents maillaigda décomposition sont choisis indépendamment (ce
qui est le cas intéressant!).

— Sur des maillages raf nés localement, méme avec des vaaaeontrble rectangulaires.

— Sur des maillages plus généraux que des triangles (pamda@®s quadrangles), il n'‘est pas possible en général
de construire des poin{g )« satisfaisant la condition (VII.1).

— Dés que I'on souhaite discrétiser une équation de diffuplas générale

div (Ar u) = f; (VIL.2)
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KL

FIG. VII.1 — Situation classique pour la diffusion isotrope
OUA est une matrice symétrique dé nie positive. Dans ce castaition géométrique nécessaire a la consistance
du schéma a deux points devient une conditioAdarthogonalité
A XX ) ? s (VIL.3)

et dans ce cas le choix usuel des maillages triangles aveeidges des cercles circonscrits comme points de
contr6le devient non-admissible.

Les situations ou la condition (VII.1) (ou bien (VI1.3) si oegarde 'opérateur div (Ar )) n'est pas véri ée sont

bien entendu préjudiciables puisque les ux ne sont pasistargs sur les arétes concernées. Ainsi, si I'on écrit les
schémas “classiques” dans ce type de situation, on perd @itéqde convergence. Les auteurs ci-dessus ont montré
gu'en décomposition de domaines pour une diffusion is@r@mu les arétes problématiques sont seulement situées a
la frontiére des sous-domaines), on obtient en général die aie convergence en norrkie discréte erhz au lieu de
I'ordre h habituel et que cet ordre de convergence est optimal englésauf dans les cas de géométries trés particuliéres
des maillages).

Par contre, dans des cas ou toutes les arétes sont “nonre@¥da situation est incontrblable et la convergence des

schémas n'est plus assurée.

Plusieurs solutions ont été récemment proposées pourtcaiprobléme que I'on pegtosso modalasser en quatre

catégories :

1. Les approhes de Coudiére, Vila, Villedieu [CVV99], FaiFai92], Aavatsmark [ABBM98a, ABBM98b, Aav02],

ou encore Le Potier [LP05b, LP05a] : A partir des points detédda donnés, une procédure de reconstruction
(de type interpolation par exemple) est proposée pour foune approximation de la solution en de nouveaux
points (par exemple les sommets des volumes de contréle)gtemt de calculer de fagon consistante les ux
numériques sur chaque aréte du maillage, en reconstr@igesntuine approximation de toutes les composantes du
gradient.

. Schéma¥/F gradientde Eymard, Gallouét, Herbin [EGHO06] : Dans le cas de la diffusnisotrope mais sur

des maillages admissibles au sens ou (VII.1) est véri ég atgeurs reconstruisent un gradient discret sur chaque
volume de contr6le a partir des inconnues sur la maille elesumailles voisines. Ensuite, le schéma peut s'écrire
sous une forme variationnelle proche de celle utilisée pEriméthodes éléments nis. Le ux numérique sur une
aréte dépend alors des inconnues situées dans les voluroestdie adjacents a celle-ci mais aussi de tous leurs
voisins, ce qui conduit a un stencil assez large du schéma.

. Les schémaBDFV introduits par Hermeline [Her00, Her03] et Domelevo et Om[i2005, DDOO05] et dont le

principe est rappelé dans le chapitre VI. La constructioongétriqgue de base est la méme que pour les schémas
diamantsde [CVV99], a ceci prés qu'on considére maintenant les valda l'inconnue aux sommets des mailles
primales comme des inconnues a part entiere du schéma powels une équation est obtenue en intégrant le
probléme de départ sur les mailles duales. Cette approditdedessentiellement le nombre d'inconnues en 2D
mais a pour avantage de respecter les propriétés du systetaeyment la symétrie.

. Schéma¥/F mixtesde Droniou, Eymard [DEO5] : Ces auteurs rajoutent le gradiestret de la solution comme

nouvelles inconnue constante par maille ainsi que les umértques comme nouvelle inconnue sur chaque
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aréte. Ceci augmente également de fagon assez importamenlere total d'inconnues du probleme, a maillage
xé, méme si on peut par des manipulations algébriques rédainombre de ces inconnues (celui-ci étant au
nal comparable & celui des schémas DDFV). Par ailleurs, sm®mas nécessitent |'utilisation de termes de
pénalisation pour assurer I'existence et l'unicité desusohs (sauf dans le cas particulier des maillages dits
simpliciau. Par ailleurs, I'étude de I'erreur pour un tel schéma nenmra ce jour que d'établir la convergence

al'ordre % méme si les résultats numériques semblent montrer que \eemgence a lieu a I'ordré.

TriangleT

KL

FiG. VII.2 — Situation non-consistante

Dans le présent travail [16], j'ai choisi de m'intéresseregproblémevia une approche différente ( gure VII1.2) : au
lieu de tenter d'adapter la géométrie des points de condréldle des arétes (par interpolation ou par ajout de ncesvell
inconnues), j'ai proposé d'essayer d'adapter la géomégrarétes a celle des points de contrble qui sont des données

du probléme.

Considérons par exemple le cas de I'équation de diffusioih.Z)/ Le principe de construction des schémas est
le suivant : connaissant les arétes du maillage et les pdatontrdle, on essaie de construire de “nouvelles arétes”
orthogonales aux directios *(x, x, ) et & travers lesquelles on peut écrire une approximatiosistamte du ux par
une formule a deux points usuelle. Bien entendu ces nowvaltes ne sont pas les arétes du maillage original.

Néanmoins (voir la gure VII.2 dans le cas isotrope), en grént I'équation sur le “sablier” formé des triangl€s

et Ty, on peut relier les ux arti ciels introduits (dont on conftaine approximation consistante) aux ux numériques
réels pour le maillage de départ. On obtient
Z Z

f dx fdx =
Tk TL ZTK

4

div (A:ir u)dx + div (A:r u) dx
TL Z

Z
ru Ands+ ru Ands
0
K

0
KL KL

On peut alors par exemple choisir la nouvelle aréte pour gsiaires dd et deT, soient égales, ce qui permet de
rendre le terme de gauche petit qudineist réguliére. Quoi qu'il en soit ce terme de gauche est panf@nt connu, c'est

V4
4

ru Ands+ ru Ands:

0
L

un terme source dans notre schéma 1@&te.
Il reste donc une relation entre quatre ux :le ux atraverg que I'on cherche a exprimer pour écrire le schéma,
le ux atravers O que I'on sait approcher de fagon consistante (car par coctgtn 2 ? A %(x, x,)) et les deux
ux restants qui sont des “bouts” de ux a travers les autre&tes des triangles et .
Ainsi on obtient une relation entre ces différents ux numées

. .u u
FKL:JELJ%"'FQ FE+GKL;
KL
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ou 0 et O sont les parties des aréteg o et , o qui sont des cotés des triangl€s et T, . Il est alors naturel
d'approcher les ux a travers ces parties d'arétes propartiellement aux ux numériques a travers les arétgs et

w o. Au nal, on obtient pour chaque aréte du maillage, une retatiu type

U U

_: 0 .
Fo =1 d +t ok oFwo e oF ot Gy (VIL.4)
KL
H j 9j i 0 e 7 7 - . ,
ou les coef cients « o = iJK: ’Dj et . o= ﬁ sont des quantités géomeétriques aisément calculabl&s eest un

terme source donné.

Ainsiles ux numériques sont obtenus de fagon impliciter(eh pas par une formule comme dans les cas usuels) en
résolvant I'ensemble des équations (VI1.4) pour toutesalées du domaine. Dans le cas général, ce schéma volumes
nis se met sous la forme d'un systéme linéaire du type

E(ld+ M(T)) Du = b; (VI1.5)

ou (une orientation étant choisie pour chaque aréte) :
E est la matrice rectanglers, (= nb de volumes de contréle) lignesrgt (= nb d'arétes) colonnes représentant le
bilan des ux discrets,
D est la matrice rectanglerd, lignes etn, colonnes qui associe aux vale(ts ), les ux approchés a travers
les nouvelles arétes),
o U U
Fo =] b JT:
| + M (T) est la matrice de dé nition implicite des u¥ ,, en fonction de~ o donnée par (VIl.4) (sans le
termeG,, ) et qui ne dépend que de tous les coef cients o, ... notés dans leur ensemfle
b contient le second membre usuel du schéma VF4 (i.e. lesraléégdu terme source sur chaque volume de
contrdle) mais aussi la contribution des tern&gs dans I'équation (VI1.4). Cette contribution peut étre rigéé
si le terme source est régulier et que I'on a choisi les ndeselrétes de sorte que les mesures des triafgles
T, soient égales.
Dans le cas ou le maillage est orthogonal, la matdo@ ) est nulle et on retrouve le schéma VF4 usuel.

Notons que la matrice + M (T) est tres creuse avec un pro | agréable (au plus deux coeftsiextra-diagonaux
non nuls par ligne) et se préte fort bien a la résolution pa méthode directe du type LU avec renumérotation des
lignes et des colonnes (qu'on peut sophistiquer a I'ends) peut alors résoudre le systeme (VII.5) par une méthode
itérative du type

ED@U? u)=b E(d+ M(T)) *Duk;

qui nécessite seulement l'inversion de la matfd®2 c'est-a-dire essentiellement de la matrice du schéma \antlsird
dans laguelle on a remplacé les mesures des grétegpar celles des nouvelles aréje§, j et de la matrice Id +
M()).

Pour améliorer cette méthode de descente on peut utilisendthodes de type gradient conjugué (par exemple CGS)
préconditionnées par la matri&eD . Dans les tests numériques effectués, la résolution demsgs{VI11.5) a nécessité
au plus une petite dizaine d'itérations.

Remarquons en n que, dans certaines situations, le catopli¢éite des ux numériques est en réalité explicite
(autrement dit lI'inverse de la matricel + M (T) se calcule explicitement). Ainsi, quand chaque maille dungioe a
au plus une seule aréte “atypique”, comme dans la majorgé&de de décomposition de domaines pour des équations
isotropes, les uxF o etk o dans la formule (VII.4) sont connus explicitement (voir @t ci-dessus) ce qui fournit
aussi lI'expression dg,, . Dans ce cas précis, la méthode n'est pas plus colteuse stiedma VF4.

En n, on peut établir un théoréme de convergence et d'egtonal’erreur d'ordrel, en normedd ! discréte et ?
pour ce schéma sous une condition classique de régulasithadidlages et sous la condition que le défaut d'orthogtdali
entreA 1(x.x.) et les arétes ne soit pas trop important (c'est-a-dire déslegicoef cients  sont uniformément
bornés par une constante universelle explicite). Commeestdules résultats numériques obtenus montrent que cette
convergence a encore lieu dans des cas de maillages défdenfeigon plus importante.

Dans la Figure VII1.3, nous représentons les erréifret H en fonction du pas du maillage pour la résolution du
probléme de Laplace sur un maillage triangulaire. La preeni@urbe (noir et ) correspond a l'utilisation du schéma
VF4 avec les centres de gravité; on constate en effet la nosistance et donc la non-convergence du schéma. La
seconde courbe (bleu e) correspond a I'utilisation du schéma VF4 avec les centessagrcles circonscrits ; dans ce
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10 3o ordre 0.02 10 5o ordre 0
76— ordre 1.99 J/¢— ordre 0.99
H{@—® ordre 1.73 @@ ordre 1
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FiG. VII.3 — Equation de Laplace - comparaison schéma VF4 / seléérax implicites

cas la condition d'orthogonalité est véri ée par constiaatet on constate la convergence a I'ordren normeH * et a
I'ordre 2 en norme.2. En n, la troisiéme courbe (vert et) représente les résultats du schéma a ux implicite présent
dans ce chapitre lorsque I'on considére les centres detg§rdes triangles comme points de contrdle ; on observe un
comportementidentique a celui du schéma VF4 dans le casicoaf

En n, dans la Figure VII.4 on montre pour les mémes maillagekes mémes schémas les résultats obtenus pour
31
11
ne converge évidemment pas ni pour les centres de gravipdumiles centres des cercles circonscrits. En revanche, on
observe le bon comportement du schéma VF a ux implicitesfaitaen norme.? et en normeH *.

la résolution d'un probléme elliptique anisotropediv (Ar u) = f avecA = . Dans ce cas, le schéma VF4

10 3[5% ordre -001 o 10 3575 ordre
J/— ordre -0.01 Jie—e ordre 0|
B ordre 1.84 10— ordre 1 P—Q:m
-1 7
10 3
3 CE|
7 10 3
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] 103
< 3 @
10°3
3 . @
@
2|
ad 4 10 3 &
10 3
&
T T T T T
10 3 2 1 10 3 2 1
10 10 10 10 10 10 10 10
E L2 E H!
rreur rreur

FIG. VII.4 — Equation de diffusion anisotrope - comparaisorésoh VF4 / schéma a ux implicites

2 Modéles asymptotiques d'écoulements en milieux poreux
fracturés

On se propose ici (en collaboration avec P. Angot et F. Huleit[17] et [21]) et dans le cadre du GDR MOMAS,
d'étudier et de valider des modéles asymptotiques d'écoetds en milieux poreux fracturés. La con guration inigal
est la suivante : on a un milieu poreux (appklématrice caractérisé par un tenseur de perméabKité l'intérieur
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duquel se trouve une zone de faible épaisbeljappeléda fracture) dans laquelle la perméabilité du mili&s est trés
différente de celle de la matrice et peut étre fortementarape. On peut penser aux cas limites d'une perméabilité de
fracture tres faible (la fracture est alors une barrieresdammilieu poreux) ou au contraire la perméabilité de latfree

peut étre trés grande et donc engendrer un écoulement iampah son sein. On s'intéresse pour simpli er au cas
d'une unique fracture ce qui est bien sdr un peu académigéanidoins toute I'analyse proposée permet de considérer
des situations plus réalistes ou le milieu fracturé congde nombreuses fractures dont les propriétés peuvent étre
éventuellement différentes.

Ecoulement de Darcy dans la matrice

Ecoulement de Darcy dans la fracture

FIG. VII.5 — Con guration pour le modéle a "double-perméalgilit

A des ns de résolution numérique, il est trés délicat, etsmmmateur en ressources de calcul, de s'attaquer direc-
tement au probléme complet nécessitant un maillage tréd'intérieur de la fracture.

L'idée est donc d'assimiler la fracture a une zone d'épaissrille a travers laquelle la pression et le champ de
vitesse peuvent connaitre des discontinuités. Ces distités sont liées par des relations asymptotiques qui greuv
étre ou bien des relations algébriques ponctuelles (matletdre 0) ou des équations aux dérivées partielles dans
les variables tangentielles le long de la surfaceCette approche avait déja été considérée dans [MJRO5] enais
se restreignant au cas de fractures rectilignes parta¢eeaatmaine en deux sous-domaines disjoints (voir également
[FEN* 02] et [BMTA, AT99)).

Nous proposons dans ce travail une étude plus compléte dalenndtamment dans le cas de fractures entierement
immergées dans la matrice. Ce modéle est obtenu formellgmaemne étude de la limite asymptotige! 0 dans
les équations initiales et s'écrit en 2D de la fagcon suivatgeuide obéit a I'équation de Darcy dans la matrice

divvp, = hdans ;

V1.6
Vp = 1K (rp g)dans ; ( )

avec des conditions aux limites de Dirichlet ou de Neumanm [gopressiorp, et véri e de plus I'équation asymptotique
monodimensionnelle posé sur la surface de discontinugédé ni par

ro (k(sv)=b(s)hr [vp nJ;

Vi _ 1 .
e K¢ (r p 09); (VIL.7)
p=p +2 1) jK(f)n ve nl ;

ol , n désignent respectivement la tangente et la normalefa] etaj désignent resp. le saut et la moyenne d'une
grandeuma discontinue a travers la surface De plusbx (s) désigne I'épaisseur de la fracture a I'abscisse curviligine
Enn, pr estla pression de fracture, est I'opérateur de divergence de surface et I'opérateur de gradient sur
dé ni par 2 3
rpr
r p= 4 M 5.
bx
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Dans le modéle ci-dessys est la pression de fracture et la vitesse de ltration longitudinale moyenne dans la
fracture.

On ajoute & ce modéle la condition aux limites de Neumanrs 0 aux deux bords de la fracture. Le paramétre

% est un parameétre de quadrature apparaissant au cours deviatida formelle des équations et qui permet de
retrouver diverses variantes de ce modeéle présentes dhttériture [BMTA, MJRO5].

Nous montrons que ce probléme couplé est bien posé (y compaisd = % ce qui semble étre un cas important
non traité dans [MJRO05]) dans le cas de fractures totalemenergées dans la matrice poreuse. Puis nous proposons
un schéma volumes nis pour le résoudre, dont hous mont@eehvergence. Celui a pour avantage, en comparaison
avec le schéma éléments nis Raviart-Thomas proposé dadR(1d], de s'appliquer a toutes les géométries de fractures
(totalement immergées ou pas) et toutes les valeurs d&=2. En effet, quand = % le sauffv, n] estseulementdans
le dual deH %() et la formulation mixte proposée dans [MJRO5] n'est pluspééa au probleme. Dans le cas %
cette approche fonctionne car on a alors une estimation dauwtedang. ?() .

Nous illustrons ainsi la dépendance des solutions en famatu paramétre de quadraturequi semble montrer
que la valeur = % est celle qui fournit des solutions les plus deles au pramécomplet dans les divers régimes
d'écoulements.

Voici un exemple de résultat numérique obtenu dans le casedssure verticale de forme conique située au milieu
du domaine. L'épaisseur de la fracture v&ut0 2 en haut du domaine @0 2 en bas. Dans cet exemple, les perméa-
bilités sont isotropes et valehtdans la matrice et00dans la fracture. Les conditions aux limites sont de typé&biet
sur les bords gauche et droit du domaine, Neumann homogeiesswords supérieur et inférieur et en n Dirichlet sur

les deux bouts de la fracture.

I
I

| N\

Calcul complet Calcul complet Calcul modeéle asymptotique
maillage 1 (N=30282) maillage 2 (N=201496) Maillage regiaruniforme (N=65536)

\

FIG. VII.6 — Comparaison des résultats pour le modéle de milfmneux ssurés

Les deux dessins de gauche sur la gure VII.6 montrent legalsurs de la pression obtenues par le calcul de la
solution du modéle complet sur deux maillages triangudetiess raf nés dans et au voisinage de la fracture (on utitise
le schéma m-DDFV exposé dans le chapitre VI). Le premierlaggl contienB0282cellules et n'est pas suf samment
n pour prendre en compte de fagon satisfaisante la zoneinfée de la fracture. Le second conti@®1496mailles
et permet de commencer a voir les effets de la condition amitds en bas de la fracture. On observe sur le dessin de
droite, que le calcul de la solution du modéle asymptotiqoeasé (VII1.6)-(VII.7) sur un maillage cartésien uniforme
de seulemern5536mailles permet de retrouver une solution convenable dul@nody compris sur la partie inférieure
de la fracture. Le gain en terme de co(t de calcul et de faditmaillage du domaine grace a l'utilisation de ce type de
modeles est donc assez clair.



72

Chapitre VII. Quelques schémas non standard pour des probi@es elliptiques linéaires




73

En guise de conclusion

La théorie, c'est quand on sait tout et que rien ne fonctionne.
La pratique, c'est quand tout fonctionne et que personne ne sait pourquoi.
Ici, nous avons réuni théorie et pratique : rien ne fonctionne et personne ne sait pourquoi!

ALBERT EINSTEIN
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PROJETS ET PERSPECTIVES

Je conclus ce mémoire en donnant quelques éléments de gtersg®ur les années a venir, reprenant (en partie)
celles mentionnées tout au long de ce mémoire. Certains @atsplécrits ci-dessus sont déja des projets en cours,
d'autres relévent plutdt de perspectives & moyen terme.

Ecoulements complexes

Deux grandes directions de travail possibles se dégagémbsix résultats exposés dans les deux premiers chapitres :

— Tout d'abord il apparait trés clairement que le développeinde méthodes numériques performantes pour les
modéles de Cahn-Hilliard / Navier-Stokes triphasiquesssentiel pour pouvoir envisager I'exploitation de tels
modéeles avec une précision suf sante dans des géométiimensionnelles. L'étude d'algorithmes de raf -
nement local adaptatif pourrait étre une solution, de méuwelg développement de méthodes d'éléments nis
d'ordre plus élevé pour les paramétres d'ordre et les paknthimiques sans augmenter le degré des éléments
utilisés pour la vitesse et la pression.

L'ajout du terme d'ordre élevé dans le potentiel de Cahdi&tdl permettant de stabiliser le systéme dans les cas
d'étalement total induit un certain nombre de problémesalerergence de la méthode de Newton a chaque pas
de temps qu'il serait important de mieux comprendre.

— D'autre part le développement de modeles a interfacessdiff an 4 phases véri ant des propriétés de consis-
tance similaires a celles que nous avons introduites estrenm probléme d'importance non résolu. De méme,
les modeles présentés ne sont pertinents que sous la condjti , + > 3+ 1 3> 0quin'apas de sens
physique clair et qui n'est pas satisfaite dans certainpratijues. Tout ceci nécessite probablement de considé-
rer des formes encore plus générales d'énergies libres Ha-Bdliard, ce qui constitue a ce jour un probleme
totalement ouvert.

Concernant I'étude des conditions aux limites arti cislien sortie d'un écoulement, il y a la aussi plusieurs grandes
guestions en suspens :

— L'analyse de la méthode numérique consistant a calcusallgion a l'instanh+1 en prenant comme écoulement
de référence la solution calculée a l'instant

— L'analyse du comportement de la solution quand on augmiarigélle du domaine de calcul ctif. On s'attend,
au moins dans des géométries simples, a ce que la solutiorobléme avec conditions aux limites arti cielles
converge vers la solution du probléme dans le domaine in ni.

— L'extension de ce type de conditions aux limites dans leecadmpressible, par exemple isotherme barotrope.
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Méthodes de volumes nis

Les travaux présentés dans la seconde partie de ce mémurenbde nombreuses perspectives. L'étude des sché-
mas volumes nis pour les équations elliptiques non-linésidoit permettre de s'attaquer maintenant aux problémes
paraboliques dégénérés du type

@b(u) div( (tz;uru)= 1
sous de bonnes hypothéses de monotonie sur la forfzébhien entendu sur le uk . Par ailleurs, les schémas DDFV
ont été récemment utilisés et étudiés par Delcourte, Domede Omnes dans [DDOO05] pour résoudre des systemes
linéaires plus complexes du type Stokes, Div/Rot, etc estldonc naturel maintenant de tenter d'adapter toutes ces
techniques aux problémes de type Stokes a viscosité varabinéme Stokes non-newtonien dans lesquels le tenseur
des contraintes dépend de facon non-linéaire du modulendete des taux de déformation :
8

2 dv  (xjDW)D(V) +rp=Ff
divv=0:

Si la fonction est discontinue er (dans le cadre d'écoulements diphasiques par exemple)ensépile ne dépend
pas du tenseub (v), il est crucial d'approcher les ux issus du tenseur des tdexdéformation compleb (v) =

(r v+ 'r v)=2 et on ne peut pas mettre le probléme sous une forme plus sfaipémt apparaitre le Laplacien. Il me
semble que I'approche DDFV doit permettre de répondre a@esaintes de part sa souplesse d'une part et de part le fait
gu'elle préserve, par nature, les propriétés qualitatfjmesnotonie, symétrie, etc ...) des EDP auxquelles on séste.
Cette approche permettrait également de pouvoir considéeconditions aux limites en contrainte pour le probléme
de Stokes ce qui est un cas important comme on I'a vu dans {etohév.

Du point de vue de l'analyse numérique, il me semble intéreisg'essayer de progresser dans I'étude de I'erreur
dans les schémas numériques pour les probléemes non-edaisque la solution est peu réguliere (dans un espace
de Sobolev ou de Besov d'indice fractionnaire). Ce type dpilaité est naturel dans les cas non-linéaires qui ne
possedent pas les bonnes propriétés de régularité allgptiq cas linéaire. Dans ce cadre, ou par exemple les résultat
d'interpolation sont souvent inopérants (ou en tout cagdtd & mettre en oeuvre), de nouveaux outils techniquéds son
probablement nécessaires pour estimer directementuied® consistance pour ce type de solutions.

Une des étapes cruciales dans cette direction serait deadjéré le résultat technique (Lemme 3.4 dans [11]) a
la base des estimations d'erreur usuelles en volumes nésréSultat donne essentiellement un contréle précis de la
différence entre la moyenne d'une fonction sur une aréteaghsyenne sur un volume de contréle en fonction de
l'intégrale sur le volume de contréle (supposons-le cosYyale la puissancp-ieme du module du gradient de cette
fonction. Celui-ci s'obtient par l'utilisation de dévelppments de Taylor.

Si ces résultats pouvaient étre généralisésdes outils différents des simples développements de Tagdofagcon
a obtenir des bornes explicites en fonction de termes deé&hsifractionnaires du type

v(x) v(y)j P dxdy
ok XY x oy’
alors la méthode usuelle d'estimation d'erreur devraippl&quer sans souci et fournir des bornes d'erreurs dans ces

cas de faible régularité. Des estimations faisant appardés quantités du type (VI1.8) sont disponibles dans leecad
monodimensionnel mais I'extension aux dimensions supéene semble pas immédiate.

(VI1.8)

Simulation numérique du probleme des vagues en profondeur nie

En collaboration avec T. Colin, S. Labbé et D. Lannes, noamscommencé a nous intéresser a la simulation
numeérique directe des équations d'Euler a surface librerefopdeur nie et avec fond éventuellement non-plat.

L'idée de ce travail provient des travaux de D. Lannes [L§rd2hs lequel il prouve I'existence et l'unicité locale
des solutions de ces équations, sous une condition de Lawylggystéme linéarisé qui correspond physiquement au
critere de Taylor. Pour ce faire, il a introduit, & partir defbrmulation Eulérienne des équations, des changements de
variable quidiagonalisenta partie principale du systeme.
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Cette formulation des équations se préte bien a la simulationérique du probléme. En particulier, nous pen-
sons proposer un schéma de splitting en temps naturel (osdeétisation des termes de natures différentes peut étre
découplée) associé a des schémas de type Crank-Nicholspermette de conserver l'ordzde la méthode.

Du point de vue de la discrétisation en espace, nous corsisé@n maillage uniforme pour les variables horizontales
sur lequel les deux inconnues principales (la hauteur dé¢dipotentiel des vitesses) sont discrétisées. Bien éntéas
deux équations d'évolutions pour ces deux grandeurs (lditon cinématique de surface libre et la trace de I'équatio
de Bernoulli sur la surface) sont non-linéaires et coupkie®nt intervenir I'opérateur Dirichlet/Neumann qu'il tes
nécessaire de recalculer & chaque itération en temps.

La méthode proposée ne fait intervenir qu'un seul calculaf@rateur par pas de temps ce qui est un point crucial.
Ce calcul se fait en construisant un maillage quadrangusgaincturé (mais non rectangle) a partir du maillage unifor
des coordonnées horizontales et de la hauteur d'eau calaulliéération considérée. Sur ce maillage non conformesnou
pensons utiliser les schémas volumes nis DDFV (voir [DOB6]e chapitre VI) pour résoudre I'équation de Laplace.
Ceux-ci ont l'avantage de présenter de bonnes propriété&odecrgence quand le maillage se déforme et d'assurer
la consistance des ux, c'est-a-dire de la dérivée normal@dtentiel des vitesses a la surface, qui est exactement la
guantité que I'on souhaite calculer.

Dans un premier temps, nous souhaitons étudier le comperiete la méthode numérique proposée par une étude
de la convergence en maillage sur des cas tests basiquelsisocomplexes (I'onde solitaire de Tanaka par exemple).
Ensuite, nous utilisons la discrétisation proposée pauttiét le domaine de validité des modéles asymptotiques dans
le régime ‘Ondes longuésdu type Boussinesq ou KdV. Des théorémes d'estimationrdigrpour ces modéles sont
disponibles et il est intéressant de pouvoir déterminegsiastimations sont précises. De la méme fagcon nous sonhaito
tester avec des données initiales de type train d'ondeslidité de I'approximation de Schrdédinger pour laquelle il
n'existe pas, a ce jour, de théoréme d'estimation d'erreur.

Approximation numérique du contrdle aux trajectoires des E DP
paraboliques

En collaboration avec A. Benabdallah, F. Hubert, J. Le Reais®t I'équipe de théorie du contrble de l'université
de Besancon nous souhaitons mettre en commun nos comeenaralyse numeérique et en théorie du contréle pour
s'attaquer aux problémes tout a fait actuels de I'analyseémnque des problémes de contrdle dans le cadre parabolique
On s'intéressera par exemple aux questions suivantes :

— Peut-on établir des propriétés de contrélabilité exantforme (en un sens a préciser) pour la semi-discrétisation
en espace de I'équation de la chaleur par exemple ? Des Epgastielles existent dans des cas particuliers
(notamment les travaux de Zuazua et de son équipe sur le casdinoensionnel) qui utilisent des techniques
de preuve spéci ques et peu généralisables (voir égalefh€f6] ou une notion de contrblabilité uniforme plus
faible est étudiée). Nous espérons adapter les technigugpeinégalités de Carlemaau cadre discret (ou semi-
discret). Ces techniques ont montré leur puissance cesedesrannées dans I'étude de problémes de contrble
théoriques. Dans le cas parabolique, ces techniques omixparple permis de montrer la contrélabilité a zéro
d'équations a coef cients non constants et méme a coeftsieliscontinus (voir par exemple [BDLRO05]).

— Comment utiliser I'outil numérique pour mieux comprentir®cas encore ouverts dans les problémes de contrble
aux trajectoires d'équations de la chaleur semi-linéaoasles systémes paraboliques ? L'idée est d'utiliserifout
numeérique pour explorer les questions théoriques encarerties dans ce domaine.

— On peut également envisager d'utiliser cet outil pour caengre la dépendance en le domaine de contrdle (inté-
rieur ou frontiére) du cot du contréle, ce qui est encore tabi@me théorique pour lequel peu de résultats sont
disponibles. En s'inspirant par exemple des travaux d'A.nighil (sur I'équation des ondes), on espére pouvoir
proposer une méthode numérique itérative permettantiaiesi{pour une taille de domaine de contréle xée) la
position du domaine de contréle pour lequel le colt seraus falible.
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