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INTRODUCTION

Probleme 1:palier aux problemes de "flous" dans la compression
d'images

50 100 150 200 250

reconstruction d’'une image a partir de sa forme compressée avec une méthode linéaire

— définir, utiliser et étudier des méthodes non-linéaires

Probleme 2:définir des opérateurs aux différences finies pour les rendre
adaptées a des grilles non-uniformes

— utiliser des algorithmes multiechelles
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| Schémas de subdivision |




Méthodes linéaires Exemples linéaires

Schémas de Subdivision: Définition

M Définition
On appelle schéma de subdivision S un opérateur sur [°°(Z) défini par

Vf€l®(Z),YneZ (Sfln= ) ann—2m(f)fm

meZ

gue I'on peut décomposer

(SHan =Y anok(Hfa-r e (SHant1 =Y an2pt1(f) far

kEZ keZ

o (Sf)2n—|—1

Points initiaux Echellel

Dans le cas linéairg (Sf)n =>_,,c7 @n—2mfm
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Méthodes linéaires Exemples linéaires

Schémas de Subdivision: Propriétés

B Convergence
Pour la convergence du schéma, sont équivalents

1.Vf €1°°, 38°°fcontinue telque lim sup|(S?f)n —S®(f)(277/n)|=0

J—+o0 n

2. pour g9 € C? vérifiant Y ¢o(z — n) = 1 et la condition de stabilité L>°

Al < (1D fado(- = n)l| < BlIf]]

la suite de fonction | £3(x) = ) ~ 83 (f)n¢o(2)x — n) | converge uniformement
n

3. Dans le cas linéairg existence d'une fonction d’échelle ¢ € C2(R) (vérifiant la
condition de stabilité)

Onag¢=Ilim; 400587 (6n,0) €t S®f(z) =>.. fno(z—n)

N.Dyn 91, A.Cavaretta, W.Dahmen et C.A.Micchelli 91
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Méthodes linéaires Exemples linéaires

Schémas de Subdivision: Propriétés

M Regularite
On note d* f I'opérateur aux différences d’ordre k:

d*f =d(d"~'f) avec dfn = fat1— fn,
et Si le schéma aux différences d’ordre k tel que  d*(Sf) = Si(d* f).

Dans le cas linéaire pour tout f, S f € C*(R) ssi

) Sk+1 existe
(i) ilexiste LeNet0<p<2 XtelqueVfel™® [|SE,  fllcc < p"|[f]loo

De plus, S f € C*~ avec a = —log2(p)
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Méthodes linéaires Exemples linéaires

Schémas de Subdivision: Propriétés

M Regularite

M Stabilité de I'opérateur S°°

Dans le cas linéaireé convergence = stabilité
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Méthodes linéaires Exemples linéaires

Schémas de Subdivision: Propriétés

M Regularite
M Stabilité de I'opérateur S°°
M Ordre d’approximation de I'opérateur S°°

On définit ordre(S°°) =r Si

pour g € C*(R), f° = g(nh)n [|S®(f°) —gllpe < CRT

Lien entre ordre de&5 et S°°: ordre(S) = r et S stable = ordre(S™) =r
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Méthodes linéaires Exemples linéaires

Schémas de Subdivision: Propriétés

M Regularite

iétabilité de l'opérateur S°°

lbrdre d’approximation de I'opérateur S°°
l.I.Q.eproduction des polynomes

S reproduit exactementles polyndmes d’ordre k si pour tout [ < k

p=(m = (Sphn=(2""n)"

CN a la régularité (linéaire): S f € C*¥ = S reproduit les polyndmes de degké

CS al'ordre: S reproduitexactementles polynomes de degré- 1 =
o(S)=r
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Généralitées Exemples linéaqires

Schémas Linéaires: Méthodes

B avec des polyndmes trigonométriques
—— CS de convergence et estimation de la regularite

B avec des valeurs proprestraduction matricielle)
—— CN de convergence et de regularite
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Généralitées Exemples linéaires

Schémas Linéaires: Méthodes

B avec des polyndmes trigonométriques
—— CS de convergence et estimation de la regularite

B avec des valeurs proprestraduction matricielle)
—— CN de convergence et de regularite

Men comparant avec un schema convergeant

Convergence : S converge si
) 1S convergeant avec ¢g verifiant la condition de stabilité
(i) dM > 0, Vf €l>® ||Sf — Sof||coc < MD(Y)
(i) 3ILeEN,Jc<1,Vfel*, D(SHf) <cD(f)

avec D un opérateur [ — RT

( A.Cavaretta, W.Dahmen et C.A.Micchelli 91)

Régularité : de plus si S§°f € C*~, 5 f € CB— avec 8 = min {—%,a}
(K.D, J.L 07)

Intérét: extension au cas non-linéaire, au cas multidimensionel
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Généralitées Méthodes linéaires

Schémass Linéaires: Exemples (schémas splines)

M es schéemas approximants splines

la fonction d’echelle ¢ est la fonction spline de degré m

régularité optimale C" ™ pour la taille du support de a
pas de reproduction exacte de polyndmes (const et degré 1 seulemgnt
ordre d’approximation égal a 2

pour O = (6,.0)n: S8(f) avec Ssprines S8(f) avec Sspiines
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Généralitées Méthodes linéaires

Schémas Linéaires: Exemples (schémas de Lagrange)

M| es schémas interpolants de Lagrange ,

S définie par la valeur du polynéme de Lagrange p,, ; , construit avec
{(n+ 7, frtj)j=—it1..r}

(Sf)Zn — fn et (Sf)Zn—l—l — pn,l,r(n + %)

reproduction exacte de polyndmes optimal@our le nombre de points
utilisé

convergence et regularité difficiles a montrer

avec des schémas centrés

pour O = (6,.0)n: S8(f) avec Sz 2 S®(f) avec Ss3,3

—p.10/49



Généralitées Méthodes linéaires

Schémas Linéaires: Exemples (schémas de Lagrange)

M| es schémas interpolants de Lagrange ,

S définie par la valeur du polynéme de Lagrange p,, ; , construit avec
{(n+ 7, frtj)j=—it1..r}

(Sf)Zn — fn et (Sf)Zn—l—l — pn,l,r(n + %)

reproduction exacte de polyndmes optimal@our le nombre de points
utilisé

convergence et regularité difficiles a montrer

avec des schémas décentrés

pour O = (6,.0)n: S8(f) avec S1. 8 S®(f) avec S1,9
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Généralitées Méthodes linéaires

Schémas Linéaires: Exemples (schémas de Lagrange)

B cas centrél = n (G. Deslaurier et S. Dubuc 89, |. Daubechies 92)
pour tout f, S* f € CO#4
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Généralitées Méthodes linéaires

Schémas Linéaires: Exemples (schémas de Lagrange)

B cas centrél = n (G. Deslaurier et S. Dubuc 89, |. Daubechies 92)

Bcas décentrd < r (K. DetJ. L 07)
On décompose

1 J—
(Sl,rf)Qn—l—l == (Sl,r—lf)2n+1 + L, (5) gl 1f

convergence (par comparaisons successives)

pour S1,:  convergence pourr <7
pour Sz »:  convergence pour r < 10 ...
divergence (avec le produit des valeurs propres)
pour S1,,: diverge pourr > 9
pour Sz .. diverge pourr > 13 ...

Vi, 3r; tel que S, diverge pour r > r; (estimation théorique de ;)
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B cas centrél = n (G. Deslaurier et S. Dubuc 89, |. Daubechies 92)

Bcas décentrd < r (K. DetJ. L 07)

Schémas L
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convergence (.) et divergence (x) des schémas de Lagrange a [ points (en abcisse) et r
points a droite (en ordonnée)



[ Une classe de schémas non-linéaires |
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Nonlin Etude d’Exemples 2d

Schémas non-linéaires: Motivation et Cadre

Répondre

aux problemes d’adaptivité:

grille non-uniforme (I.Daubechies, I.Gustov et W.Sweldens 99, V.Maxim et M-£Liée09
propriétés géométriques (FKuijt et R.Van Damme 98, M.S.Floater et C.A.Michelli 98Mdrinov,
N.Dyn et D.Levin 0%

reproduction de fonctions (G.Morin, J.Warren et H.Weimer 01, C.Beccari, G.Casciola et
L.Romani 07

aux problemes d’oscillations:

®

091

0.8

0.7

-0.1
4

pour fO = (6,,.0)n: S8(f) avec Sz 2 S8(f) avec S

splines ;1349



Nonlin Etude d’Exemples 2d

Schémas non-linéaires: Motivation et Cadre

Répondre

aux problemes d’adaptivité:

grille non-uniforme (I.Daubechies, I.Gustov et W.Sweldens 99, V.Maxim et M-£Liée09

propriétés géométriques (FKuijt et R.Van Damme 98, M.S.Floater et C.A.Michelli 98Mdrinov,
N.Dyn et D.Levin 0%

reproduction de fonctions (G.Morin, J.Warren et H.Weimer 01, C.Beccari, G.Casciola et
L.Romani 07

aux problemes d’oscillations:

Une méthode générale: comparer Sy, avec un schéma lineaire

(N.Dyn et D.Levin 95, M.S.Floater et C.A.Michelli 98, P.O&Wa3, P.Grohs et J.Wallner 0B
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Motivation Etude d’Exemples 2d

Etude de schémas non-linéaires

B Notre cadre
On étudie pour f € [°°(Z)

SnL(f) =S(f) + F(6f) avec
S un schéma linéaire convergeant , de régularité C*—
F' un opérateur non-linéaire

o un opérateur linéaire

M Convergence et Regularitgthéoréeme)

S'nr7, converge si

()  3M>0,Vfel™ [[F(f)]o < M[f[lo
(i) 3LeN,Ie<L,Vfel™, [|6(SKLD)loo < cl|0f]loo

De plus,

S f € CP~ avec 8 = min{—%,a}
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Motivation Etude d’Exemples 2d

Etude de schémas non-linéaires

B Notre cadre
On étudie pour f € [°°(Z)

SnL(f) =S(f) + F(6f) avec
S un schéma linéaire convergeant , de régularité C*—
F' un opérateur non-linéaire

d  un opérateur linéaire

M Convergence et Regularitgthéoréeme)

S'nr7, converge si

()  3M>0,Vfel™ [[F(f)]o < M[f[lo
(i) 3LeN,Ie<L,Vfel™, [|6(SKLD)loo < cl|0f]loo

De plus,

S f € CP~ avec 8 = min{—%,a}

Réciproquement , si Sy, estinterpolantavec S5, f € CB— alors pour f € [

IM >0,V >0 [[F(S(ShLf)llec < M2797
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Motivation Etude d’Exemples 2d

Etude de schémas non-linéaires

B Stabilité (théoréme)

SN, eststable si

(1) S 1, converge ou reproduit exactement les constantes,
(i) 3IM>0,Vf,gel™ [[F({)—-F(g)llo <M|f— g,
(i) 3LeN,3c<1,Vf,9€l™, [|6(SKLE) — 6(SRLE)loo < cl6F]|oo
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Motivation Etude d’Exemples 2d

Etude de schémas non-linéaires

B Stabilité (théoréme)

S, eststable si

(1) S 1, converge ou reproduit exactement les constantes,
(i) 3IM>0,Vf,gel™ [[F({)—-F(g)llo <M|f— g,
(i) 3LeN,3c<1,Vf,9€l™, [|6(SKLE) — 6(SRLE)loo < cl6F]|oo

B Ordre (théoréme)
Si
() Sy converge
(i) il existe S un schéma linéaire, convergeant tel que ||[Snyr, — S||co = O(RP)

alors o(Sxg,) = min(p,o(S))

(K.D, S.Amat, J.Liandrat 05-07)

— p.15/49



Motivation Propriétés

Ex1 schéma NL: le schéma WENO a 6 points

B Construction (schéma interpolant)

Sweno est une combinaison convexe de 3 schémas linéaires

_ stencil 2 stencil 3
stencil 1 ‘ ‘
Sweno = @151 + a252 + a3S3 . | { ! ! |
o0 O X—0— & — 0
n—2 n—1 n n+1l n4+2 n+4+3

avec

S1 le schema de Lagrange complétement decentre Ss 1
So le schema de Lagrange centre Sz o
S3 le schéma de Lagrange complétement decentré Sy 3

a; poids déependant de la "régularité" de f
a; "mesure" la régulartité avec d* f
a; const;

o = avec a; = ——=
¢ ai + a9 + as ¢ (G—I-bz')z

et b; = b(d>f)

(T.Chan, X-D.Liu et S.Osher 94, G.Jiang et C-W.Shu 96 pour EDP, A.Cohen,

N.Dyn et B.Matei 03 résultats pour la CAO)
—p.16/49



Motivation Propriétés

Ex1 schéma NL: le schéma WENO a 6 points

B Convergence et regularité
on peut écrire

fn + fn—l—l
2

(SWENof)Qn—H = + FWENO(dzf)Zn—I-l

avec

fn+fns1
2

le schéma de Lagrange (S1.1f)2n+1 = converge

Vi, [ Eueo(fllse < 2l1fllec

|d*(Sweno f)on| < |d*flloe €1 |d%(Swenof)2n+1] < 5|1d% f]loo
on itere pour avoir
1d* (Siweno f)lloe < 1olld* fl|so

Avec le théoréme de convergence et de régularité linéaire + perturbation

Sweno converge et Sqenof € 0-215—

(K. D, J. L et S. A 06)
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Motivation Propriétés

Ex1 schéma NL: le schéma WENO a 6 points

M Regularité Numérique

AT = oo . 00 1—
avec —logs ( II;;F _;j 1 > on obtient Sywenof € C
n—+1 niloo
M Ordre

avec le théoréme sur l'ordre, o(Sweno) = 5

0.8

0.6

0.4

0.2

0.2 I I I I I I I I I 0.2 I I I I I I I I I
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

pour 0 = (6,,.0)n: S8(f0) avec Ss 3 S8(f9) avec Sweno
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Motivation Propriétés

Ex2 schéma NL: les schémas POWERP

B Construction (schéma interpolant)
une premiere construction

On part de

fot+ fag1| 1d°fn+ d*faga

(S2.2f)on+1 = 5 2 5

vérifiant
r—+vy
2

‘ < maz(|z|, |y])
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Motivation Propriétés

Ex2 schéma NL: les schémas POWERP

B Construction (schéma interpolant)

une premiere construction

On part de
 fatfarr 1 fa+d i
(S2,2f)2n+1 = — 3
2 8 2
+ 1
(Seenf)ont+1 = Jn 2fn—i—1 — §H2(d2fnadzfn+1)
avec
sign(x) + sign(y) | xy
H —
Q(xvy) 2 T+ y'
verifiant

|H2(z,y)| < 2min(|z], |y|)

(S.Amat, R.Donat, J.Liandrat, JC.Trillo 03)
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Motivation Propriétés

Ex2 schéma NL: les schémas POWERP

B Construction (schéma interpolant)

une premiere construction

On part de
et S 18 fn+dPfap
(S2.2f)2n+1 = 5 3 5
+ 1
(Seenflonst = T L (2, dP )
+ 1
(SPOWERPf)Qn—I—l — In an+1 _gHP(dendefn+1)
(K.D, S.A et J.L 05)
avec

r—Y

Hy(z,y) =
p( Y) T4y

sign(x) + sign(y) |z +y| (| _ g
2 2
(S.Serna and A.Marquina 04 dans les EDP)
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Motivation Propriétés

Ex2 schéma NL: les schémas POWERP

B Construction (schéma interpolant)

une premiere construction

On part de
. fn+fn+1 B 1d2fn+d2fn—|—1
(S2.2f)2n+1 = 5 3 5
4+ 1
(Seenflonst = T L (2, dP )
4+ 1
(SPOWERPf)2n—I—1 — fn an—H _éHp(dendefn—}—l)

(K.D, S.A et J.L 05)
une deuxieme construction

modifier f,,_1 ou f,12 selon sign(|d? fn| — |d? fri1])
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Motivation Propriétés

Ex2 schéma NL: les schémas POWERP

B Convergence

Pour tout p, Srowerp CONVerge et Sgowere S € C1~ | = estimation optimale

(K.D, S. AetJ. L 05)
W Stabilité: pour p < 2, Seowere Stable
(S.Amat et J.Liandrat 05)

B Ordre: pour p < 2,0(SS8werp) = 3, SINONO(SSSwerp) = 2

_0.23 1 1 1 1 1 -0.2

pour fO = (6,,.0)n: S8(f0) avec Sz 2 S8(fV) avec Sppy
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Motivation Propriétés

Ex3 schéma NL: un schéma approximant C?

Bl Construction
On part du schéma approximant

1 7 105 35 5
S = n - ) — T T — o n n - n
(Sf)2n p ,2,2(n+4) 128fn 1+ 128f + 128f +1 128f +2
3 5 35 105 7
S = _-) = — — _ — S —_—
(Sf)an+1 pn,2,2(n + 4) 128fn 1+ 128fn+ 128fn—|—1 128fn—|—2
(N.Dyn, M.S.Floater and K.Hormann 05)
100 % é ;
of o T T g

Polyndme interpolateur p,, 2 2 des points e (- -) —p.21/49



Motivation Propriétés

Ex3 schéma NL: un schéma approximant C?

Bl Construction
On part du schéma approximant

1 7 105 35 5
S = n - ) — T T — o n n - n
(Sf)2n p ,2,2(n+4) 128fn 1+ 128f — 128f +1 128f 42
3 5 35 105 7
S = —) = — —— _ S - N
(Sf)on+1 pn,2,2(n + 4) 128fn 1+ 128fn‘|‘ 128fn—|—1 128fn—|—2

= | perturber f,,—1 ou f12 selon sign(|d? fn| — |d? frt1])

100+ o
- - 1
80
60|
40t

20

0

_ool2 . . . - . - . . .
0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5

Polynéme interpolateur p,, 2 2 des points e (- -) et aux points modifiées W (-) _ p.21/49



Motivation Propriétés

Ex3 schéma NL: un schéma approximant C?

Bl Construction
On part du schéma approximant

1 7 105 35 5
S = n - ) — T T — o n n - n
(Sf)2n p ,2,2(n+4) 128fn 1+ 128f — 128f +1 128f 42
3 5 35 105 7
S = —) = — —— _ S - N
(Sf)on+1 pn,2,2(n + 4) 128fn 1+ 128fn‘|‘ 128fn—|—1 128fn—|—2

= | perturber f,,—1 ou f12 selon sign(|d? fn| — |d? frt1])

On obtient

(Seerapproxf)2n = (Ssplinesf)2n + F(d*f)on
(Sepuapproxf)2nt1 = (Ssplinesf)2n+1 + F(d”f)2nt1

(K.D, J.L et S.A 07)
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Motivation Propriétés

Ex3 schéma NL: un schéma approximant C?

M Convergence et Stabilité

Seprapprox CONVErge, SSSuarrroxf € C11 et est stable

(K.D, J.L et S.A 07)
W Régularité Numérique: SsSuapproxf € C2 475~

M Ordre:

pour g € C°°([0,1]) et f = (g((n — %)h))n’ |SSunpproxS — 9lloo = O(R®)

SS(fO) avec SppHaPPROX

—p.22/49



Motivation Propriétés

Ex3 schéma NL: un schéma approximant C?

M Convergence et Stabilité

Seprapprox CONVErge, SSSuarrroxf € C11 et est stable

(K.D, J.L et S.A 07)
W Régularité Numérique: SsSuapproxf € C2 475~

M Ordre:

pour g € C°°([0,1]) et f = (g((n — %)h))n’ |SSunpproxS — 9lloo = O(R®)

SS(fO) avec SppHaPPROX

—p.22/49



Motivation Propriétés Exemples

Schéma 2d: des constructions possibles

Pour S, un schéma 1d,
on étend S a deux variables en utilisant des directions alternées (ligne puis colonnés

B Construction classique par "produit tensoriel"

2
eoeee e .
(S2af)2n,m = (Sfn,.)m e © SUum)
¢YTtY e SUn
(S2af)n,m = S((Szaf)2.,m)n s et SSnh)
1 - . ................. @ @ @ e ‘
P €@ o

dans le cas interpolant

— p.23/49



Motivation Propriétés Exemples

Schéma 2d: des constructions possibles

Pour S, un schéma 1d,
on étend S a deux variables en utilisant des directions alternées (ligne puis colonnés

B Construction classique par "produit tensoriel"

(S2df)2n,m — (an,)m
(S2daf)n,m = S((S2af)2.,m)n

M Construction symétrique

1

(S2af)mm = 5 (524 )mm + (S54F)n.m )

St le schéma produit tensoriel ligne puis colonne
avec 24

SS,  le schéema produit tensoriel colonne puis ligne

— p.23/49



Motivation Propriétés Exemples

Schéma 2d: des constructions possibles

Pour S, un schéma 1d,
on étend S a deux variables en utilisant des directions alternées (ligne puis colonnés

B Construction classique par "produit tensoriel"

(S2df)2n,m — (an,)m
(S2daf)n,m = S((S2af)2.,m)n

M Construction symétrique
1
(S2af)nm = 5 ((S5af)nm + (S5al)nm)

B Question Est ce que la convergence d#&,; implique la convergence du
schémas,, associé?

Dans le cas linéaire S;4 converge —> le schéma S5, associé converge

(N.Dyn 91)~ P23



Motivation Propriétés Exemples

Schémas 2d non-linéaires: résultats généraux

B Résultat généraux:Pour un schéma 2d s’écrivant:Syt,2af = S24f + Faq(Azgf)

les théoremes lin+pertur de convergence, régularité et stabilité restent vrais

B Probleme
Pour un schéma 1d non-linéaire Sy f = Sf + F(§f) verifiant les

hypotheses du théeoreme 1d

viel>(z) |[F()]
16(SnLE)]

M[of]|
c||of]],

le schema Sp 94 associé converge ?

—p.24/49



Motivation Propriétés Exemples

Schémas 2d non-linéaires: résultats généraux

B Résultat généraux:Pour un schéma 2d s’écrivant:Syt,2af = S24f + Faq(Azgf)

les théoremes lin+pertur de convergence, régularité et stabilité restent vrais

B Probleme
Pour un schéma 1d non-linéaire Sy f = Sf + F(§f) verifiant les

hypotheses du théeoreme 1d

viel>(z) |[F()]
16(SnLE)]

M[of]|
c||of]],

le schema Sp 94 associé converge ?

1. on peut écrire Syr2af = Saqf + Foq(Aqqf) avec
AQdfn,m — (5(f,m)n7 5(fn,)m) — (5lignefn,m7 5colonnefn,m)

2. Contraction 2d a montrer. . .

—p.24/49



Motivation Propriétés Exemples

Schémas 2d non-linéaires: étude du probléeme

On suppose que le schéma linéaire S vérifie ||.S||-c = 1 et § un opérateur aux
différences.

On définit pour une échelle j

L;j = sup |(5z7;gnef%,.)m| et V; = sup |(5colonn6f.j,m+1)n‘
n.,m

n,m

On obtient

1/2(M][6|]1)*  M]|6
e ( e+ 1/2(MII6l10)> M3l

pour la construction "produit tensoriel"
cM||6]]1 c

pour la construction symétrique

—p.25/49

oud— [ T L/AMIsI)? 1/2M][811 (1 + )
1/2M||8]|1(1 4+¢) c+ 1/4(M]|5]]1)?



Motivation Propriétés Exemples

Schémas 2d non-linéaires: résultats

B Convergence

Si p(A) < 1 alors le schéma Sy 124 COnverge
avec

p(A) =c+1/2M||8]]1(1 + \/4c+ 1/4(M||5]|1)?) pour la construction "produit tensoriel”
p(A) =c+ 1/2M||6]|1(1/2M||S||1 + c+ 1) pour la construction symétrique

B Régularité

—loga(||AX]|oc)
k

Si p(A) < 1 alors 57,4 € CP~ avec 8 = supy,

M Stabilité

Avec c et M sont les constantes 1d du théoreme de stabilite,
Sl p(A) < 1 alors Sy,94 €st stable.

K.D etJ.LO7

— p.26/49



Motivation Propriétés Exemples

Schémas 2d non-linéaires: Exemples

Ici § = d? avec ||d]|1 = 4. Pour la construction "produit tensoriel"

BMEX1: le SchémaPOWERP (c = 3, M = § etp(A) = 0.922)

1A% [loo > 1
L=1 ||A]|loo =1.125

L=3 |lA3||cc = 1.002
L=4 |[|A%|c =0.925

= Soowerpag CONVErge vers une fonction limite C%~ avec 8 ~ 0.14

MEX2: le schémaPPHAPPROX scheme ¢ = &, M = ¢ etp(A) = 0.7787)

L=1 [|A]|eo = 0.9707

= Seenapproxaq CONVErge vers une fonction limite C°~ avec 3 ~ 0.36

—p.27/49



Motivation Propriétés Exemples

Schémas 2d non-linéaires: Exemples

Ici § = d? avec ||5]|1 = 4. Pour la construction symétrique

MEX1: le schémaPOWERP (c = % M = %)

on obtient p(A) = 0.937

= Seowerpag CONVErge vers une fonction limite C°~ avec 8 ~ 0.093

MEX2: le schémaPPHAPPROX scheme é= &, M = &)

on obtient p(A) = 0.8

= Spphapprox24 CONverge vers une fonction limite CP~ avec 8~ 0.32

pas de résultat de stabilité 2d (constante trop grande)

—p.27/49



[ Applications aux analyses j

multirésolutions

— p.28/49



Résultats Exemples Numérique

AMR généralisée: construction a. Harten 93

M AMR généralisée

JF espaces de fonctions
(V7); espaces discrets (construits par discrétisatio®; de F)
Opérateur de décimation D§+1 VIt Vitelque VIi—1 = Dg_l(Vj),

Opérateur de prédiction Pf“ : VI3 — VviI+1 défini par un schéma S

reconstruction

D

pitt =8
Vi i+l

J+1

— p.29/49



Résultats Exemples Numérique

AMR généralisée: construction a. Harten 93

M Intérét

définir une transformée AMR
-1 -2 -1 1
v!? o (/7 dlY o (0072477 d7Y & Tanre? = {(v0,dY, ., d7)

avec d’ les détails défini par dit1 = vitl — (SwJ)

J

= compresser v’ en seuillant (d’),;—1...;

B Probleme
D§+1 et Pj“ doivent verifies Dj:+1P~Ji+1 = Idy;;

—> on choisit une discrétisation par valeurs ponctuelles
(D f)n = f(277m)
. _ 1
(D§+1U‘7+1)n — v%n

S est un schéma interpolant

— p.30/49



AMR Exemples Numeérique

AMR non-linéaire: résultats de stabilité

M Definition de la Stabilité pour une AMR
17 = Flloo < C I = fOlloo + X lld" = d'||oo
=1

15O = Flloe < ClFT = filloo
ld' —djew < CIff = fille VIEL...j—1

—p.31/49



AMR Exemples Numeérique

AMR non-linéaire: résultats de stabilité

M Definition de la Stabilité pour une AMR

M Resultat de Stabilité pour uneAMR associee a des schémas linéaires

S converge — AMR associée est stable

—p.31/49



AMR Exemples Numérique

AMR non-linéaire: résultats de stabilité

M Definition de la Stabilité pour une AMR

M Resultat de Stabilité pour uneAMR associee a des schémas linéaires

B Résultat de Stabilité pour uneAMR associée aSni.f = Sf + F(6f)

LAMR associée est stable si

i) 3IM>0 telque Vd,d €l*® ||[F(d)—F(d)|lcoc <M||d—-d||eo
(i) Je< 1 telqueVf,g €™ |6(SNLf — SNLE)|oo < c||0(f — 8)||co

—— existence d’hypothéses sur S]Q,L ou sur 'AMR associée
—— extension au 2d possible, existence d’'un résultat liant les constantes 1d et la stabilité
2d

K.D, J.LetS. A05-07

—p.31/49



AMR Reésultats Numeérique

Ex 1 AMR NL: le schéma G C(géométriquement controlé)

B Définition (schéma interpolant)

(Sgef)2n+1 = (frn + Far1)W(Fn + 5) — w()n(Fat1 + frt2)

avec w(f) défini par w(f) = h(df,c,w)oll O0<c<s et 0<w< &

S5(f9) avec Sa o S°(£9) avec Sppn S°(£9) avec Sec

B Convergence et Regularité

Ssc converge et S f € O

(M.Marinov, N.Dyn et D.Levin 05)
~ p.32/49



AMR Résultats Numérique

Ex 1 AMR NL: le schéma G C(géométriquement controlé)

M Intérét pour des AMR

pour fO = (dn,0)n:  S®(f°) avec Sa 2 S®(f°) avec Sec

— p.33/49



AMR Reésultats Numeérique

Ex 1 AMR NL: le schéma G C(géométriquement controlé)

M Intérét pour des AMR

pour fO = (dn,0)n:  S®(f°) avec Sa 2 S®(f°) avec Sec

M Stabilité de I'AMR associée
On écrit
fn + fn—i—l
2

(Sweno f)2n+1 = + Foc(df)2p+1

avec
Vf, 9, |[Fec(df) — Foc(dg)lloo < max(c,2w)||df — dgl|oo
ld(Secf — Secg)lloc < (7 +max(c, 2w)) [|df — dygl|o

— p.33/49



AMR Reésultats Numeérique

Ex 1 AMR NL: le schéma G C(géométriquement controlé)

M Intérét pour des AMR

pour fO = (dn,0)n:  S®(f°) avec Sa 2 S®(f°) avec Sec

M Stabilité de I'AMR associée
On écrit
fn + fn—i—l
2

(Sweno f)2n+1 = + Foc(df)2p+1

Avec le théoreme de stabilité linéaire + perturbation

LAMR associée et le schéma Ssc sont stables
(K.D, S.A et J.L 08)

p.33/49



AMR Reésultats Numeérique

Ex 2 AMR NL: un schéma NL en base 3

B Construction (schéma interpolant)

On part
(Sf)3n+1 = aofn—1+ a1fn + a2fnt1 + a3 fnio
(Sf)3n+2 = aszfn—1+ a2fn + a1 fut1 + aofnto
avec
1 1 13 n 1 7 1 ot 1 n 1
ap=————-w, a1 = —+ -w, a2 = —— — —welazg = —— + -w
T8 6 T 18 T2 TP T 18 2 T 718 "6
pour
W = 2% schéma de Lagrange en base 3
O<w< % convergence et régularité C'!
1 1 : A 12
15 <w < 3 régularite C

(M.F.Hassan, |.P.lvrissimitzis, N.A.Dodgson et M.A.Sabin 02)

—p.34/49



AMR Reésultats Numeérique

Ex 2 AMR NL: un schéma NL en base 3

B Construction (schéma interpolant)

On part
(Sf)3n+1 = aofn—1+a1fn + a2fnt1 + a3 fnio
(Sf)3n+2 = aszfn—1+ a2fn + a1 fut1 + aofnto
= | perturber f,,—1 OU fn 42 selon sign(|d? fn| — |d? frnt1])

On obtient

(Seeutriaf)3n+1 = (S[HIDS]f)3n+1 + FPPHTRIA(d2f)3n+1

(SeputrIAS)3n42 = (S[HIDS]f)3n+2 + FPPHTRlA(dzf)3n+2

= appliguer les théoremes de convergence et de stabilité de 'AMR

—p.34/49



AMR Reésultats Numeérique

Ex 2 AMR NL: un schéma NL en base 3

M Convergence et Régularité: poud < w < 3

SeputrIA CONVErge et Seutriaf €st C'TP~ avec 0 < B < —logg(l_Tw) — 1 si
B+#0,C17 siw=0.

15 T T T T T T T T T 101

1t 1 1t

0.5 b 0.991

0 > 0.98

-0.51 N 0.97

4
i E 0.96f

L L L L L L L L L 0.95 L L L L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 04 0405 041 0415 042 0425 043 0435 044 0445 045

-15

L _ 1

S3(f9) avec Sppurria AVEC W = 3= W= 7

M Stabilité de I'AMR associéee

L'AMR associée et le schéma Seputria SONt Stables si 0 < w < 1%

(K.D, S.A et J.L 08) p.35/49



AMR Résultats Exemples

AMR COMPARAISON: test numérique 2d

B Compression et décompression

On considére f/ = T~ T.Tavr f” avec les grilles dyadiques x7° (JO = 4) et X7
(J = 8).

avec le schéma WENO le schéma PPH le schéma GcC

avec e = 10
—p.36/49



AMR Résultats Exemples

AMR COMPARAISON: test numérique 2d

2
=nombre de détails non-nuls snr=101 2557 _
e P °g10 (zz 7 T2

schéma linéaire Ss o schéma WENO schéma PPH schéma GC
nnz=5710 nnz=5401 nnz=5401 nnz=5400
psnr=35.41 psnr=35.48 psnr=36.22 psnr= 36.316

—p.37/49



| Applications aux différences finies |




Grille uniforme Grille adaptée Extension au non-linéaire

Différence finies: cadre

M Problématique

pour un opéerateur F'D donne,
construire un opérateur N F'D avec une erreur homogene sur une grille
adaptéee

— utiliser un algorithme multiéchelle pour

pour définir une grille adaptée

(A.Harten 93, B.Sjogreen 95, W.Dahmen, B.Gottschlichidelt S.Muller 98,
G.Chiavassa et R.Donat 01, A.Cohen, S.M.Kaber, S.Mullet.Bostel 02, S.M.Gomez et
B.Gustafasson 02)

pour construire NF D
(A.Cohen, S.M.Kaber, S.Muller et M.Postel 02, S.M.GomBz&tistafasson 02)

Bl Notation

FD opérateur donné d’ordre o4 approchant f*)
S schéma linéaire interpolant donné d’ordre | oss > 7

— p.39/49



Grille uniforme  Grille dadptée Extension au non-linéaire

Différence finies: construction

B Principe sur une grille non-uniforme X

pour 22, € X7 d'échelle locale j (Jo < j < J),

définir un nouvel opérateur NFD;_; d’erreur en 27 77d

2—Jo

T
<

— p.40/49



Grille uniforme Grille dadptée Extension au non-linéaire

Différence finies: construction

B Principe sur une grille non-uniforme X

our zZ, € X7 d'échelle locale j (Jo < j < J),
P
définir un nouvel opérateur NFD;_; d’erreur en 27 77d

B Construction sur une grille uniforme X/

1. construction des points SP f7
2. appliquer FD sur XJtP
3. récupérer les valeurs aux points 2°n de X712 (¢1f? € X7)

§| I |§ xJ+p

,,,,,,,

on obtient la définition de N F'D,, sur XJ

Vi, p>0,Yn  (NFDpf')n = (FDj1p(SP(f7))2vn

— p.40/49



Construction Grille adaptée Extension au non-linéaire

Différence finies: propriétés sur une grille uniforme

B Expression analytique deN F D,
en utilisant les coefficients de F'D (c € [°°(Z)) etde S (a € [*°(Z))

2P -1
NED,(f)n =277 P _ ) avec b =277 Y copp_xab,,

n—m?Jm

— p.41/49



Construction Grille adaptée Extension au non-linéaire

Différence finies: propriétés sur une grille uniforme

B Expression analytique deN F D,
en utilisant les coefficients de F'D (c € [°°(Z)) etde S (a € [*°(Z))

B ongueurde NF D,

card(NF Dy) = card(supp(S)) — 2

= ne dépend pas du niveau p etde F'D

— p.41/49



Construction Crille adaptée Extension au non-linéaqire

Différence finies: propriétés sur une grille uniforme

B Expression analytique deN F D,

en utilisant les coefficients de F'D (c € [°°(Z)) etde S (a € [*°(Z))
B ongueurde NF D,

= ne dépend pas du niveau p et de F'D

B Formule d’erreur de NF D,
pour f € C>*([0,1])

Si|S™f e C"

3C >0, |INFDp(f7) — (f7)||oe < €| 273(0ss7T) | 9=(+P)ora

sinon,

3C > 0, |INFDu(f)=(f")||ee < C ( 9Pro—i(0ss—r) | | 2—<j+p)0fd>

— p.41/49



Construction Crille adaptée Extension au non-linéaqire

Différence finies: observation numérique de I'ordre

B Observation de2=7(ss—7) 4 9=(+P)osa poyur (") 5§ f € C7
pour 4 < j < 15 et p = 8, on observe
Ogs — T Sij(oss - 7") < (] +p)0fd
Ofd sinon

comparaison de |[OP(f7) — (f(1))7||eo pour S = Sz 2 (S®f € C?7)
aveCc OP = NFDg (-), OP = F'D (--) etla pente oss — 7 (-.-)

Ofd = Ofd = 2

—p.42/49



Construction Crille adaptée Extension au non-linéaqire

Différence finies: observation numérique de I'ordre

B Observation de2=7(ss—7) 4 9=(+P)osa poyur (") 5§ f € C7
pour 5 < j < 12 et p = 8, on observe
Ogs — T Sij(oss - 7") < (] +p)0fd
Ofd sinon

comparaison de |[|OP(f7) — (f(?))7]|ec pour oy = 2
OP = NFDg (-),OP = FD (--) etla pente oss — 7 (-.-)

S =822 (5°feC?) S = S33(S°f e C? S =544(5f € C?
—> NFD, efficace si S>*f € C"

—p.42/49



Construction Grille uniforme Extension au non-linéaire

Différence finies: expériences numériques

B Cadre pour des grilles non-uniformes

On consideére
f(x) = tanh(—15 + 30x)

des grilles adaptées X construites par 'AMR associée & S

J1=9,J=5

échantillonage S =S8226te=10"° S = S3 3 ete=10"6
: —90¢4 oj 2

erreur uniforme en 2 SI  |o0ss > = Ofd +r

—p.43/49



Construction Grille uniforme

Extension au non-linéaire

Différence finies: expériences numériques

B Comparaison des erreursdes opéerateurs adapteNF DA (o) et FDA (+)

pour 1) etogg = 1.Zoom sur (0.3,0.45).

0.035

0.03F

0.025

0.02

0.015-

0.01r

0.005 A4

oo
w
o
w
N
o
w
i
o
w
o

0.2

0.18

0.16

0.14

0121

0.1

0.08

0.06

0.04

0.02

°
. ®
°
[ ]
o
[ ]
)
* o
® o
® o
* o
e o
[ ]
o® o°
%, 0°
° 800°
oo oo e s 8l 8880 :
0.35 0.4 0.45

S = 53,3 ete = 106

— p.44/49



Construction Grille uniforme Extension au non-linéaire

Différence finies: expériences numériques

B Comparaison des erreursdes opéerateurs adapteNF DA (o) et FDA (+)
pour 1) etogg = 1.Zoom sur (0.3,0.45).

0.035 T T T T T 0.2

° °
0.8}
0.03 o .« ®
. 0.16 °
°
0.025F 1 014l
° ° °
b 0.12f
0.02} o — .
°
0.1f o
* e
0.015F B .
0.08 o
L] o .
o
0.01 ® o 1 0.06 . .
L] o .
. 0.04 o
o e o
0.005 - .0 c>o 4 e o
. e® o0 0.02 e® 0°
. 2o00° o .t.)ooo
0 8 8 0.0 ©° . . . ole—o—o—oo8 8 o 6880 .
0.3 0.32 0.34 0.36 0.38 0.4 0.42 0.3 0.35 0.4 0.45
S =522¢ete=10 S =533 ete=10

B Comparaison de I'erreur des opérateursN FD A et FDg pour (1) etogq = 1

pour Sz 2:  |[NFDA — FDgl||__ o =4.7x10"*
pour Sg 3:  ||[NFDA — FDgl|__ 5o =89 x10°°

— p.44/49



Construction Grille uniforme Grille adaptée

Différence finies: vers le non-linéaire

B Probleme

impossibilité d’obtenir une expression analytique de NF D avec S
non-lineaire

B Construction sur une grille uniforme X7

pour zJ, € X7,
1. on construit R? une reconstruction associée & Sy
(interpolante et polynémiale par morceaux)
2. onapplique FD sur X?TP aux points (R’ (2, + 2~ U k), oy
— expression analytique possible

— p.45/49



Construction Grille uniforme Grille adaptée

Différence finies: vers le non-linéaire

B Probleme

iImpossibilité d’obtenir une expression analytique de NF D avec S
non-lineaire

B Construction sur une grille uniforme X7

pour zJ, € X7,
1. on construit R? une reconstruction associée & Sy
(interpolante et polynémiale par morceaux)
2. onapplique FD sur X?TP aux points (R’ (2, + 2~ U k), oy
— expression analytique possible

B Cadre pour S non-linéaire et une grille uniforme
On considere

f(z) = (0.2v27) texp (—%)

des grilles uniformes X7 et X7 avec p = 2

— p.45/49



Construction Grille uniforme Grille adaptée

Différence finies: tests numériques pour S non-linéaire

B Comparaison des erreurs des opérateurs non-linéair&/ '’ DN L4 (o) et
linéaire NF Dy (+) pour f\V, 0py =2etS = Sepy avecSsef ¢ O

x10° x 10
7 ! ! ! ! ! ! ! ! ! 9 ! !
fo) o
sk

o

6L

j _ 5 e or Doz o3 s 05 o5 o Coge9ged; ] _ 7
B Comparaison des erreurs des opérateurs non-linéair& ' DN L (o) et
linéaire NF Dy (+) pour f\1), 0py =2etS = Soc avecSgef € O

x10° x10°
7 : : : : : : : : : 9

O B
0o L L QY L n
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

— p.46/49



Construction Grille uniforme Grille adaptée

Différence finies: tests numériques pour S non-linéaire

B Cadre

des grilles uniformes X7 et X77? avec j = Tetp = 2
f(z) = tanh(—150 4 300x)
SNL = Sppy OU SNL = Sac

B Comparaison des erreurs des opérateurs non-linéaire§ F DN L (o) et
linéaire NF D5 (+) pour ™). Zoom sur[0.4, 0.6]

180 ‘ ‘ ‘ ‘ 5 ‘ ‘ ‘ ‘ 180

1601 1 160
*

140 1 140+

120+ 1 120+

100 1 100+

80 b 80

60 - ° Q b 60

avecSppy avecSce

— p.47149
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B Schémas linéaires

de Lagrange

emas

Vd

Itats de convergence et de divergence des sch

guelconques

V4

resu

— divergence des schemas de Lagrange pour un décentrage donné

tulatif des résultats obtenus

7

récapi

0000000000000 00 000 0 X XNHUXX
0000 0000000000000 0 0 XXX
00 0000000000000 00 0 00X )X
0000000000000 0000 0 00X XXX
0000000000000 0000 0 00X XXX
00 0000000000000 000 00 XD
0000000000000 00000 00 0 )X XXX
0000000000000 0000 0 0 0 0 XXX
00 0000000000000 000 0 0 0 XXX
00 0000000000000 000 000 0> X
0000000000000 0000 0000 0XX
000000000000000000 000 06X X
0000 0000000000000 000 00 X
00 0000000000000 0000000 X
000000000000000000000 00X
0000000000000000000000 0
000000000000000600000000 -
0000 0000000000060 0000000 0
00 0000000000000 000000000
X 0000000000000000000000 -
HHAKKK - 0000000000000 000 00
HKHEAXKAKANKKXoo0o0000000000000 -
KXXXXXXXXXKXX —~eeeceesses.
KXHXHXHXHHXKXKKXKXXK oeeoseee-

1111111111111111

123456 7 8 910111213141516171819202122232425

o

convergence (.) et divergence (x) des schémas de Lagrange a [ points (en abcisse) et r

points a droite (en ordonnée)

— p.48/49



Conclusions

B Schémas linéaires

B Schémas non-linéaires

théoremes complets d’études de schémas Linéaire +Perturbation en
ld et 2d

application a de nombreux exemples

construction de schémas non-linéaires C'' (méme C?®) et stable
étude de lien entre convergence 1d et 2d

— p.48/49



Conclusions

B Schémas linéaires

B Schémas non-linéaires

B AMR non-linéaires

théoreme de stabilté d’AMR associée aux schémas
Linéaire+Perturbation en 1d et 2d

application & 2 exemples: un schéma C'!, un schéma construit en
base 3

— p.48/49



Conclusions

B Schémas linéaires

B Schémas non-linéaires

B AMR non-linéaires

M Différences finies et schémas

a partir d’'un opérateur donne, construction et étude théorique
d’opérateurs ayant une erreur homogene sur une grille adaptée

proposition d’'une méthode d’extension a l'utilisation de schémas
non-lineéaires

—p.48/49



Perspectives

B Schémas linéaires
probleme ouvert pour certains schémas de Lagrange

B Schémas non-linéaires
stabilité de Sweno, Srowere (p > 3), construction d'autres schémas

B AMR non-linéaires

extension a d’autres normes du théoremes établis
lien entre resultats AMR valeurs ponctuelles et AMR valeur moyenne

deéfinition d’'une décimation pour des schémas approximants
non-linéaires (Seprapprox?)

B Opérateur

appronfondissement du cas non-linéaire (définition, grille adaptée, équation
d’évolution,. . .)

— p.49/49
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